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Vorrede. 


Oer  durch  die  glänzenden  Erfindungen  der  ausgezeichnetsten  Ma- 
thematiker: Euler,  Landen,  Legendre,  Gaufs,  Abel  und 
Ja  c  0  b  i  geschaffene  und  im  Nachfolgenden  behandelte  neue  Zweig  der 
Analysis  lunfafst  zunächst  eine  Theorie  doppelt-periodischer 
Functionen,  welche  nämlich  reell -periodisch,  wie  die  gemeinen 
cyklischen,  und  zugleich  imaginär -periodisch  sind,  wie  die  gemei- 
nen hyperbolischen  Functionen.  Aufserdem  hangen  jene  Functionen 
nicht  nur,  eben  wie  diese,  von  einem  veränderlich  gedachten  Argu- 
mente ah,  sondern  auch  noch  von  einer  zweiten,  in  der  Regel  als 
unveränderlich  angesehenen  Gröfse,  welche  ihr  Modul  heifst  und 
w*elche  gewöhnlich  zwischen  den  Grenzen  Null  und  Eins  enthalten 
ist.  Aus  diesem  Grunde  nennen  wir  jene  doppelt -periodischen 
Functionen  auch  Modular-Functionen.  Das  Problem  der  Rec- 
tification  der  ebenen  Ellipse  fuhrt  zu  einem  Differenziale,  welches 
einige  Aehnlichkeit  hat  mit  denjenigen  Differenzialen,  die  den  Zu- 
sammenhang der  Modular-Functionen  mit  ihrem  Argumente  aus- 
drucken; und  WTgen  dieser  Aehnlichkeit  der  Differenziale  wurden 
ihre  Integrale  von  Legendre,  welcher  zuerst  eine  ausführliche 
Theorie  derselben  zu  entwerfen  versuchte,  elliptische  Trancenden- 
ten  oder  auch  elliptische  Functionen  genannt,  obgleich  dieser  aus- 
gezeichnete Analyst  die  grofse  Verschiedenheit  unter  den  Integralen 
keineswegs  verkannte  Die  Relassung  dieser  Renennung  könnte 
zwar  allerdings  durch  die  ihrem  Urheber  zu  bezeigende  Achtimg 
entschuldigt  werden,  indessen  habe  ich  die  Renennung,  fem  von 
Neiieningssucht,  aufgeben  zu  müssen  geglaubt,  weil  sie  bei  Anfan- 
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gern  von  vorn  herein  die  irrige  Meinung  erwecken  kann,  als  wäre 
diese  ganze  Theorie  nur  da,  um  die  Ellipse  rectificiren  zu  können: 
eine  Meinung,  in  welcher  sogar  ältere  Mathematiker  befangen  sein 
sollen,  welche  diesen  neueren  Studien  ihre  Aufmerksamkeit  noch 
nicht  gebälu*end  geschenkt  haben. 

Ist  der  Modul  der  Modular- Functionen  wirklich  reell,  und 
liegt  zwischen  den  Grenzen  Null  und  Eins,  so  sind  diese  Functio- 
nen selbst  zwischen  den  beiden  oben  genannten  Arten  der  Po- 
tenzial-Functionen  enthalten:  nähert  sich  der  Modul  der  Grenze 
Null,  so  gewinnen  die  Modular -Functionen  eine  gröfsere  Ueber- 
einstimmung  mit  den  gemeinen  cyklischen  Functionen;  und  nähert 
sich  der  Modul  der  andern  Grenze  Eins,  so  entsteht  eine  gröfsere 
Uebereinstimmung  mit  den  gemeinen  hyperbolisehen  Functionen: 
völlige  Uebereinstimmung  mit  jenen  oder  diesen  tritt  endlich  dann 
ein^  wenn  der  Modul  entweder  gleich  Null,  oder  gleich  Eins  wird. 
Hiemach  also  sind  die  Modular-Functionen  ein  grofses  Geschlecht 
periodischer  Functionen,  welches  unendlich  viele  Arten  begreift,  und 
zu  welchen  auch  die  gemeinen  cyklischen  und  hyperbolischen  Func- 
tionen selbst,  als  einfachste,  und  zugleich  als  Grenzformen,  gehören. 

Daher  steht  dies  Werk  mit  meinem  früheren:  „Theorie  der 
Potenzial-  oder  der  cyklisch -hyperbolischen  Functionen,  Berlin, 
bei  G.  Reimer,  1833,''  im  engsten,  ja  in  einem  nothwendigen  Zu- 
sammenhange und  kann  auch  als  ein  zweiter  Theil,  Cj^i^^^  Als 
erster  Theil,}  der  Darstellung  einer  Theorie  der  periodischen  Func- 
tionen überhaupt  und  der  davon  abhängenden  Integrale  angesehen 
werden. 

Die  zahllosen  Anwendungen  der  Potenzial  -  Functionen  in 
allen  Zweigen  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  haben  das 
sorgfältigste  Studium  der  Mathematiker  jenen  Functionen  zuge- 
wendet; wodurch  denn  ihre  Theorie  auch  einen  hohen  Grad  der  Aus- 
bildung erlangt  hat.  Die  höhere  Allgemeinheit  des  Begriffes  der 
Modular-Functionen  zieht  aber  die  Aufmerksamkeit  des  wissen- 
schaftlichen Geistes  in  einem  noch  gesteigerten  Grade  auf  sich; 
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zudem  sind  ihre  Anwendungen  wohl  eben  so  zahlreich,  und  der  Ein- 
flufs  ihrer  Theorie  auf  die  Integral -Rechnung  ist  vollends  so  machtig 
und  ausgedehnt,  überhaupt  so  unabweisbar,  dafs  in  dieser  Hinsicht 
alle  früheren  Darstellungen  der  Integral -Rechnung  als  im  hohen 
Grade  mangelhaft  und  dürftig  erscheinen  und  die  unermüdliche  und 
gewandte  Thätigkeit  eines  neuen  Euler  zur  Darstellung  eines  dem 
letzigen  Stande  und  Bedürfnisse  der  Wissenschaft  melu:  angemes- 
senen Lehrbegriffs  der  Integral -Redinung  schon  längst  erforderlich 
ist  und  mit  Sehnsucht  erwartet  wird. 

Die  Kenntnifs  der  vorzüglichsten  Eigenschaften  der  M odular- 
Functionen  und  der  davon  zunächst  abhängenden  Integrale  ist  für 
jeden  jungen  Mathematiker,  welcher  in  der  Analysis  den  höheren 
Standpunct  einnehmen  will,  jetzt  eben  so  unumgänglich  nöthig,  als  es 
früher  die  Kenntnifs  der  vorzüglicheren  Eigenschaften  der  trigono- 
metrischen Functionen  war.  In  zahllosen  Fällen  beginnt  die  Unter- 
suchung des  neuem  Mathematikers  gerade  da  erst  eigentlich,  wo 
sie  früher  wegen  der  Unzulänglichkeit  der  Wissenschaft  aufhören 
mufste,  weil  etwa  das  gefundene  Integral  von  den  Modular-Func- 
tionen  abhing,  oder  ein  Modular-Integral  war.  Die  neuen  Unter- 
suchungen enthüllen  aber  auch  bei  der  Anwendung  dieser  Theorie 
wunderbare,  ungeachtet  ihrer  Einfachheit  sehr  versteckt  liegende 
Gesetze,  da,  wo  ohne  diese  Anwendung  kaum  die  Möglichkeit  der 
Erkenntnils  eines  der  Erwähnung  werthen  Gesetzes  geahnet  wird. 
Solche  Behauptungen  können  nur  factisch  gerechtfertigt  werden, 
und  aus  diesem  Grunde  habe  ich  diesem  Werke  noch  einen  Theil 
als  Anhang  hinzugefügt,  welcher  Anwendungen  der  Theorie  der 
Modular- Functionen  in  der  Geometrie,  in  der  Geodäsie,  in  der 
Statik  und  Medianik,  und  namentlich  eine  umfassende  Behandlung 
der  sphärischen  Kettenlinien  enthält,  die  allein  schon  geeignet  ist, 
die  obige  Behauptung  vollkommen  zu  rechtfertigen.  Dieser  Anhang 
wird,  falls  das  Erscheinen  dieser  Theorie  beifällig  aufgenommen 
wird,  und  keine  erhebliche  Hindernisse  eintreten,  ilu*  im  Drucke 
bald  nachfolgen  und  hoffentlich  durch  die  ermittelten  neuen  Re- 
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soltate  das  Interesse  Derjenigen  erregen,  welche  ihre  Aufimerksam- 
keit  solchen  Studien  zuwenden. 

Die  Möglichkeit  der  Herausgabe  dieses  Werks  ist  lediglich 
dem  um  die  Förderung  und  Verbreitung  des  Studiums  der  Mathe- 
matik und  um  die  vielseitige  Ausbildung  dieser  Wissenschaft  höchst 
vei-dienten  Herrn  etc.  Dr.  Cr  eile  zu  verdanken;  indessen  mufsten 
die  eigenthümUchen,  dabei  obwaltenden  Umstände  nothwendig  so 
grofse  Verzögerungen  mit  sich  bringen,  dafs  nun  darüber  allein 
schon  mehr  als  vier  Jahre  verflossen  sind.  Während  einer  so 
langen  Zeit  berichtigen  und  erweitern  sich  schon  die  wissenschaft- 
lichen Ansichten,  und  daher  kommt  es,  dafs  in  diesem  Werke  Män- 
gel vorhanden  sind,  welche  der  Verfasser  schon  längst  als. solche 
erkannt  hat,  die  er  aber  erst  in  einer  neuen  Ausgabe  zu  ver- 
l>essem  im  Stand  sein  würde,  aber  unfehlbar  verbessern  würde, 
obgleich  so  ziemlich  dieselben  Mängel  in  den  ausgezeichnetsten 
Schriften  der  Vorgänger  ebenfalls  sich  finden. 

Der  beträchtliche  Umfang  des  Werks  liihrt  von  dem  grofsen 
Rdchthum  nicht  zu  vernachlässigender  Formeln  her,  welche,  zumal 
in  einem  für  Anfänger  bestiounten  Werke,  mit  der  nöthigen  Klar- 
heit entwickelt  werden  mufsten;  und  insbesondere  noch  davon,  dafs 
nicht  nur  die  unendlichen  Producte  und  Reihen  hergeleitet  oder  auf- 
gestellt worden  sind,  welche  desto  rascher  convergiren,  je  kleiner 
der  Modul  ist,  sondern  in  gleicher  Vollständigkeit  auch  diejenigen, 
deren  Convergenz  desto  gröfser  ist,  je  mehr  sich  der  Modul  der 
CSrenze  Eins  nähert;  zumal  da  diese  Producte  und  Reihen  in  der 
berühmten  Schrift  „Fundamenta  nova  theoriae  functionum  ellipti- 
carum'',  jQüt  einer  einzigen  Ausnahme,  vielleicht  der  Kürze  wegen, 
oder  auch  darum  übergangen  worden  sind,  weil  sie  zu  ihrer  ein- 
fachen Darstellung  den  Gebrauch  der  hyperbolischen  Functionen 
erfordern. 

Hiernach  dient  unser  Werk  aber  auch  zugleich  als  ein  Re-^ 
pertorium  aller  irgend  bemerkenswerthen  Formeln,  welche  in  den 
Anwendung«!  der  Theorie  in  Gebrauch  kommen  können,  und  ei^ 
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ist  ihm  hierin  nach  meinem  Dafürhalten  ein  nicht  unbedeutender 
Vorzug  gesichert  worden. 

Nur  aufgefordert  durch  hochachtbare  Freunde  der  Wissen- 
schaft, und  ermuntert  durch  die  freudige  Theilnahme  derjenigen 
akademischen  Zuhörer,  vor  welchen  ich  seit  mehreren  Jahren  un- 
ausgesetzt ansfuhrliche  Torlesungen  über  die  Modular- Functionen 
und  Modular -Integrale,  wie  auch  nicht  selten  über  die  Anwen- 
dungen derselben,  halten  zu  können  das  Glück  hatte,  entschlofs 
ich  mich,  die  Theorie  dieser  Functionen  auf  eine  so  fafsliche  Weise 
zu  behandeln,  dafs  die  ersten  Anfangsgrün^de  der  Integral -Rech- 
nung zu  ihrem  Verständnisse  hinreichen,  in  der  Erwartung,  mir 
dadurch  wenigstens  den  Dank  derjenigen  jungem  Mathematiker  isu 
verdienen,  welche  ohne  die  Anhörung  akademischer  Vorlesungen 
sich  durch  Selbststudium  die  zur  Gewinnung  einest  hohem  ana^ 
lytischen  Standpunctes  unumgängliche  Kenntnifs  dieses  deuen  und 
überaus  frachtbaren  Zweiges  der  Analysis  erwerben  wollen,  ober 
welchen  nach  meiner  innigsten  Ueberzeugung  auf  allen  Univerisi- 
täten  jährlich  Vorlesungen  gehalten  werden  müfsten,  aber  selten, 
oder  doch  nur  an  wenigen  Orten,  bis  jetzt. gehalten  werden. 

Münster,  im  November  1843. 
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* 200     —     7  ist  sin 9  in  sin29  abzaandem. 

—  813     —   14  ist  der  Kxponent  — 2a  in  —  2r  abBoandem. 
_  232     —   19  ist  £'  st  (S'  zu  nehmen. 

•^  233     —     2  bC  -(>  vor  |7K  in  =  abzaandern. 
^.235     —     4  1.  dn'v  st  dn'0. 

—  246  in  der  letzten  Zeile  lies  el<t  statt  elca 

—  21ä  Zeile  7  Utis  ik*niaincft.« 
^  277  ist  '€»'  in  6'  abzuändern. 

—  278  ZeireH  lies  amcAssa',   Zeile  24  I.  £m'  für  %m  und  Zeile  29  I.  Integrale  der  zweiten  Classe. 

—  280  ist  *V  st  'U  und  57.«  st.   -^••»  m  Iwen. 

^  2S3  Zeile  19  I.  (l  +  ^^O  »t.  (i-f  *i) 
^  203  letzte  Zeile  I.  I^.  =  jr 

—  294  ist  5^  und  c*  statt  6  und  c  zu  setzen. 

—  29S  ist  in  den  Aii»drücl[en  der  Regulatoren  Q{a,ß)  und  ^(a,  ß)  der  Factor  K  hinter  2a  zu  i^etien. 

—  301  ist  derselbe  Factor  an  ähnlichen  Stellen  nachzotragen. 

^  306  Zeile  13  lies  nn  Paare,  Zeile  19  1.  sn(ftM)  st  snu  und  unten  I.   a  =  0, 1,2.3, ....  (n— 1), 

/!?  =  0,  1,2,3,.... (M  —  1) 
»  307  Zeile  6  lies  dr*""  und  Zeile  13  I.  a'  st  a*,  außerdem  =  0  hinter  K'. 

—  308  sind  in  den  Formeln  (6.),  (7.),  (8.)  die  Voneiehen  —  fortzulassen  und  cnc  statt  cn  zu  lesen; 

Zeile  21  L  2^  +  1   st  2/!?'  +  i. 

m  m 

—  309  Zeile  10  ist  auf  der  rechten  Seite  in  der  Klammer  zweimal  A  statt  Dzn  losen  und  also  in  der 

Gleichung  (1.)  die  nötliige  Abänderung  zu  machen. 

—  318  ist  zu  lesen:  Regulator  /(a,/9)  =  2«K  +  (2^+i)iA- 


-337Zeile22  1.i+j5;^-^st   ^-j—^     ^ 

—  340  ist  vor  dem  Producte  fiir  snti  der  Factor  -7  statt  —   zu  lesen. 

—  347  ist  in  der  Gleichung  (7.)  -7  statt  —  zu  lesen. 

—  348  im  Zusätze  1.  ebenso. 
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E  '!   u  1   e  i  C   u  n   cr^         ' 

Allgemeiner.  Cbftrakler  der  Potenziale  Functionen» 

.-.      .  •  .     .  <        ■  ..■:■■..■  '.  '  •■■   I. 

Die  Potenzial- Functionen 9  welche  ich  in  riner  frShern  ^GMirift  itibg^ 
liMdeit  habe,  ersoheinen  iiur  ab  besondere  Formen  der  Modnlar-Func« 
tioniM  in  weiteeter  Bedeutung,  und  eine  Folge  dieMs  VerbältniMee  ¥k 
die  grofie  Aehdichkeit  zwMchen  den  beiden  Hauptarteo  dieser  periodic- 
sehen  FnnctioaeB;  diese  AebnUchkeit  muls  nicht  nur,  mm  dem  Gediiefae^ 
nisse  zu  Hälfe  au  koMimen,  in  der  Bezeichnung  berücksiehligt  oder  geU 
teiid  gemacht,  sondern  SberbaupC  als  ein  Prinoip  bei  der  BehiMidhiiig 
der  Modular-FuDctionen  betraohtet  werden«  ^us  diesen  Grunde  werden 
wir  zuerst  den  allgemeinen  Cliarakteff  der  Potenzial  *•  Functionen  i^s  Klare 
setzen,  daiw  aber  au/t^h  den  allgemeinen  Charakter  der  Modular-Funttii^ 
neo  angeben,  vnd.ihpi.jslso  jenem  der  jbessenen  Untcprscholduag  wegen  ger 
gemiibecslieUen.  Hierin  nehmen  wir  zugleich  den  Weg  d^  firfiadm^  w^ 
dien  der  unsterbliche  JS^til^  betr^tj  als  ^r  junUewyl^  46i|  Grund  zu  der 
Theorie  der  Modular^  Functionen  legte,  welche  durch  die  ruhmreichen  Er- 
findungen von  hegenäre,  Abel  und  Jacobi  zu  einem  der  wichtigsten  Zweige 
der  Mathettiatlk  erhoben  warde»  ts^ 

8tnd  2Pwei  verUnder Uche  Zahlen  r  und  w,  deren  bfperbeliscbtr  8»^ 
nus  jr  und  y*  sein  «tfgen,  so  bescbalEMi,  dab  ihreSnmme  r  +wtaz^,  ^t^ 
ren  bjrperbolischer  Smvs  z  sein  nag,  ^ne  mverBnderJiche  GtoCmi  isi,  «ö 
wird  deir  arithmetisohe  Znsammenhang  zwischen  den  beiden  verinderlicbeii 
GKlÜMi  dr  md  y  durah  ^ne  ratienaie  und  symnetrisohe  GMebung  dM 
«weiten  Grades  nrsgedriiokt,  weMie  die  ehanOOeirisüaeke  ßlehkimg^^SM' 
hjfperboUsckm  iSünti^  genannt  werden  mag.  Da  nttmlieb  wssu-^vititi 
ao  ist  nach  TheU  L  §.  10.  &inw  ss  @tn«r  <£ol0^(Ss^sr  (Smt,  oder 
y  =  «/'(l+a5*)~x/*<l  +  a^),;also  (y^T/(i+z^)r^z'{i+x'),  und 
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2  S  i  n  l  €  it  u  n  g.      ^.  2^ 

diese  Gleichung  reduoirt  fiioh  auf 

welche  die  charakteristische  Gleichung  der  byperbolischea  Sinus  ist;  sie 
ist  rational  und  vom  zweiten  Grade  in  Ansehung  der  beiden  veriinder* 
liehen  Gröimn  x  und  y^  auch  ist  sie  symmetrisch^  weil  sie  nicht  geändert 
wird)  wenn  man  darin  x  und  y  mit  einander  vertauscht. 

Für  die  cyklischen  Sinus  xs^sinr  unä  y^=iüuw  erhält  man  in 
ahnlichelr  Weise  die  Gleichung 

wolche  sich  aber  aus  der  vorigen  herleiten  lafet,  indem  man  xi  für  x, 
yi  für  y  und  zi  für  z  setzte  und.  unter  i>  wie  im  Nachfolgenden  immer 
/';^t  wrUt^t,..  ll 

'■  Wm  10  eben  in^  Amehmig  der  Sinne  fezeigt^  worden  ist^lüfak  tklk 
aiicb  l^efat  aUriebtig:  nachweisen  in  Ansehung  der  Cosinus »  derTangenr 
teo  und  CotiiMgwten}  daher  .besteht  der  aUgeneine  Cbateoter  der  Poteu» 
zial*Funct9oqei^  darjfti  di^s  der  aritkmeiischs-XfmammemkMi^  vnter  zwd 
filmch$umißen  FuMUonen,  deren  Atgummte  oder^Arcus  eine  unverändert 
4ick«  Smmi^e  Atusmachem,  durch  eine  syfnmetritrcke  und  ratiomdeGkichußg 
de9^,%M^eitm  (hrßdies  «u^edrückt  werden  kmm^ 

'  Zusatz.  Setzt  man  in  einer  solchen  Gleichung  m-^-nx  für  x 
und  m^ny  fiir  y,  und  ordnet  man  dieüelbe  wieder  nach  den  Potenzeii 
ViMi  'X  uild  y,  so  bleibt  sie  vom  zweiten  Grade^ancft- ist  sie  dann  wieidei^ 
symmefrliKft  in  Ansehubg  der  neuen  Gröftetf  l^  und  y;'tnid  \ie!t  dto  Form 

A{x'^f)^'iB.icy^2C{T^y)^'D  ^a.-       •        - 

Das  vorige  allgemeine  Theorem  kaü*  auch  umgekehlt  .^eif4flM  m^ 
h#sti  dtoa  abot  fF2r^  dir  aritkoketiethe  Zueammenhmi^  fmAr  zwei 
ißfichnamifen  t\mcliQ9en  4wdk  w^  ejfmutetrischeGU^okemgdßezweiUnk 
GraAßi  ßmfifidrttekt,  m  m^  die^e  enfioedewPottutzial-^Functimßß,  dsreßi 
vß^fiOlid^rUeke  Arcue  eine  unverdnderlieke  iSumme  auemack^s  inkr  sie 
gill4  ßKitlm*tiseke  F&rmen  de»  erstem  Gradee^  wekke  am  eelehsn  jfMcJ^, 
n^mifßn^J^otensfikl^Fmwüonei^  deren  Atem  dne  tmcerdißdeeliekB  Aunmß 
mpnac/ien,  in  ffliriehetW^^  ; 

-■H.--     Nehmen  wjr  z.-B«  die  Gleiebuttg  '         i  .     .     'v 


welobe  in,  AnsahuDg  der  beide»  f;erÜodjerJiabim  Gt^hen  jß  imfi  y.  rymvm 
trisoh  und  vom  zweiten  Grade  ist,  und  differenziiriBn  ff ir  dieselbci  wodurch 
wir 9  weil  z  unverSoderlioh  Bein  «oll,  Erhalten* 

oder 

9jr JL—JJL —  h"   ■  ■■'■'^"      ^ 

so  kann  diesia  DiffereonaU  Gleiebung  leiobt  als  anc^  «eparirte  dargestellt 
werden ;  lösen  wir  nomlicli  die  vorgelebte  GleiohtiQ^  nach  x  iMa4  j  .vfty 
wodurch  wir 

oder  auch  y +^ /(!+«')  =  ^i^(l+^')  "«^  ^  +  r/(l+-')  =  s^(l  +  >-') 
erhaltei^.^nd  lubstttuiren  wir  diese  Aaadrfioke  Ja  der  rör^»  fiiffamEialu 
Gleichung,  so  verwandelt  sie  sich  in 

und  nach  Theil  L  §.  18«  ist  das  Integral  dieser  Gteichung 

»fc  ©in  (y)  +  Kic  ©tn  <x)  öts  Mttst.  '; 

Wir  fägen  Bodi  ein  Beispiel  hmzii,  iiideni  wir  die  sjmmetrisehe  Gleichuti^ 

behandeln,  welche  wegen  des  Productes  x.y  Her  beidien  T6rSndei^lS(A^ 
Grölsen  x  und  >*  als  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades  anzusehen  ist« 
Geben  wir  jener  Gleichung  zoerst  die  Forna 

^  ~    l  +  ccy  > 

so  erhalten  wir  durch  Differenziiren  auf  der  Stelle  Osdy(l— jr^)  4-  ^^(1— v^), 
oder 

■  ■       ,  ■■  ■  *ik 

und  das  Integral  dieser  Gleichung  ist  9(r€2an9(y)+^rc$äng(x)  s;?oon%tv 

Zusa^tZp  i  Diß  allgemeioste  GMobuHg  v 

jierw^Ddeit  iuobt.  weiio  Jpaem^-IM?'  and  yzam^^ny  snbsituirt  wird,  in 
eine  ahnliche  Gleichung  ••  ''>^ 

wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird 


,0  JRr  i  t  qr    'db  0  c  knii  t'^   i^4!L 

0ßßi^pnUWihe0tynmmkf  iDdem  wir  än'm  ^^0  uud,y^m»  (dder  yv=9  0 
und  9;  ^,ay  wteeoi  wadurob  4»^  — 1^^  g^fuQdao  ^wirdi*  Wkdr  dKeiffr 
Werth  lubBtitiirt,  4ie  GbudiUDg  dam  ^Mrcb  ZI  dmdirt,  so  erbidt  tiedle  Form 

D«li  Glied  mfy^  ist  das  einzige  10  di^er  Gleiobung,  welehM  wiegen  4n 
4?;n>ductes  a^^y^WQu  der  vierten  UimeiifliOQ  ist,  und  die  Gleiohiiog  ^M 
ist  also  nur  in  Hiosiobt  darauf  vom  vieeten  Grade;  fehke  dieses  Glied 
und  wäre  also  n=^0^  so  wSre  die  Gleichung  y^  +  ^Mxy-^iü^zszx'^  die 
ebaii^A^t^ristificbe  Gleiobung  der  cyklischen  oder  hyperboliscben  Sinufe,  wenn 
^  Wtsredpr  =  /^(l— ä^)  oder  m  ^  /(t +ä^)  wäre,  und  für  andere  Weftbe 
irqn  7^  lieüie.  si^i  o^n  eim  eonslonter  Factor  r  finden^  dergestalt,  da(s  rx, 
f:y  uivi  ^^  Qjklisphe  oder  byperbolisebe  Functionen  wSren» 

Zusatz.     Die  allgemeine  Gleichung  A''^B^(m^'^y)^C\xiff^  ^ 

jD.'(^'^'jry^)+E'xy'ix''\^y^)+je^.x^^  sub- 

•titoliopcn       / 

^r «  £±af    und  y  ^  ^±22:, 

l  +  ra:  "^  1  +  r/' 

oder  auch  schön  durch  die  Substitutionen  x^s=p  -f  qx  und  y'  ss  ;i  -f  ^y  in 
eine  Vhiüfiohe  Gleichung 

Ä^B(x  +  y)  +  Cxy+O(^x^  +  f)  +  Exy(^x  +  y)+Fx'y''=^0 
mbfbrmen,   und  fie  drei   Constanten  p^  q,  r  im  ersten  oder  die  beiden 
Cönstanten  p  und  q  Ini  zweiten  Falte  lassen  sich  dann  so  bestimmen,  dals 
J9  =  0  und  £7  =  0  wird,   wodurch  die  Gleichung  die  vorhin  erwShnt<a 
einfiicbere  Form  erhält« 

$.  4. 
Wird  die  gefundene  Gleichung  x'^'\^2mxy  +  y''4-  nx^y^z=.  z\  in  wel- 
cher ars=<P(r),  y^=^^{w),  z=z(p(u)  und  nsr  +  u'  ist,  differenziirt,  indem 
man  u  und  also  auch  sr  als  unveränderlich  ansieht;  so  erhSIt  man  die  Gleichiiifg 
ifL_  4.  , ^. 0.  > 

liü  10  tKefW'  Gleiobung  die  ver8nderli«ben  Gröfsen  tu  trennen,  Wst  HiaQ 
die  orspringUehe  Gfeiehnng  meh  xr  «nd  y  auf;  Merdurcb  erMiltiMMi  a|me 
alte  XwMeJiligkeit 

_    ^mx^y[i*^(m^^i+nnt)x*^mx^] 

und 


Mb*  itt '«Metra  PoniM^nmtbAltefMiii  Wurzelausdraeke  riod  alio:      '  * 

und  werden  «ie  in  der  obigen  Differenziat- Gleichung  substihiirt»  so  Ter» 
wandelt  sie  sich  in  die  separirte 

'        '     ••■  ^^     -    ••'     ■    ■+  - ,  •      ■       dy         '      ■  •  ■  j.  f.  ■■'. 

Die  biquadratische  Form  .  .  - 

kann  leicht  in  zwei  quadratische  Factoren  (reelle  oder  imaginäre)  zerfällt 
werden;  setzt  man  aber 

z"  +  (m»—  1  +  n«')a?'— ttx*  «  z\l  +px'X^  +  y^') » 
so  nt  auch 

und  die  Differenzial- Gleichung  verwandelt  sich  in 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  einem  noch  naher  zu  bestimmendeq^ 
coDfttanten  Factor  ^^ .  und  setzt  man 

^  "/o  V"[(l+px»)(l  +  3x»)]  ♦ 
~./nV^t(t  +  P**>(l  +  ««*)lV 

SO  ist  die  Differenzial  »^Gleichung  dr-f-dt^ssO  und  ihr  Integral 

die  Summe  u  der  Arganente  0  nnd  ti^  ist  also  uni^rSnderlioh«  x    j 

Aus  der  ZerfllltuDg  der  biquadratischetf  Formen  gebt  aher  hervor^  dab 

iit)  ttCNl  dimfr'OMMMmgen  dfenett  cor  Bf rechoung  von  f»  und  f  >  wenn  m 
«■4  » "gi-S^^Mi  «ln<f  {  BMul  findet  aber  «n»  IbiMn  rBokwHrfs  ^        ' 

u«l^nierat4b  siW>  df^beiMraCttilsttitttistt  «  ttsd  n  d«reh  ii#«i  nMW  /»  uaili 


^  ß^rftf^m    Ji  b  $  Q  h  ^  i  tu  r  §^^ 

f,..mwf^r  weklM  einer  iK^liebige«^  Besdiamuiig  fiihi|(  «find;  m  dirfiiMif 
keine  der8ell>eQ  f=;0  ge^eUt  w^rdeOf  weil  MOstimO  W&M^  ipp^faiM 
abo  auf  die  ejrUMheo  oder  b^rperboKfebea  Sinus  surS^konunen  wurde} 
ferner  dürfen  audi  p  und  g  sich  nicht  gleich  seiui  weil  die  DifferenÜiU 
Gleichung  dann  die  ebfedie  Gestalt 


d:3C 


+ 


4^^o 


1  +  px^    ^    i^py^ 

bekommen  wurde,  deren  Integral  entweder  arc  taug  {x  //f )  .4-  aro  tang  {y  //) 
SS  const.t'  oder  Ärc$ang(apv^ — /^)  +  Strc Sang  (y /"—;>)  «s  const.  sein  würde^ 
je  nachdem  p  positiv  oder  negativ  wäre. 

Durch  die  gefundenen  Wertlie  ¥on  m  und  n  verwandelt  «idi  die 
charakteristische  Gleichung  in 

3.      x'+2xy^[a+P^')(t+qz^)]+y^z=:z\l+pqxY), 
und  ihre  Auflosuugen  nach  x  und  y  sind  nun 

Der  Factor  y^  welcher  in  den  Integralen  (1.)  vorkommt,  kommt 
in  den  Gleichungen  (3.)  ubd  (4.)  nicht  vor;  die  Ursache  hiervon  ist,  da|s 
&  der  Gleichung  V'^wzsin  die  Verhältnisse  ihrer  drei  Glieder  cu  einan^ 
der  nicht  geändert  werden,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  einem  oon» 
stanten  Factor  multiplicirt,  oder  sie  dadurch  dividirt. 

Könnte  man  die  angezeigten  Integrationen  vollfBhren,  so  wurde  9 
als  eine  Function  von  Xp  w  als  dne  Function  von  y  und  u  als  eine  Funo« 
tion  von  z  dargestellt  werden;  durch  Umkebrung  dieser  Gleichungen  würde 
man  dann  zu  den  gesuohten  AusdrScken 

ajÄi.^(i;),       yr5s^(fC7)       und       ««aii^(ll) 
gelangen:   diese  Functionen  werden  aber  wie  die  cyklischen  und  bjper« 
bolischen  Sinns  (nod  Tangenten)  so  beschaffen  sein  ^  daCs  ist 
^{Oy^O-     und      ip<— #?)«—?)  (+1?). 

$.   5. 

Durch  die  Formeln  (4.)  im  f.  4»  ist  der  Z«isamnMinhan|  zwiseh^ 

den  drei  gleichnamigen  Functk>nen  «t  >j  z  dergestalt  ausgedriackt,  dajEs^ 

man  x  aus  y  nnd  z^  wie  auch  y  aus  x  und  z  berechnen  kann,  da  die 

linMe«  Cwwtantpn  p  mA  q  als  gjpgfdKMi  (HMraobtec  wwdjsn^  /Jbi  entttaht 


ouD  ö%  Frage,  wte  umg^ehrt  die  FudcHob  c  aut  ;v  und  y  beteehoet 
werden  könoe»  Sehafft^mao  in  den  Gleiohoogen  (4»)  die  Nenner  weg, 
und  muItiplieirC  man  dann  die  erste  Gleichung  mit  ar^  die  zweite  aber  mit 
y,  so  erhält  mao,  wenn  die  eine  Gleichung  ?0Q  der  anderen  subtrahirt 
wird,  die  Formel 

ia  welch»  wir  aber  den  Nenner  noch  rational  machen  wollen,  indem  wir  die 
beiden  Glieder  des  Bruches  mit  y  v^[(l-f^^'Xl+y^')]+^/[(l+/>r'Xl+«^r'^ 
multipliciren ;  der  neue  Nenner  wird  dan9  y^  ( 1  +  /^  ^)  ( ^  +  7^^)  *^ 
a?'(14-/'y^)(l+yy')i  oder  nach  einer  leichten  Reduction  (y^ — ^^X^'^9^\^)i 
daher  baben  wir 

Aus  den  Fonpelo  (4.)  und  (5*)  leiten  wir  noch  andere  her.     Man  findet 

(1— P^2*y*)*  • 

und  dieser  Bruch  ist  ein  rollkommenes  Quadrat ;  zieht  man  die  Wurzel 
aus,  so  erhält  man 

Am  Attsndien  der  Quadratwurzel  briogt  zwar  doe  Zweideutigkeit  ak 
«iob»  aber  diese  kann  leiobt  gehoben  werden ;  da  nämlioh  für  y  sa  0  mub 
drsBBs  werden,  so  erhellet  die  Riehtigkeit  der  angegebenen  Formel.  Eben 
•o  findet  man  oodi 

7.      »^(l+?a^  =  ^t(^+***^^*^^y'>^J-'^J^,^Vt<^+'"'>^^+P>^*>' 


10.      /•(!+;»*')  P=  ^K'+P^)('+py')H-P*y>^[(*+g*')(Hgr*)l 


Ans  den  vorstdienden  Formdn  leiten  wir  noch  einige  andere  iier^  nfiasKcli 
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17.      •'(l^.;r*')-.;.*y*r(l+f^  =  »^r(t+;»:r')  (!+;»/)]. 
Bfaltipfieirt  man  dieGleiohung  (12.)  mit  /"(t-^-px^  and  (13.)  mit  /'(l+^^y 
g»  erbSII  BMI  dardi  da»  Subtrahire»  der  eitoen  Gletebnng  von  der  ande» 
reu  noch 

imd  6beii  80 

1». /•[(i+<«')(i+f*^(i+/'r^I--»^t(t+f*')(i+/'*')(i+^]«(f--p>**, 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man  auch  nodi  die  folgende  merkwürdige  Relation 

21.  ;»»^t(t+y^i+^(i+y^l-fr[(i+;'*')(i+;'rO(i-f7'*')l=;'-y. 

Die  Menge  dieser  Gleiehungen  liefise  sieb  leicbt  noch  aosebolieh  Termeb- 
ren;  wir  werden  aber  weiter  unten  die  noeh  feblenden  Relationen  Buf 
eine  be<|tteoo»re  Weise  berleiten« 

i.     6a 

Cjklisebe  Hodnlar-Fiinftioiieo  ibertiimpf. 

Der  dureb  die  Formelo  (3.)  bis  (21.)  ausgedruckte  Zusammenhang 
unter  den  drei  Functionen  x,  »  z  der  Argun^nte  v,  w,  ti,  welebe  durch 
die  Bedingung  v^w^s^m  mit  einander  yerbunden  sind^  ist  von  siemlieh 
einiicber  Bescbaffenbett;  weit  yerwiclielter  ist  aber  der  Zusammenbang 
zwiseben  einer  solcben  Function  und  ibrem  Argumente  ^  nnd  also  die 
Natur  der  Function  selbst^  welebe  durcb  die  Integral  «Formel 

ausgedruckt  wird«  Dieser  Zusammenbang  zwiseben  z  und  u  bSngt  we* 
seirtlicb  von  den  beiden  unbestimmten  Constaoten  p  und  ^  ab^  welebe 
nur  der  Einsebränkung  unterworfen  wurden,  dali  sie  ungleicb  sein  sollen 
und  kerne  derselben  :sO  sei#  DieGröfsen  p  und  q  kSqnen  fibrigens  raell 
und  imaglnBr  seb  und  im  letzten  Falle  nt  p'ss^o^ — ßi,  wenn  q^s^d^ßi 
ist  (und  unter  f  verstanden  wird  ^^^iy^  weil  das  Product  (l+/^^^)(l+4^^) 
MHMM  fteH  aein  aoH« 


NduMli  wfr  «rorlifiifig  an,  dafii  p  «ad  f  lieide  MeK  sflfai  mAm^  m 
IhSbwb  Doohy  insofera  diese  Zahlen  positUr  oder  «uoh  negativ  sein  könne^^ 
Tier  verschiedeae  EaHe  uoterscfaiedea  werden;  wir  unterscheiden  aber,  um 
der  allzugrolBeii  Tielförmigfceit  zu  begegnen,  demungeaditet  Torlffu^  nur 
awei  l^e,  nfimlioh  die  beiden,  in  welchen  p  und  f  entweder  |>e!de  n^ 
gativ  oder  beide  positiv  sind,  weil  wir  die  beiden  noch  übrigen  Fälle  Birf 
die  vorhin  genannten  sputer  zurBckzufahren  gewonnen  sind« 

Nehmen  wir  zuerst  an,  dab  p  upd  ^  beide  negntw  und  p^q  w4^ 
so  halben  wir  <^  Formel 

wenn  wir  ^^r-p  und  — y  fSr  |^  «nd  i^  ^letzen^  Fjihren  wir  eäne  neue  vefw 
fiaderiiche  Griilse  /  ein,  welche  duisch  die  Gleichung  /^=^/';'  bestimmt 
wt,  ip  ist  für  ? «B Q  «tuch  f  si 0;  lerpcr  ißt  ßxssy^,  vmi  alao 


Diese  Formel  wird  am  einfschsten,  wetms  =  /'p  genommen  wird;  au«» 
berdem  ist  der  Bruch  -^  positiv  und  <C^1;  aetzeip  wir  daher  -^s4p\ 
fio  huben  wir  die  Formel 

in  wdcher  nur  nocb  eine  einzige  konstante  ,k  vorkommt,  welche  zwischen 
den  Grenzen  0  und  +1  enthalten  ist  und  welche  wir  den  Modul  nen* 
nen^  Dieselbe  Formel  finden  wir,  wenn  wir  in  der  urspriinglichen  setzen 
^  qp  1,    z  fsst^    p  s=s  r^t    und  .^  5=  ^-jk\      WSre  h  =5=  0,   so  wäre 

/*         dt 

tr  äs  /  r>.y- — -^  SC  ^rc  sin  (/),  und  |dso  /  sc  sinii;  wäre  aber  i:  =  1^  so  wfire 

^^/"r^  ^  ^V^itti^CO;  wd  eko  /seSanaif  oder  auch' /ac sin/« 

mu)h  Theil  L  §.  37,;  hieraus  schlielst  man,  d^j  wjenn  der  Modul  k  zni^ 
^r^^n  den  Grenzen  0  imdf  1  /enthalten  ist,  die  Function  jt  zuischen  den 
Grenzen  dnxi  und  mjiU  ui^  alsß  0erhaupt  smiseken  zwei  cykUechen 
JSSnus  entlimlten  m. 

Aus  diesem  Grunde  nennen  wir,  wenn  der  Zusammenhang  zwischen 

i  und  u  4ttreb  dieGlejchong  u ^  f  ^.^j-_.^__^  ausgedrSckt  iit, 
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t  den  ^UUehm  Modutar^Skim  des  Ar^umeiifet  u  jBk  den  BIbdul  k^ 

/(l— ^)   den  cykUschen  Modular^  Cosinus  und  yi  /^       die  ^kliscAe 

Modulat^  Tangente  des  Argumentes  n  für  den  Modul  k.  Zu  diesen  drei 
cyklisdien  Nodular -Funetionen  kommt  noch  eine  yierte^  nümlioh  ^(i  -^h?f)p 
welche  wir  die  cykliscke  Differenfe  des  Argumentes  u  für  den  Modul  k 
nennen  I  weil  sich  in  ihrem  Vorhandensein  die  i^klischen  Modubr- Func- 
tionen von  den  gewohnlichen  cjrklisohen  Functionen  am  auffallendsten  un» 
terscheiden»    Die  Bezeichnung  stellen  wir  also  fest: 

Die  vier  cjrkliscfien  Modular- Functionen  snti^  cn  ti^  tnie^  dntt 
sind  nicht  blols  Functionen  des  Argumentes  u,  sondern  auch  Functioneii 
des  Moduls  k^  welcher  zwischen  den  Grenzen  Null  und  Eins  enthalten  is^ 
und  daher  als  der  C7klisohe  Sinus  eines  Arcus  9  gedacht  werden  kann; 
setzen  wir  aber 

k  s sin 9^      A;'  s  cos 9>      ~  =^  tang9> 

so  ist  F  +  A''  =1^  und  der  Winkel  9  heilst  der  Winkel  oder  der  Arcus 
des  Moduls«  Da  auch  k'  zwischen  den  Grenzen  Null  und  Eins  enthalten 
ist,  so  kann  auch  k'  als  ein  Modul  cykliscber  Modular- Functionen  rorge» 
stellt  werden;  vertauschen  wir  aber  A:  mit  k'^  so  vertauschen  wir  snt^  mit 
sn^ii^  cnii  mit  cn^ti^  tntt  mit  tn'ti  und  dntt  mit  dn^ti.  Die  durch  die 
Gleichung  k^  ^  A:^*  =  1  mit  einander  verbundenen  Modul  nennen  wir  den 
doen  den  conjugirten  des  andern;  ist  9  der  Arcus  des  Moduls  A:^  so  ist 
^  —  9  der  Arcus  des  conjugirten  Moduls  k\ 

i.  7. 

Der  Zusaounenhang  zwisch^i  den  vier  auf  dasselbe  Argument  u 
und  auf  denselben  Modul  k  bezogenen  Functionen  nnu,  cniij  tntf^  dntc 
wird  ausgedrückt  durch  die  Formeln 

sn^ii+on^ii  =  l,  tnii=^, 


CftU 


onii  =  v^(l— sn'ti),  1  +ta^ti  =  ~, 


r-/«  2^\  14-ta*ll  t 


Dem  $•  4.  gemafii  ist 

8Il(— tl)  SS  — Vau, 
also 

on(— ti)  =  onfi^        to(— ii)  =  — fnti,        dn(— ti)  =  dnti. 

Wird  das  Argument  u  s=  Q^esetzt,  so  ist 

snOssO^  cnO  =3  1,  tnO  =  0,  dnO  =  1. 
Nach  §m  6«  ist  mu  zwisoheo  den  Grenzen  sinu  und  sin/ti  entfadten,  und 
da  lu^u,  also  auch  sin/iK^sinti  ist,  so  ist  immer 
srnii2>8nti>'sin/ti^  also  cosir<;cnti<;cos/ti^  tangti>>tnie>>tang/ff« 
Wird  also  das  Argument  u  nicht  verändert,  der  Modul  k  dagegen  vergro« 
Isert,  so  verkleinert  sich  sn  u  und  tn  u,  aber  cn  u  vergrulsert  sich  >  wib 
auch  dnfi. 

§.  8. 
Ente  Dlffierenaale  der  cjklisdieD  Modalar-FmictioDeo. 

Wenn  wir  m  der  Formel  atfesy*  ^_^,.^.^_^^      für  «den  Werth 

sn tt  an  die  Stelle  setzen,  so  haben  wir    du  es     ^"''  >  oder  auch 

1«       dsnti  s=:  onifdnti.dfi. 

Diflerenziiren  wir  die  Gleichung  sn^ti  +  cn^tis:  1^  so  entsteht  sau  dsnu 
+  cnti  dcnii=0^  und  wird  for  dsnii  det  vorher  gefundene  Werth  sutn 
stituirt,  so  entsteht  sofort  die  Formel 

2.      dontt  S3  <— snu  dnu.dtf. 

Ua  tnti  =-- —  ist,  so  ist  5tnii=s  — ^ -^ •  oder  auch 

3.    dtotf « -^.a«. 

Aus  da^usss  t--k^na'u  folgt  dnii.ddn«  «s  -p-ft'snti.dsn«  und  «bo 

4.      Bdau  SS  —  Ar'intfonti.du 
Bei  einer  vorzunehmenden  Umkefirung  der  Relation  zwisdien  einer 
cfklischen  Modular- Function  und  ihrcttn  Argumente  dient  dfo  folgende 


14  8f^f$*P4^fß$kiffr'§i^. 

Ist  t  :aat  %nt§,  ta  ist  uBigdkiArt  ü  SS  arg  Sil  (t), 
Ist  /  SS  cnu,  so  ist  umgekehrt  u  =s  argen(/)^ 
Ut  t  ^  tnu,  80  ist  umgekehrt  u  ;^  argtn(/)^ 
Ist    <  S7S  doli,      so  ist  umgekehrt      tf  as  argdo(/). 

Wenden  wir  diese  Bezeichnung  an,  und  kehrep  wir  die  vorhio  erhalteneD 

Differenzial- Formeln  um^  so  h^ben  wir; 

5.      arg sn(/)  «y^  v^(f-.i?).'r(i-^fc«7»y  *=/,  V^l-(l+**) <*+**<♦] ' 
!•      arg  tn(0  «/^  \r^(i+ii),y^(i+jfc'P|>)  =/,  \r[i+(i+jk'?)|t+i.?|*]  • 

Dte  AvpliMe  d(Br  cjkiitchepi  MoAdar-FniMstioim. 
Obgleich  die  cykliscben  Modular- Functionen  verschiedeo  soid  roa 
den  cyklischen  Potenzial- Functionen,  so  können  me  dennoch  leicht  auf 
diese  zurackgeHihrt  werden  in  Anwendung  einer  Fermittelnden  Futfotion; 
da  nSmlich  snti  zwisohen  den  Grenzen  sinn  und  sin/ti  enthalten  ist,  so 
können  wir  sn  n  os  sin^  setzen,  woraus  folgt  cn  ti  =^  cos^P  und  tnti  =s 
tang^«  Don  durch  diese  einfachen  Gleichungen  bestimmten  Arcus  ^  nep« 
nen  wir  die  Amplitude  des  AryumerUes  u  für  ^^n  ßlodul  k,  oder  in  J!^eicheo 

^samv    und  umgekehrt    m  sarg  am  (^% 
Hiemadi  ist  also 

j  an  ti  SS  sio  amii^  In  «  <bs  taog  amii> 

I  cn  II  =  cos  amii,  du  tr  ss  /'(l— Ar^  sin^  amt^^ 

Weil  bekanntlich   (p  ä  llogj/(j±f^)  ist,   so  Ist  also  auch 

Da  nach  Theil  I.  J.  38.  ist  «^^«rc^timaCsinf))  =  iogj/(j±J|J|) 
.auch . 

s  log  taug  (-^  <i-|  am  ti) . 


'*"e«ii 


Die  ForiMl  taog|9  «s  |/(|=^)  nrmnäOt  OAin 

®*  r\i-|-coii/  6011  l-f-cau 

/^  St 

Die  Formel  «^=y  v'(i^<i) y/t— t«m  ▼«wandelt  aioh^  wenn  /ssttii(p 

gesetzt  wird»  also  d/ssoo6^«d^^  in 

Setst  man  nun 

*  =  rFI^    also  «'=(iqp35i    und    2-*^  =  -^^;^^^ t 
so  ist   ^(l^^sin^^)  =  V-fl+2^^coB^2y+A«)^  ^^^  ^^^  ^^^ 

A     //fix— r      (i+A),ay      _r        (i+^)>ay 

6.      arg  am((p)  =y^  v-d+aAcos^y+A^)  -T/o  n(i+Ae^^)(l+Ae-./)]- 
Die  in  dieser  Formel  Torkommende  Constante  ^  hfingt  den  Formeln 

*-iq:i»    *^«»iq::x^   ^"i+F»    ^(*— ^^'^'i+F 

gemSls  von  dem  Modul  *  ab.    Es  ist  auch  A  =  (^^l±^r^!^^)\ 

Differenz&rt    man    die   Gleichung    sinamn  =  snti^     so   entsteht 
eosamii.damtis  cntf  dnttdtf^  und  da  cosamiis=scnii  ist|  so  hat  man: 

7.      dam«  SS  dn««di^  *  ' 

Da  sin  am  11  zwisehen  den  Grenzen  sinn  und  mn  tu  enthalten  ist»  so  ist 
audh  am u  zwisohen  den  Grenzen  u  und  lu  enthalten»  und  da  nach  Tbeili. 
f.48.  ist /i«<ii»  so  ist  also 

8.      tt>  am  ti>/ir. 
LSist  man  also  das  Argument  u  ungetndert  und  rergrSIsert  man  den  fifo- 
dnl  kf  so  nähert  sich  am  u  der  Grenze  lu  und  wird  also  klemer,i 

Setzt  man  in  der  Formel  (5.)  zuerst  A?sO|  so  bat  man  ar^am^Q) 

s /"  d(p:ss<P;  setzt  man  aber  Aaail^  so  hat  nian  aif  am<(P)  «^y -^^ 

sS^y  oaehTheil  L  f.  40.)  wenn  also  k  zwischen  den  Grenzen  0  und  1 
enthalten  ist»   so  ist  arg  am  (^)  zwbdien  den  Grenzen  P  und  9^  entüfef- 


teo,  und  weil  S  0>^  Mo^  Jbeil  ][.  >  46.  bi,  so  ist  »lio 

9.      (E)<arg«m((P)<?tp. 
IMst  man  also  £e  Amplltade  nogeSocfert  nnd  veri^Cnrt  maa  den  Modul 
if,  so  nähert  sich  arg  am(^)  der  Grenze  !^^,  und  wird  also  eben£ftUs  grölser. 

§.  10. 
Die  beideo  conjugirteo  Modalar-QtadranleQ. 
Der  Modular-Siotts  sn  u  wficbst*  mi^  defti  Argumente  u  zugleioh 
von  Null  an^  aber  nur  bis  zu  einer  gewissen  Grenze;  er  ist  dann  =  1^ 
und  wird  das  Argument  ti  noch  Tergrofsert,  so  verkleinert  sich  sein  Mo« 
djular- Sinus  wieder.  Der  kleinste  Werth  des  Argumentes  fi,  dessen  Mo- 
dular- Sinus  =1  ist,  heifse  der  dem  Modul  k  zugehörige  Modular^Qua^ 
drant,  und  werde  durch  K  bezeichnet«    Es  ist  also 

an£=l^     onJ£:=0,    tnÄ:«^,     dnÄ:=  ^(1— ä^)  =  ä'    und 

amjK  =  y,      oder      arg  am  (y)  s«  Jl, 
Hiernach  ist  also 

DerModuIar-Qnadrant  ist  dso  eine  Function  des  Moduls,  und  hängt  von  keiner 
SEweiten  Groise  %h.  Da  nach  $.  9«  ist  ^<argam((P)<i?^,  so  ist  also 
auch^  wenn  (p  ^s  y-  gesetzt  wird. 

Es  ist  bekanntlich  S^  unendlich,  der  Modular- Quadrant  K  w&chst  also 
ohne  En^e  mit  seinem  Modul  k,  und  ist  unendlidi  grob,  wenn  der  Mo« 
4xk  ka^t  ist;  der  klemste  Werth  des  Modular« Quadranten  ist  aiehtNulI^ 
sondern  -^,  oder  der  cjklische  Quadrant;  hiernach  ist  riso  immet  ^^ 
ein  achter  Bruch,  welcher  beim  Wachsen  des  Moduls  k  von  Eins  an  ohne 
Ende  abnimmt  und  s^  0  ist^  wenn  A  ss  1  wird« 

Zum  oonjugirten  Modul  k'  gehört  auch  ein  Nodular  «Quadrant  Kf, 
weldier  eben  so  von  k*  abhSogt,  wie  K  vom  Modul  k,  und  die  beiden 
Quadranten  K  und  K  nennen  wir  amjuyirte  Quadranten.  Der  Quadrant 
^^  ist  grölser  als  K^  wenn  der  Modul  kf  grölser  als  k  ist.  Es  ist  iiber^ 
hKupt,  wenn  wir  wieder  p- SS  tangfl  setzen. 


4V« 

t  »r» 

V#««»V<*«J*<  ft,;>  i 

§tfi 

f^ 

—  =s  0,      ödof ' 

'/e  =  o. 

^<1 

fdr 

p-  <  1,      oder 

e  <  45», 

#=» 

für 

p-  =  1,      oder 

ö  =  45^ 

#>' 

für 

jr  >  1,      oder 

ö  >  45^ 

fSr 

j^  =  i,      oder 

9  =  9(y;. 

1» 


J:  n;]^ 


*o 


Setzen  wir  ^  —  ^  «öd  2K'==^V>  *^  "*  Y  =  >]^  =  V^V  dieÖrWseii  i| 
und  1]^  nennen  wir  die  beiden  einfachen  Quadranten  ^Verhällnk^ä,  und 
da  ^s=-^  ist»  80  nennen  wir  -^  das  dem  Modul  k  zugehörige  znsam-^ 
mengesetzte  Quadranten 'Verhältnifs» 

^  11.  ^ 

Ausdrucke  für  die  cjkliscbeo  Modular-Functionea  eioes  Binoms« 
Nach  $•  6.  hat  man  in  den  Formeln  des  $•  4.  and  f.  5.  nur  p  =  <*- 1 
und  y  = — Ar'  zu  setzen,  wenn  a^^  y,  z  Nodular -Sinus  dreier  Argumente 
a,  b,  a-f-&  Torstellen  sollen,  woTon  die  beiden  ersten  so  groDi  sind|  ab 
das  dritte  allein.    Hiemaoh  erhalten  wnr  also  die  Formeln 

lsn(a  +  Ä)    =5    1 TT-^ r-r , 

)       ,  »^  8na€n&do6  —  sfl&coadoa 

^sn(a-*)  «  ______ , 

wovob  die  zweite  auoh  sogleich  aus  der  ersten  hergeleitet  werden  kann, 
indem  man  nur  — -ft  fgr  d  setzt«    Für  die  Nodular -Cosinus  erhiflt  maHt 
eben  so 

Mao  kann  jene^tiad^dieBa  Forqiehi  auch  also  darstell(^n 

vä{a±9)  ÄÄ  .. — -Y  N.^    ^  —  ^^  ■   "%■      ■ 

^     —     '  1 — Ä*  80*  0  80*6  ' 

und  erbSH  hieraus  durch  Division:  vn* 


Ja    /^       A\  fnadn&  —  In 6  da a 

Far  die  Differenteo  bat  mau  die  Formela 

!.    /      ,    >\  dnadii& — A:' «nasn^  cnnciifr 

Auf  ähnliche  Art  oder  auch  durch  Zusamfnensetzung  au»  den  vorstehen- 
deB,erhint  man 

/      I    t\  Boaco&4"S"^o«do(a  +  ft)  8nacn&dn(a+^)  +  *"^  •^■<« 

"(«+*)  *= diTft = ^"d^ ^» 

.         ,\           8nacQ&--^8o5coado(a — &)          8aacofrda(a — b)— saftcoa^ 
8n(o~ft)  a»   ^^ j^^ f  t=^  --^ ; 

.         ,.           80  <i  do  6 -|- BD  &doa  CO  (<!-}-'&)          soadnfr  cn(a-|-&)4-8iifrdoa 
sn(a-|-6)  = -^ = —^ , 

,         >v  8nadua  —  80&dna'€n(a  —  6)  8aadii&cn(a — fr)  —  so&dna 

(«-*)  = ^rr = 1~ i 

icii(tf  +  &)  SS  enacofr — 8na8nödii(a4-i)> 
dn(il  +  ^)  ^=^  dnadui  —  it^sntf  8n6on(a*f-^)y 


0. 


10. 


5. 


6. 


fsn 


*     Vdn(a^i)  s:  dnadQÖ  +  A^^i^^&uicn(a  — 6); 

,   ,    ,      ,    »v  daa-— Af^cua  8Q&8Q(a4-2>)  do&-*Ä:^  cnfr  sna  Ao(a4-&) 

Jdn(«+*)  =  -^ 3U  =: . __ LJU, 

\  ^    ,  ,x  d80  +  ik*riiaBiifc8a(a  — ^)  dn&  —  A:*cn&8oa  so  (a  — &) 

|dD(a-Ä)  «  —3: -^^ = -^^ -^ 

,on(a+J) ^^ —^ , 


cn  a -^ dfi i»8n^8«(a  +  fe)     ^_^    4|ii6^^-do huim  sn (drr|-ft) 

/          ,v              cna4-dno8n^8o(a— 6)              cn6 — dofr8Ba8ii(a  —  6) 
cn(«  — *)  Ä     -^^- j ^^ ^    = ^ — ^^^ 


cu6  coa 

Zu  diesen  Formeln  fugen  wir  noch 

j  cnacn(dB(a4*^)^dna.daöcn(a-f  6)  =  h'^vaa%vkh^ 
( clnadnÄcn(a— Ä) — ^ntf  cn&dn(a— 6)  =  J^'^snasn^. 
lduadn*dn(il  +  *)— Ä^cntrfen**n<Ä+fc)  ie5i*'%    *  '         -    ' 
*'*•       idnÄcUi*4o(Ä--Ä)-^A'i5ttacnft4Ja(«  — *>=  A*. 

Die  Formelu  (l.).bis  (4.)  icünaen  und  miissen  auch  noch  in  ande» 
ren  Formen  darge»letic  werAten^  welche  weiter  iM^dn  werden  hergeleitet 
werden«  .•:-.-f/i^l   U.»T\'i)  fi»:-r..'^   ;.*•-.*.*  ••,   j 


Aiigdnck  für  Ae  cykliflcb«  Ampliinde  «ifi<^  Btnonki. 
&ettt  man  in  den  Formeln  (3«)  tnüdn^  =^.  tanga,  uQd,  ,||i/&  dnn 
r:?tangß,  «o  erhält  man  tnXa+^)  F«  /^"teay't^Zg^  >  *^**  lil(#-^Ä)* 
SÄ  tang(c<+ß),  und  da  «n(a+ J)«  tangann(ii>4-»)  ist,  Ko  ni^Älso 
fang  am  (ü + d)  s=  lang  (a + ß)  oder  einfacher  am  (ü  -f  i(>  m  a  +  ß.  Eben  so 
findet  man  am(a  —  b)  =:  a—ßy  und  da  i:^  =  arctang(tniidlii),  ferner 
ßs=arotang(tn^dnii)  ist,  so  hat  man  die  Pormelo 

-  4am(a4-^)  ^=^  firotai^(toüdfiA)+ wotang(tn^dnii)  und 

iam(a — &)  es  arotang(tniidn^)«*-arotaBg(tnftdB>ii)        ' 

Da  — ■  ^  ^T^ — ^ ^  =s  a  und  — ^      ■    ^ ^  —  p  ist,  «o  bat  man 

noch 

tnüdn^  s=  tang[        ^  '^     \. ^J   und 

tn d dnisi  x=  tang  | — ^  ~/    — ^ -J • 

Setzt  man  i=^a^  sp.erhSlt  man  noch  die  apecielle  Formel 

tnüdnü  s:?:  tangi|^am2ii* 

Aus  der  Formel  tangÄ  =  tniidnÄ=S^*i*  folgt  sina«^,     ^ajiJnt 


14. 


und  4x>8ixs=r7>r— ; — i — r— ttiaI  ^ä  aber   cn'ii=l — sn^a  und  dn^6ss 

1  —  Ar^sn^^   ist,    so   reduoirt  aioh   der  Ausdruck    en^a+Bn^a  dn^b   auf 
1 — Ar^sn^üsn^^  und  es  ist  also 

•  an«  dah  ena 

Ganz  «bnn  so,  odcx  durcb ^l^fse  TertaiMchuog  Jer  BuduUsbe^./r  uud  i 
«rhSIt  man 

«nß  =c  _,^j____-_,         «osß  «  v*( I -*».«»« 8..* *r 
Die  «weite  de»  Fortbin  (13^)  gieM,  trenn  b^a  j>««etal  Wird, 

.  amO  st  0,  ' 

Ferner  erhUlt  man  am(a— *)  =  — ain(i — «),  oder,  wenn  man  ä  — 6=»« 

««et,-  ■  '■■■■■•■  ••■' 

3* 


2Q  Brsterjihickniti^     §•  tö. 

Die  c^küscbeo  Modular-Fmictioaeii  Mnd  die  AoipUtade  des  C#mpIemeots. 
Zweite  Art  voo  Formeln  für  die  Fencticueo  eines  Binoms, 

'*  Setiet  knao  in  den  Formeln  für  8n(a— ft),  cn(a — ä),  tn(a — b)  und 
^(«4i^{i)  des  S*  11.  das  Argument  a^s^K  und^:±£ii^  so  erhSIt  imn^ 
weil  n|iD  wA=c|9  cnassO  und  dna c=  Jfc^ isl^  auf  d« Stelle  die  Auadricke 

welche  so  häufig,  zur  Anwendung  kommen,  daiii  sie  sieh  hxt  von  felbst 
dem  Gedäohtnisse  einprbgen  werden«  Die  Formel  für  am  (a-^  6)  im  $«12» 
giebt^d^  ar€tang(tnadni)  nun  -^  fat^  '  i 

iam(£— fi)  =  Y  —  arcfang(A:^tnti)9    oder 
am(Jf — ti)  =  -^  — ^^arc sin  (-j~p)    oder 
i      /ip"      -->  ^  /e^'u\ 

ain(lC-«)  =  y-.arooo8(^. 

Das  Argument  JT^-^tr  nennen  wir  d^s  Cömplement  des  Arcus  ii^  und  we« 
gen  des  häufigen  Gebrauches  der  Functionen  des  Complementes  fahren 
wir  die  folgende  abkSrzende  Bezeichnung  ein:  i      . 

amcfi  =  am(JiC — ii), 

sncti  =   sin  amcfi  s=3  sn(£-^tt), 

cnofi  C3Z  oosemofc  a:s  en(JEC-^tr), 

tncti  sstangamcfi  =  ta{K^^n)y 

dnctt  =  dn(-K — u).  .       .\ 

Da  nun  auch  u  das  Cömplement  von  K^-^u  ist ,  so  ist 

föl^Kdi    6no( — n)  ss  sncti^ 


17« 


>         ,   CDU 

dnu  ' 

««— -^5^ 

■"•— IS^^ 

Xr'soctt 

t"^^       JLu^ 

^"-^*'ttc.» 

Icf 
dnctis-3 — , 
dnu  ' 

foIgHcft     cno  ( —  ti)  =  —  pno  ii, 

folglich    dnc  ( —  u)  s=  dnc  u, 
woraus  wir  noch  zusammensetzen  tue«  dnc«  =5 ; — - —  •    Wir  machen  Fun. 

in  ri  an  tt  n-    - 

den  vorstehenden  Formeln  srimn  ^zt^^kibratiohi-  Setst  man  in  der  Formel 


«!(«—'«)« i^ib«M«aBa«» ßr  «  an  «e  SteUe  K^o^  $o  ver- 
wandelt sieb  a^b  in  £*— (a+i),    und  es  ist  also  zunSiobst  Mn(ii(ä'^'b) 

s= i— t*eiic*a8n*» *    *^  Zolller  dieses  Brucbns  ist  einerlei  mit 

a.acoftd.6_^*.n6>na^  und  der  Nenner  ist  einerlei  mit  ^'>*—]'^'''^*^* 

=  ^jj5^^ ^ — ,  forghch  nt  f      ^  ,^ 

18.         }»°^(^+^>°'    d,«ati,«»^A't-««.«>«,*&»  '^ 

Für  die  Gosuias  hat  man  die  Formel  «oo(a+*)  =  '«cac»t-HM.c«dm.«M&daft 
der  Zahler   dieses  Braches  redudrt  sich    anf  «^(-«^«ca^+c-^y >«»■&) 

dü*a  ' 

folglich  ist  k    ,      .  ;>| 

.1-^    /^  I   r\  2^     snadfiaciift+so&do&QDa  , 

CIICfa  +  *)  2=5  ür.y-r — .  >  ,.  I     '  -,^ — r — r-TT     und 

^  «^  •/     gn g du Q  cn b  —  Bnb  dübcnm 

COöifl^O)  —  «'•di.ado»6+fc»ie»8o«a8ii»6- 

▲us  dkMen  nnd  den  Vorigen  Formeln  erhalt  man  durch  Dhriaon 

tnC(a+d)  =s  r77 1 TT Tj-TT Nf 

*«    /  j;\  _    cnadiiarn&do&+Ä:'*8oa8n6 

^    "^    ^  X:'(8aadaa€o6  —  8o6do6coa)* 

PSt^iflie  Üifferenten  haben  wir  zunSohst 

,      .      ,    «x  dncado^+^^socacnca  8n&  cn& 

dno(a+J)=: j.__^__^_, 

und  da  sieb  der  Zähler  redudrt  auf  ^'(^--^^+^^1?''*-^^^^)    ' -„. 
halt  man 

!•      /      I    y N  k^(düadnb4»Jc^mimeamntibeab). 

dnc(a+  Ä)  a^    j.«ad.'fc-(->«t;i;>^««.«»  -^ .  -f  ;  ;  " 

•      ^    WK  y(dnfldn6--iAr>8iiqcdtf  8dZ^cq&) 

^^  o;  c=s       do*ado*fe  +  A:»ik''»8Q>a'5^*r  * 

Da  antiss  T —  ist«  so  erhalten  wir  noch,  indem  wir  a  +  6  fiir  u  setzen 


'V         X>—     —a ^^  ^^ *****" ^^•^^^  •    <i-g»nrfr^gtr|»tticif      •» 

D«  on(Ä+J)  =  ^^jj^gi^  i«t,  «o  erhalten  ^nr 


23. 


1+  77^  enacabenca  cneb 


I       /         iL\        tfBlaiuaeübitkb-^k^^MBa^nb  cna  ctib+encäcucb 

1—  TT?  CO  a  cn  6  cwa  cnc^ 


Weiter  ist  (ur  die  TaDgenteo 

/*    /^    J-  JtS  «— -     »P fl  ^" g  ^^'^ ^ "f* s» ^  dn bcaa  inodn cr-^- lo hdnb 

'   oA      )     >^    T"    ^         coadoa  cn5  dfl&<-^ib'^80-a  «tifr        dn o  dn6 -^Ir^ to a  in5*  ' 

{      ^         ^  ~  CO  g  da  g  Co  fr  do  &-f-  k'^  bb  g  811  b  *^  doa  diiZ»-4-/''Mng  tii^'      ' 

Die  Formeln  (21.)  können  endlioh  auch  also  dargpstellt  werden: 

^      •      ^  doTdoT-j-Ar^sogsofrcog  i*ii6  '  j 

^  /  **•   dogdnfr  —  ^'^sngso^  eng  co^* 

Dafs  die  Formeln  (22.)--(2ä.)  mit  den  Formeln  (UJ-^iAi)  '4b»Mistim^ 
men ,  davon  kann  man  aioh  auch  Idoht  durch  ihre  wirklidie  Umformung 
überzeugen. 

«•   14. 

Die  Formeln  (17.)  können  ^  wenn  man  darin  -^ u  tSk  u  aetat» 

auch  also  dargesellt  werden: 

rol 


fK    ,      \         ""U        **/  .    f^   A      \  * 


OD 


K 
Ist  also  ein  Argument  gröfiier  als  -j*  und  kleiner  als  JSC^  ao  köo- 

n^  die  Funotioi^en  jenes  Ar)>umente8  den  vorstehenden  FoimMn  gemäf^ 

leicht  aus  den  Functionen  einet  ftf^OmMlea  l»eifMtoet^^4^^ 


um  eben  soviel  kleiner  ist  äh  ~,  wie  das  gegebene  Afgumeot  grSGMr  tot 

«Is  -9-*    Wir  werden  bald  sehen  ^  dals  nberbauptt  weon   die  Funotionen 

älter  Argumente,  welche  niobt  grfifiier  als  -^  stnd,  fiir  einen  gegebenen 
Modul  k  bereits  berechnet  worden  sind,  daraus  die  Funodonrä  belieb^ 
grofser  Argumentis  für  denselben  Modul  k  sehr  leicht  hergeleitet  werden 
können,  und  es  also  eigentlich  nur  auf  die  Berechnung  der  Werthe  der 
Nodular  •Functionen  solcher  Argumente  ankommt,  welche  nicht  gröfiMr 
sind,  als  die  Hälfte  des  dem  Modul  zugehiirigen  Modular- Quadranten. 

K 
Setzt  man  in  den  beiden  letzten  Formeln  11=0,  so  erhält  man  /n^  -^  es 

i  K 

-p-  und  dri^  y  s  A/,  und  hieraus  folgt 


-4  =  ^^. 


6n^^fkf. 


h  15« 


•  Dit  Aaplitale»  uj  Illfdilar-Fiiiietioiiw  eiaes  rcellei  Argumentes  fi^haapt  MUriidcgtiiSlirt 
aif  stiebe^  dereo  Aq^oBwoi  UGht  >-y  bt 

Setzt  man  in  den  Formeln  (16.)  für  tf  an  die  Stelle  —  tr^  so  er- 
halt man: 

am(JSC+tt)  =  y +  arctang(*'tntt), 
oder  ;   > 

««,(*:+«)=:  ^  +  aro€ot(|^), 

Addirt  man  di«te  Formelo  su  des  Formeln  (16.),.ao  erbfik  man 
27.    am  (!£+  «)  +  am  {K—  u)  »  x,  oder  am(K+  «)=»■— am  (JSC—  «). 
SelztiiiM  hkkm  K>*^»1Sk  i^  s»  entoteht    .  ../i 

am(2iC— «)  =s  sr~amtf;  jj.» ,  ,  .  ,;  Ui 


f   f.  ■ 


Lll^ 


iiri^^  jb9iiri>«^ii  fiir  u  eesetet^  ,ik>  .ei;bält  tamii   * 

'so  oft  ^4)to  (fas  Argumeat  tf  inil  ült  rergrtbett  wird,  «»beüko  \>ft  v^- 
igMiiiKrt  «iob  «ucb.aiDfiE  inn  si*;  4aUer  iit  iiherlyaiipty  weanjaif^^M  aMfttß 

28.      am(t^4-!2/i»£)  =  mr-f-aiDt«. 
Sftzt  maa  in  dieser  Formel  noch  u±K  fSr  ti^  so  ver^prandät  sie  sich  f^ 

(ain[«+(2m±l)iCl  ?=  (2mi:l)-2.  +  iTOtaiig(ife'4pW>   «wl  -■ 
29«       < 
^/*       |am[(2m±l)JC— «]  ==  (2m+l)^  — arcte^^^^  '' 

Der' Gleichung  (28.)  gemäfii  ist  auch  sinam(tf  +  2^^)==^iQ(^%r-f-aiDfr) 
CS  ( — l)"*sinainfi9  oder  auch  »      i    .  •  «    /  s    t  ,.; 

/,.;.         .30.      sn(tt  +  2miC)  =  (~l)'».8ntf. 
pA-nler  ' iM  dMiain(ti-|-2mÄ)  =  ton(m7r+amü)  *=  (T-l)~oo8amfi,  oder 
auch  {         .         ,  / 

31.      en(ii-H2»ilS:)  tr  (— l)"'.cnti.  f 

DiTidirt  man  (30.)  durch  (3L),  so  erhalt  man  ,n^ 

32.      tn(ti-h2mlS:)  =  tu«., 
Oifferenziirt  man  endlich  die  Fopmel  (28.)  und  wendet  man  dabei  j^ie  For- 
mel (7.)  des  $.9.  an^  so  erhält  man  auf  der  Stelle^. 

33.  dn(tt  +  2mi£:)  =  dn«;  ' 
Die  DifFerente  eine|  reellen  Argum^^tes^  ist  überhaupt  immer  positiv,  sie 
nhttnrt  htüh  'WftebiM  des  Argumentes  anfangs  ieib  tob  Eins^  bis  k^  nM 
dann  wieder  zu  von  k^  bis  Eins,  nnd  diese»  Abwediselo  im  Ab-  und  Zu- 
nahmen geht  obne^nde  fort.  Zfi  d/^  Formeln  (30.) — (33.)  fahr<p  auch 
die  schon  oben  gefundenen  l^onneki ' 

sn(iS:+tt)  =       m{K—u),       ^    ^dn{K+u)  ^      dnCK-Ä)/  ''*^'' 
cn(K+u)  =^cti(JK:-.iO;  "  ■     :ttfCS>+ti)  ss'^tnCüC— ti). 
Setzt  man  hierin  JfiC— ti  für  u^  so  werden  sie  -^  *  ' 

8n(2Jf— II)  =  BBvl     wliK^t^  »  — cÄrtf,'  .  idn(SlS:— fi)  =  dnif, 

,tp(2JK— ii)=— tnti,   _ 
und  wird  hierin  nocb'Wvfi  Ittr  ir  gesetst^'sb  «rBalt^ttiki 
sn(2iS:^^  ^^^m^-^.  -  ea(a£»f^  »(^nn^.     ta<2jK>»i-t0^itttl^^ 
.;\«     jfl  üiij   -'^       ,.      AdD<^JC4*if)  as^ii.  .  .:^j 

Hieraus  schliefst  man  aber  ohne  WUlwei  die  Koh»ebi430ä>^(jML^i: 
ist  also  auch  ,  ■  ^  -■»  -  -  •^  -  -  >^  — ^'^  >,  t-^ 


Mr»terAhiohniti.      §    15b  ^ 

8n(2JK:)«0,        «i(2JSr)  =  -^l,         to(2lC)  =  0,      dii(21K:)  =  l, 
Mi(3^)«— 1,    od(3JC)«0,  tn(3Jt)=:-J.,      dn(3K)^k', 

nn(iK)^0,       oii(4Ä)=a  +  l,         tn(4Ä:)  =  0,      dn(4JK:)  =  l, 
^•^sn(2mJ5:)  =  0,      on(2mÄ:)  =  (— 1)-,    tii(2mJSC)  =  0,    dn(2mJC)=  1, 
|«n((2w+l)J5:)^(-tn     mi((2iii+t)Ä)  =  0,    tn((2m+l)JK:)  =  i, 

dn((2m+l)JSC)  =  *'. 
Setzt  man  in  den  Formeln  (30.) — (33.)  noch  K-^u  for  u,  so  erhfilt  man 
/8n((2w+l)ÜC— «)  =  (— ir^sDctt;    8nf(2^+l)JS:+ti) =(—!)-. buch, 
)cn((2m+l)Ä:— ti)=(— ir.cncti;   cn((2iii+l)liC+ti)=(— l)-+Scn€W, 
^*-  \ln((2m+l)  JS:— ti)  =  tnctf;  ta((2m+I)  J5:+tt)s=— tncii, 

ldn<(2m+l)Jt— tt)=;=dnctri]  dn((2iii+l)Jt+ti)=dncic. 

"Wenn  man  in  den  Formeln  (30.)— *(33.)  setzt  2  in  für  n^  so  hat  man 
sn^u  +  imK)  ae  mu,         tn(U'\-4mK)  =  tnt^ 
cn(tt  +  4mjf)  53=  cntf,        dn(u  +  4mK)  =  dnt^, 
So  oft  sich  also  dps  gemeinschaftliohe  Argument  u  der  yier  o^klischen 
Modular«- Functionen  um  4^  vergröfsert^  eben  so  oft  kehren  auch  gleiclb- 
zeitig  dieselben  Wert  he  dieser  Functionen  wieder;  daher  sind  die  epischen 
Nodular*  Functionen  periodisch^    wie    es  auch  die  cjklischen  Potenzial- 
Functionen  sind;  der  Umfang  einer  jeden  ^solchen  reellen  Periode  ist  4JK, 
und  aus  diesem  Gruade  ist  JSC  ein  Modular- Quadrant  genannt  worden« 

Zusatz.     Dividirt  man   ein  Argument  u  durch  K  und  multiplioirt 
man  wieder  mit  ^  f  so  hat,  wenn  j^  =  ^  ^^  ^lo  ini  %  10»  gesetzt  wirdj 

snii  einerlei  Vorzeichen  mit  sinijir^ 

onii  einerlei  Vorzeichen  mit  oosfiu, 

tnti  einerlei  Vorzeichep  mit  tangqti, 

dnii  einerlei  Vorzeichen  mit  /"(l—Ä'sin'ijii), 
aulserdem  nehmen  auch  die  hier  einander  gegenüber  gestellten  Functionen 
gleichzeitig  zu   und  gleichzeitig  ab^   und  wenn  u  einen  von  den  Werthen 
0,  £,  2K,  iKf  ^K,  SK  etc.  hat,  so  haben  die  einander  gegenüber  ge^ 
stellten  Functionen  gleide  Werthe.    Es  ist  also 

snii  gleichartig  mit  sinijti^ 

cnn  gleichartig  mit  cMfjU, 

tun  gleichartig  mit  tangijU, 

dnu  gleichartig  mit  /"(l — Ap^sin'ijtf), 
wenn  man  hier  unter  Gleichartigkeit  versteht  die  Vebereiostimmusg  nichl 

4 


2fi  Mr$t€rAb$ehniit.      §.10; 

nur  in  den  Torseioben^  nondern  aach  in  den  WerthpO|  wenn  tf  irgend 
ein  Yieirache«  von  ä  ist« 

i.  16« 

Die  kjperbdlisdien  McNioljir^PDortioiiM  fiberbRii|ii. 
Setzen  wir  in  den  Intpgralen  (1.)  des  (•  4.  /^s  -{»1,  ^=-f  Ar'^> 
^  =  1^  so  haben  wir  die  Gruodfonneln  fiir  die  hyperbolischen  Modiilar-» 
Fiwotiotten.    Ein  solches  Iote{»ral  ist  dann 

_  f  dt 

und  in  ihm  ist  wieder  k  zwischen  den  Grenzen  Null  und  Eins  enthalten« 
Wäre  A:=0,  so  wSre  u^f  yr~^^  Site  (2m(0,  und  also  ruckwSrU 
/=®tnu;  wSre  aber  A:=sl^  so  wSre  t«  =  /  t-tti  =  ^'^  *®**fJ  (0>  «»* 

also  rückwärts  /  =  tangu  oder  auch  f^s^^BinSu;  ist  demnach  k  zwischen 
den  Grenzen  Null  und  Eins  enthalten^  so  ist  t  zwischen  den  Grenzen®  in  tf 
und  ®iniu  und  also  überhaupt  zwischen  zwei  hyperbolischen  Sinus  ent» 
halten«  Aus  dem  so  eben  angefahrten  Grunde  nennen  wir  t  den  hyper^ 
hotUchen  ModuloT'^  Sinus  des  Argumentes  u  für  den  Modul  k,  /*(l+0 

den  AjfperbolischenModuiar ^Cosinus,  yn     .     y  die  hyperbolische  Modular-^ 

ToHffente  und  /"(l+A^^)  ^>®  ^erbolhche  DiffererUe  des  Argumentes  u 
für  den  Modul  k. 

Die  folgen A  Bezeichnung  werde  angewandt: 

#  =  ®nu,  ir(l+0=enw,  TYiT^^^""^  /"(l+Ä^O  =  JDnu. 
Den  Zusammenhang  unter  diesen  vier  hyperbolischen  Modular- Functio- 
nen, welche  auf  dasselbe  Argument  u  und  denselben  Modul  k  bezogen 
smd,  drücken  aus  die  Formeln: 

€n*u— @n'w  =  l,  tnu  «  ^, 

(Snii  =  /-(l  +  @n^i*),         t^XrCu  =  -^, 
X)nti  =  /•(!  +Ä*  @n' w)  =  /"(*'' +*^6n^ii)  =  /"(Cn^u— *'*  6n'ii), 


E  t$4e  r    4  hie  h  ^'  i'f  u     %  17.  '  ^^^ 

Naoh  i.  4»  ist  foraer 
@n(— ii)«  — ®hVj    ako    6n(— tt)=a=5nii,    5n(~i^)=s=— Jn«    und 

©ii(— ii)5=Dnii/ 
wird  das  Argument  ^  =s  0  gesetzt,  so  ist 

(SnO^BQ,      €nO=l,      JnO  =  0,      SOnO«t 
Nach  dem  Obigen  ist  ®nu  zwischen  den  Grenzen  @tnv  und  @tnl?ii  ent- 
balteoi  und  da  £y>*ti>  also  auch  @inl?u>(5inii  ist,  so  ist  also 

folglich 

6o«tf<€n«*<Soöifii,       $angii<$nii<Jan9?ii. 

Bleibt  also  das  Argument  u  ungeändert  und  ver|»röf8ert  man  den  Modul  k, 
so  vergrülsero  sich  alle  yier  h^erbolische  Nodular -Functioneup 

§.    IT, 

]Er8ie  DMIereaa^ie  4er  hjperbolUdieo  Modttlar-Famiioiieii. 

Wenn  man  in  der  Formel  du  —  ^ix^t%.^ii^i^%^%.  ^^  ^  d«ö 

Werth  @nii  substituirt»  so  hat  man  du—  g„J^„^>  und  also  rückwärts 

1.  f9@n<^  =^  (^nif.^nu.du^ 

IKfferenzIirt   mao    die   Gleichung   (Sn^  i^  —  (^n^  ii  =:  1 ,    so    erhält   man 
€nif^d(Sn¥  =  $nVf/d®nii  und  also 

2.  d(£n2^  ^=^  ^nu.'^nu.Bu. 

Oiflforenziirt  man  den  Bruoh  %xm  ^sr^^,  und  substittiirt  man   die  rorhin 
U^mideoeii  Wertbe,  so  erhalt  man 

3.      Btnu  =  ^.3ii. 

Aus  der  Gleichung  X)n^4^sl4-A:'@n^y  to\gtt)nu.d'^nu^k^^\\u,d(&xiu, 
und  also 

Wird  der  Zusammenhang  zwischen  einer  Modular^  Function  und  ihrem 
Arguoienta  umgekehrt|  so  dient  folgende  Bezeichnung!: 
Ist  f=:Qnu,  so  ist  ifa=:S|rg@n(/). 
Ist  /  sK  ^n  v^  so  ist  u  s?:  91rg  ^n  (/)» 
Ist  /  =  !^n  u,  so  ist  tf  =  SIrg  $u  (/). 
Ist  t=z^Hu,  so  ist  w  =  21r9DiK<). 
fiiemadi  kOnnen  di«^  Fori)j;eu  Formeln  auch  also  dargestellt  wefden: 

4* 


28  Mrtt*r.db$oh'»itt.i.i9. 

7.    «rgtnCO  «^^  v"(l-<«).r(i- *'•<«)  '='/,  v^£i-(l+fc'«)<'+jfc'-/«]' 

$.    18. 

Die  Attplilüde  der  bjperboliscfaen  Modular  -  Fooctionen» 

Die  hyperbolisoheDModular-FuDCtiODen  konoen  io  Anwendung  einer 
vermittelnden  Function  auf  hyperbolische  Potenzial- Functionen  zuruckge« 
fuhrt  werden.  Da  nämlich  (Bnu  zwischen  den  Grenzen  Sinti  und  &iniu 
enthalten  ist,  so  können  wir  setzen  <5nii  c=:@tn^//,  dann  ist  aber  (Sntiss 
(loi^^y  Sintis  $aug^^.  Der  Arcus  \p  heifst  die  Amplitude  (bjperboUsche) 
des  Argumentes  u  für  den  Modul  kj  in  Zeichen  ist  >//s=:^mfi>  und  um« 
gdcehrt  ti=:i9tQ^m(}l/).    Hiemach  ist  also 

j@nii  =  <Sin2tmtf,  tnusxtan^iAmu, 

Weil  nach  Theil  I.  §.5.    ^/.  =  log  ]/i±|?M  =  log((£o6>//+iSin.^)  =;^ 

2.      5(mu  =  logl/}i^  =  log(Sni.  +  @ni.)  =  Ioggj^^ 

Weil  @i^^^  =  tang/^//,    also   /^^  =  arotang(@m^^)  =  1  log |/^±i||i3^ 
nach  Theil  I.  $•  37.  ist,   so  ist  also  auch 

3.    imu  =  ^iog]/^±ip!.. 

i      *'l — »©n« 
Da  Sans fr/^  =  y-gJi^^  ist,  so  ist  auch 

°*  '<5tm4-l         ®n«         Gnu  +  l 

•o  ist  dts:i(S.e^\p.d\p,  und  also 

5.      9(r9  9^m(^//)  = 

y^         av> r         dtp         _  /*  ay 


Bpitir   Ah9ohmtti.     §.19.  M 

Weim  maUf  \riB  io  f«  0«^  setzt 

80  findet  man  audi  den  Ausdrudk 

e.    Ali 4m w  —y^  >r(i+2A«to»2v+A*)  "V o  na+^.'^)(i+*.^'^)i* 

Da  @n(— tf)=5@tn9tm(— ti)  =  — ©HU  ist,  so  ist  @niii=@in(— 8tm(— w)) 

s=@tn9(mu^  und  also  9(mus=5 — 9tm( — u)  oder  9(m( — w)== — ^mu/ 

ferner  ist 

gtmOssO- 

Da  @nii  oder  @{n9(mtr  zwischen  den  Grenzen  @mii  und  (Stni^u  enthal- 
ten ist,  so  ist  also  9(mu  zwischen  u  und  ]?tf  enthalten,  und  da  iu^u  ist, 

so  ist 

7.      w<2Cmu<:;!eu; 

▼ergrofsert  man  also  den  Modul  k,  wahrend  das  Argument  u  unverändert 

bleibt,  so  nähert  sich  ^m  u  der  Grenze  Üu,  d.  h.  es  wird  auch  9lmu  grober» 

Setzt  man  in  der  Formel  (5.)  zuerst  A?  =  0,  so  hat  man  3(rg^m(^) 

ssfdypzssyl,;  setzt  man  aber  A:sl,  so  hat  man  Strg  3lm  (\//)  =y  g-^ 

s=/\p;  ist  also  k  zwischen  den  Grenzen  Null  und  Eins  enthalten,  so  ist 

9(rg'^m(^//)  zwischen  den  Grenzen  %//  und  /%//  enthalten,  und  da  /^p<^^ 

ist,  so  ist 

«.      ^>9lr0  9tm(^)>/^//; 

wird  also  der  IModul  yergrubert,  während  die  Amplitude  ^//  unverändert 

bleibt,  so  verkleinert  sich  9(rg  3(m  (^//). 

Differenziirt  man  die  Gleichung  (Sutf  ss  @m9(mu^  so  erhalt  m«n 

(loi^mu.d^mus=s^nu.pnu.du,  und  da(£oäämti  =  Snt«  ist,  so  ist 

i.  19« 

AosdrSdie  fSr  die  bjrperboliscbei  ModoIar-FonctioDen  eines  Biuoms» 

Setzt  man  auch  in  den  Formeln  des  $•  4«  und  i.  5.  jetzt  /i  =s  -)- 1 
imdf  sA^,  femerxps  @naundy  =  @n&,  wißt  z=z^n(a+b\  und  also 

i@n(Ä  +  ö;  — -^j^———-^ , 

«@n(ö— 0)  =3 — p 

Für  die  Cosinus  tehfilt  man  die  Formehi 


( ^"  ^^-*)  =" rrF@Hv^^5T^ • 

Werden  die  Farmeln  (1.)  durch  (2.)  dividirt^  so  erhalt  mao 

Die  allgemeinen  Formeln  fnr  die  Differenten  sind 

|5C^(«  +  *)  =  i^k^^n^  a^n-b -' 

Setzt  man  $angas=Sna^ni  und  Sangß  s  $ni^£)na^  so  ist  !£n(a+^) 

9lm(«+d)esa+ß*  Ganz  eben  M>  fiiMlet  man  $(m(0— ^)na — ß,  und 
e*  ist  also 

J  9tm(a+ *)  s=  9(rc  JangCSna  JDnd)4-  9(r<  JangC^nÄ  5Dn«), 
•      J9Cm(a— *)  =  9(KJan9($ii«5Dn*)--9(rc$an9($nJJDna), 
Eft  kennen  diese  bdden  Formeln  auch  also  dargestellt  werden: 

fesletzf  man  5  :=£  ii>  so  erhält  man  die  specielle  Foraiel 

Diese  Relationen  mögen  hier  hinreichen ;  wir  werden  bald  sehen,  dafs  man 
die  noch  fehlenden  auch  sehr  leicht  aus  den  analogen  Formeln  herleiten 
kaun^  welche  für  die  cjklischen  Nodular  »Functionen  gelten» 

i.   20. 

IniigNiare  Relatwoeo  iwiselien  des  cjrUisc'lien  binI  byperbattschett  MftJshr  »PsBiiosgs> 

y'(i — 1*>  vT* — **  <*)  *  *"""  "* 

«»  -X^yr{i-z*)^(i-  k*t*) '  '^'•^"""  •«=/,  also  idz  =  dt  gesetzt, 
so  ist  —«^sf*^  und  da  fnr  s  =  U  aud»  #acO  ist«  ao  ist 


Brater    ^htehmUt,      $.20.  3|. 

und  da   <=i^  ssf.sDtf  i>ty  so  ist 

!@n  (u  i)  SS  J  •  sn  ff ^   hieraus  folgt 
^xx(ui)  =  onii,      Jn  (tii)  =  i.tnu,      S5n  (tii)  =  duti. 

Diesen  Formeln  gemiils  können  die  bjperbolttchen  Nodular -Functionen 
des  imaginären  Argumentes  ui  seiir  leicht  auf  ojrklisohe  Modular«Fonc* 
tionen  des  reellen  Argumentes  u,  ohne  den  Modul  zu  verändern  ^  zurücfe- 
geführt  werden. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  @n(tif)s=f  snti  fiir  u  an  die  Stelle 
ui,  so  hat  man,  da  ?« —  1  ist,  @ii( — tf)  =  isn(tif),  also  — @nti  = 
fsn(fiO,  oder 

8n(tif)=:t\@nti^    und  also 


^*  ]cn(ui)=:(^nu,  tn(tii)  =  t.Jntt,  dn(tii)  =  jDnti. 
Die  cykliscben  Modular-FuDCtiooen  werden  also  eben  so  auf  die  hyper« 
bolischen,  wie  umgekehrt  diese  auf  jene  zuriickgefiihrt,  wenn  das  Argu« 
ment  imaginSr  ist,  und  die  Form  ui  bat« 

Da  ®n(tif)=s@m9(m(tii)  ist,   so  ist  ®m9(m(Ki)=:isin  amti  = 
<5in(tamtf)  und  also 

3.      ^ni(ui)=:^i.amu}    eben  so  findet  man    am(tif)=i.9(mti. 
Setzt  man  jedes  Glied   der  Gleichung  @n(tit)  =  t.snii  =s  <i^    so  ist 
Wf  =  9(rg@n(/i)  und  «  =  argsn(*),   daher  ist 

9(r3®n(^0  ==  i.argsn(0;  eben  so  findet  man 
j21r9  Sn(0  =  iargon(0^  wenn  ^<1;  femer 
4*      <2tr9  in(ti)^  «'-argtnCO, 

|9(r9©n(^)  «5  f.argdn(0^  wenn  /<!  ist 

^rg  ^m  (ti)  SS  f .  arg  am  (/)• 

In  Shnlidier  Wmse  findet  man  auch  umgekehrt 

arg8n(ft)  =  t.3(r9®n(0> 
argcn(0  =  t.3trö  (£n(<)  für  />1, 
5.      <  arg  tn  (ti)  s=:  i. »rg  5n  (0 1 

argdn(0  c=  i.StrgDnCO  für  />!, 
argam(<i)  ==  i.%t%  ^m^i). 


32  ErtterAbsekHltU      §.21. 

§.   21. 

H/perboIIscbe  Modolar-FooelioMa  der  Argiiai«(e  tob  der  Form  »4*11*^  »od  a  +  bi. 

Nach  §.20.  ist  ®n(iK)sstmK,  und  da  8o£sl  ist,  so  ist 
^       |@n(iK)  =  .-,  tn(iK)  =  -i, 

(gn(iÄ)  =  0,  ^n(iK)  =  k\ 

Setst  man  nun   in  den  Fwmdn  des  $.  19.  liir  @n(a±i),  <Sn(a±i), 
$n(a±/0  und  ^(a±b)  jetst  ass  tf"  und  btssu,  90  hat  man 


2. 


[©nCiJS:-«)  =  -5^  ,  5Dn(.-Jr+«)  =  ^, 


©HM»  '^"'>      -r-/  —  j5„„ 

Mult^Kdrt  man  die  Gleioliung  sn(tt4-2inJS:)s(— l)'"8n«  mit  i,  so  erw 
hfilt  man  ett(ui  +  2miK)  =  (— l)".6n(«t)>  und  wird  hierin  -^  fSr  « 
gesetzt,  so  entsteht 

3.  en(u+2miK)  =  (— l)".@ntt. 

Da  cn(«+2ii»Ä:)  =  (— l)"cntf,  ferner  (ln(ui+QmiK)=s<m(u-\-2mK) 
und  (ln(ui)  SS  eau  ist,  so  ist  also  €tt(t(i+2m>JE^)ss(~.l}'".^n(«t),  und 
diese  Formel  verwandelt  sich,  wenn  -^  &r  u  gesetzt  wird,  in 

4.  (ln(u-\.2miK)  =  (—1)-.  (£««. 
Ferner  erbSlt  man  für  die  Tangenten 

5.  %n(u+2miK)  =  5n«, 
und  für  die  Differenten  hat  man 

6.  SDn(«+2«ifJS;)  SS  SDntf. 

Da  diesen  Formeln  gemüb  (Zn(u-\-^tniK)  ss  ^nu,  ^n(u+imtK)  zss 
Sntf,  Xn(u+imiK)=stnu  und  X)n(«  +  4mtir)=3  S)ntt  ist,  so  sind 
die  hjperbolischen  Modular-Fonctionen  periodisoh,  der  Umfang  aner  jedem 
Periode  ist  imaginär  und  =4tJKr. 


ff 


Maltiplicirt  man  die  Gleichung  am(JS^+*')=  y +«<'otang(A'tntf) 


ffi 


mit  *',  so  erhalt  man  sofort  ^in(t#C+««'}»  Y  +  ^K$<ind(A:'$n(«t))  und 
also  auch 


JSr$ier-db$fikmitt,     §.21.  3|; 

»m({iC+«)  ^      ^-{■9U(i<mi(ßt'tnu),  «rie  auch 

HiVraufl  folgt 

(5(m(IÄ:-f-tt)  +  8(m(*JE— II)  =  jrf  und  • "' 

*•      f3(m(ti  +  'Ä^)+9Im(ii— 1«);=  2^9(rcJon9(A'Jni/). 

Aus  der  Formel  (28^)  des  (^  15^  erhuU  maa  sofort 

Seist  man  in  den  Formeln  des$^  11.  nur  ai  für  a  und  ii  für  b,  so  erbfiU; 
man  ohne  Weiteres  die  Formeln  des  |.  19, ;  laDit  man  ßber  a  reeU^  und 
setzt  man  Mols  bi  f&r  b,  so  erhjilt  man 


10, 


8n(Ä-*J)  5=  , j-—-^-^^^, j 

,dn(aHrJO  « ________-V_, 


12* 


'6'      ■■     ' 


•iL 


n 


F6r  die  Ampikudea  hat  man  die  Formeln 

i  am  (a + 61)  '^  aro  tapg  (tn  ß  X)n  6)  +  { %tc  Sng  ($n  6 .  da  a),        ' 
^      jam(a— ^0  =  arotang(tnfl©n*)  — »5(tc$n9(5n*,dna), 
und  Ai  nberiiaupt  9(k  tan9(/)sx£arorin(/)  nt,  ao  kennen  dieie  beiieü         'Mk 
Formeki  auch  also  dargestellt  werden  t  "    '         '^ 

am(a+60  =  arotaog(tna^n6)+l!^arc8iD($nidoa),  * 

luaia—'ki)  es  luro  t9ng(tn/«^ni()~ii?9n>  Ho($n6 da«). 


1 


2tretter    AbsohultL 

Biofadie  RelatioBMi  Unter  t^   rykliscbeli   aad  djiiertioiiscbMi  MddntAf-Piadioiiea 

in  reelle«  Formen. 

So  wie  die   cjrkliiicheii   und  hyperbolisohed  Poteodal^FuiiütioiieQ 
ohne  alle  imaginären  Auurfriicke  auf  einander  curSckgefuhrt  werden  kSnnea^ 
80  können  auch  die  cyklischen  und  hyperbolischen  Modular-Funotiooen  mit 
gänzlicher  Vermeidung  imaginürer  Formen  auf  einander  zurückgeführt  wer» 
ijMfc  dent  und  wie  sich  bei  jVner  Zurnckfiihrung  (Theil  L  ^37«)  eineRecipro- 

cität  zu  erkenn«»n  gab^  so  stellt  sich  auch  bei  dieser  eine  nicht  minder  ein- 
iaehe  Reciproeitiit  ein* 

Nach  i.  8.  ist  arg  ta(f)^f^j^:~^^—^;^^^  und  wird  in  dieser 

Gleichung  der  Modul  k  mit  dem  conjugirteii  k'  vertauscht^  so  ist: 

argtn'(0  ^f^^^^—^^^—^, 

und  da  nach  §•  17«  auch 

*^  ist,  8o  ist  also  argtn'(0  —  9(rd®n(0*    Setzt  man  jedes  dieser  beiden  glei- 

chen Argumente  SS  1^  so  ist  t^^tn'u  und  auch  ^sai@nti^  folglich  haben 
wir  die  einfache  Relation  t 

6ntt  s  tn' II, 

wodurch  der  hyperbofische  Sinus  des  Argumentes  U  für  einen  Modul  k 
auf  die  cyklische  Tangente  desselben  Argumentes  mit  dem  ooojugirten  Mo« 
du!  k'  zurückgeführt  wird»  Aus  dieser  Gleichung  folgt  /*(1  4*@n^ti)saB 
/"(l+tu'^tf),  oder  auch 

^n  u  SS  — p-» 

cn'tt 

Wrd  bierdurdi  die  vorige  Gleichung  dividirt^  so  erhSIt  man  SntfsaBSO^ti. 
Endlich  ist  /*(l+A:'en'ti)  =  ir(l+*'tn''ii),  oder  auch 

Sollen  sich  die  hyperbolischen  Functionen  (S^jxu,  ^^  I^Uy  %nu  und  9(mii 
nicht  mehr  auf  den  Modul  ky  sondern  auf  den  conjugirten  Modul  kf  be- 
ziehen ^  so  ändern  wir  ihre  Bezeichnung  auf  ähnliche  Art,  wie  bei  den 
cyklisdien  Funotioueni  ab  in  ^n'u,  ^n'i/>  tDn'ii^  %Xi'u  und  Tim'u.   Machen 


1^ 


wir  ?0D  dieaev  Beaeiohiiuug  Oebrauob,  uad  ▼arttunobpo  wir  ia  den  worhia 
eotwiokelten  Tier  Formeln  die  beiden  eonjogirteo  Moilul  k  und  k^  mit  ein* 
ander,  ao  erhalten  wir  auf  der  Stelle  noob  vier  neue  Formeln,  and  %»eon 
wir  dieselben  den  v^origen  in  folgeodep  Weise  gegenüberstellen^ 

@nfi  =B  tn^fi      und      snti  s  Zn^ti, 

Snti  :3s  r-y-      und       cntf 


I,  )     -••-    ^     tU'u  ""^  VM-    —     ^^,^    , 

tnu  s  m^ti      und       tnif  as  (Bn^n^ 

js^u^^       und       d.iv  =  $lp.^ 

so  sehen  wir  9  dab  die  hyperbolisohen  Modular*  Functionen  durch  diese 
Formeln  ohne  alle  imagiuiire  Formeln  gerade  eben  so  auf  die  c^klischen 
Modqlar*  Functionen  zurüokgefiihrt  werden,  wie  umgekehrt  diese  auf  jene* 
Auch  wird  ipfißn  die  Aehnlichkeit  nicht  iibersehen,  welche  zwischen  diesen 
Formeln  und  denjenigen  Statt  findet,  wodurch  (in  Theil  I^  }•  37.)  die  hy- 
perbolischen Potenaal- Functionen  auf  die  cyklisohen,  uod  umgekehrt,  in 
reellen  Formen  xurüpkgefiihrt  werden* 

Aus  den  vorigen  Formeln  folgt  noch 

l/(5ni#— l_i/l---P"^«^       „^^       l/izL^— l/^üiüzl 

oder,   was  einerlei  damit  ist 

2«      Sang|9(mfis  taug|am^fi      und      tan^^amti  =  tangi^?(m'ii, 

Diese  Formelp  lassen  sich  auch  kurz  also  herleiten,    Aqs  den  Formeln  (1,) 

folgt 

Snv  !Dnt^  s  tn^l^dn^V      und      tni^  dni^=x  $n^|^X>n^u> 

und  da  nach  f.  12,  ist  tn fi  do f^ = taog |  amQth  also  tu' uda^tß» tang ^ am^ 2u, 
ferner  nach  §.  19.  ist  tntf  X>ntf  ^  %an^  ^m2iff  also  tn'uXin^uz^ 
tanQJ^^m'2p,  so  ist 

tang^  9(m2i^  ==  taog J am^2f^  und  fang^am 2 11  =s  tan^f  9(m^2ti^ 
und  diese  Formeln  fallen  mit  (2,)  zusammen,  wenn  man  darin  nur  noch 
^  fSr  u  setzt,  Auch  unter  den  «^klischeq  und  hyperbolischen  AmplitUf» 
den  desselben  Arguments  giebt  es  sehr  einfache  Relationen,  wodurch  s^ 
auf  einander  zurückgeführt  werden,  Setzt  man  für  den  Augenblick  am^y 
c=^^,  dann  ist  tn^ uzsEz  tang  vn^ ff  ^sptßng(^^  SS  ^IniC^  und  da  auch  @ni» 
?stn^V  ist,  so  jst  »Iso  ^'\n^Vm^=^^ini<P*f  oder  einfacher  HKmi^avi?^', 
und  folglich 

3.      9lmm  «  l^am^i^»    eben  10  findet  man    ami^  =  I9lm^m 


36  Z  Hf  ei  i  er   At  $  ehmitu     §39« 

Tertamdit  man  noch  die  hmäea  oonjiq^irtea  Module  m  hat  num 

ADAerkoig.    Setst  naa  des  MoM  I;s0,  ••  nird  «üussii,  ab»  bC  Samlni» 
Rr  dflB  lltfal  atf:  t  Md  ZusMii  fir  d»  Hodd  sei. 

f.    23. 

Wir  madiaD  ran  diesen  leteten  Formeln  «ogleiöh  Gd^udi«  Ter» 
(anseht  man  in  den  Formela  (5#)  des  {•  19#  die  beiden  eonjugirten  Module 
"SO  sind  sie 

9tm'(Ä±»)  Ä  S(rc  tong (Sii'ä  ©n'«)  ±  S(rc  taagCSn'J  Jt>n'ö)^ 

Es  ist  aber    ta'a.JÖn'ft  «  sna.?!^«  ^    „nd  Jn'i.J&n^a  =  ^, 
^r{a±i)t^itm(a±i),  und  9(vcSand(OoB£araMn(OtfoIgUGiiiiaii«Dwir 
^^      I  «««(«+>)  *«««rin(^)4-Sarcsfn(£y, 

i  £am(a— i)  so  £<^PCMn(^^)---»2aro»b(^|^« 

Damit  der  erste  Theil  dieser  Formel  reell  sei^   mtib  — j-  als  qrklischer 

Sinus  nicht  ]>  1 ,  und  auch  nidit  =  1  sein^  weil  £  arc  sin  (1)  =^  S  y  unend* 
lieh  ist;   setzen  wir  aber  snc5]>sna^   so  muls  K — b'^a  und  also  sdn 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt^  so  ist  auch  K — a^i,  also  snca^snft^  folg* 

ftn  h 

lieh  <Zif  und  also  auch  der  zweite  Theil  der  Formeln  (I.)  reell« 

Beide  Formeln  (!•)  sind  also  reell  ^  wenn  a-^b'^K  ist.  Setzt  man  in 
den  Formeln  (I.)  noch  IC— a  für  a,  so  verwandelt  sich  a+fr  injBC*— (n — b) 
und  a-^b  in  jK* — (a-f-d)^  und  es  ist  also  auch 

lgaiiio(«  +  *)  =  Äaro«D^!=lj)«garc.in(^^), 

Diese  Formeln  sind  reell ,  wenn  a^by  und  keines  dieser  Argumente 
5ü:  ist. 

Die  Anwendung  der  Formeln  (1.)  unter  der  Toraussetzung,  dals 
a^b'^K  Mi^  setzt  die  Kenntnils  des  Terhaltens  der  Function  i^^-untier 
der  Toraussetzung  9  dals  (^^-^  ^'9  voraus*  Stellt  man  die  Formeln  (I.) 
wieder  ip  der  Gestalt 


Zw€it€rjih$chnitu     §.23.  37 

i am(«± J)  =  «« tm {^^)  ±  9(tc 5«»d(^) 
duTi  und  setzt  man  ai  fSr  a^  wie  auch  6  t  fnr  b^  so  hat  man  nach  §.  20« 
(und  TheilL  §.  48.  Zusatz)  auf  der  Stelle  die  neuen  Formeln 

j««««.-»)  =  .».»g(»!^')-«.ü»g(S!^"). 
Setzt  man  in  den  Formeln  (1.)  bloüs  bi  far  b^  so  werden  sie 

|««.(«-W)  =  J«.«o(2|i^)-i«rola»g(52i). 

und  verwandeln  sich  also^  wenn  man  die  eyklisohen  Functionen  statt  der 
bjperi)olischen  einfahrt^  in 

!iS?am(a-{-6t)  =  ffarcsin(snadn'*)-f-t.arctang  (-^j, 
iam(a  —  bi)  ss  £arosin(sna  dn^6)  — t.arotang(-^j« 

Zusatz.  Setzt  man  in  den  Formeln  (l.)^  (3.)  und  (4.)  den  Mcv- 
dul  A:=0,  so  wird  am(a  +  J)  =  9(m(a  + J)  =  a  + J,  sna  verwandelt 
sich  nun  in  sina>  sn5  in  sini^  snca  in  coso^  snci  in  cosi,  (Sna  in  (Sin n^ 
(inb  in  (leib,  ^ni  in  1  und  ^na  in  1,  daher  hat  man  nun 


(9(a4-^<)  SB  Sarosin 
8. 


Ha+hi)  «  «•ro«n(g^)  +  .-arctang(SL^). 
^  /(a  +  *0  =  arotaog(^-)  +  '«--((£l)' 


Kese  im  ersten  Theile  ubergangouea  Formeln^  welche  wir  hier  nachtragen 
fnubten,  lassen  sich  auch  leicht  auf  eiue  ganz  elementare  Weise  herleiten« 


38  Zweiter    AhMchniti.      §  2%% 

§.   24. 

9k  Werth«  tod  Tim{u±2mK0  uni  äm(u±2miK0, 

Der  uDemgeschrfiokte  Gebrauch,  welchen  wir  ia  der  Theorie  der, 
Nodular- Functionen  Ton  den  acbon  im  ersten  Theile  behandelten  vermit- 
telnden Functionen  i(p  und  ip  zu  machen  haben ,  erfordert  eine  naob- 
fragliche  Betrachtung  des  Verhaltens  der  Function  i^^  fUr  den  Fall«  in 
weichem  <P>>7r  und  also  i(t>  imaginär  wird« 

Da  cos((p±m9r)ss( — l)'*cos(P  ist,  so  ist  auch 

^y      c=5  (—IT  ^^ 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist  nach  Theil  L  $•  46» 

Jf((P±ma')  =  (— l)-^(p^.Ä; 
wenn  man  mit  a  die  unbekannte  Constante  bezeichnet ,  welche  bei  der 
Integration  hinzukommt.    Setzt  man  ^s=o,  so  hat  man 

a  a=  fi(±mr)  =  ±2(mr). 
Da  nun  also     (Sinns +  @m£(mT)ss±tanginrs^O, 

€oöar=     eo«jj(,„y)  =  _L-  =  (-l)- 

ist,  so  bt  nach  Theil  L  $.  16.  der  Arcus  aä=±mirl^  und  also 

1.     J?((pi»»T)  =  {—lT,Ü(p±miri, 
Die  in  dieser  Formel  vorkommendeo  Yorzeichen  ^  köonen  auch  einsefai 
in  +  abgeändert  werden.    Setzt  man  mss  1,  so  hat  man 

iJf(a'+(P)  =s  —S(()±iri     und 
^'    j«(r— (P)  = +«(P+Ti. 

Setzt  man  m  dieser  Formel  y  —  ^  far  ^,  so  erhlilt  man 

Wir  prüfen  auch  diese  Formel,  indem  wir  auf  beiden  Seiten  die  hjper» 
bolisohen  Sinus  und  Cosinus  nehmen;  dann  ist  nach  TheUl.  f.  16* 

©in«  (y  +  (P)  =  -@in5  (f  -<p) ; 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  einerlei  mit 

lang(-J  +(P)  =  -tang(f--(p), 
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und  die  sweite  int  «>inArlAi  mii 

am  der  Riobt^keit  dieser   beiden  Gleichungen  folgt  auch  die  der  Glei- 
«hung  (3.)* 

Multiplidren  wir  die  Gleidiung  (I.)  nooh  mit  i,    so  erhalten  wir 
/((Pi  +  my«)  s5=(— l)"'.^(^t)±inr,  und  wird  hier -^  ßr  (p  gesetzt,  so 

entsteht 

4.      /((P±w«'i)  =  (r-iT.l(p±mx. 

Setzt  man  hierin  tn  as  1 ,  so  hat  man 


l{(p-\-xi)^=s—ip-\-iFt  und  wenn  man  (P— y  für  (p  setzt 
/((P  +  5)  =  -/((p-^)  +  T,   Oder 

lo  den  Gleiohuogen  (1.)  —  (3.)   kaoo    noch  auf  «Im  rechten  Seite  ein 

beliebiges  Vielfaches   Ton  2xi,    und   in  den   Gleichungen  (40  und  (5.) 

noch  ein  beliebiges  Yielfoches  von  2«*  auf  der  rechten  Seite  hinzugefll^ 

werden. 

Setzt  man  nun  in  der  Gleichung  (I.)   den  Arcus  ^ssam'tf^    so 

ist  auch 

«(am'ii±mT)  =  {-—ITimofu+miri, 

Da  aber  mi'u±mx^Bm'(u±2mK')  nach  $.15,  ist^  so  ist 

«am'(w±2iiiJK0  =  (—!)"•  »am' w±mTt, 

und  nach  $«  22.  Formel  (3.)  ist  diese  Gleichung  einerlei  mit  .^; 

6.      9(m(w±2mJiC0  =  (-ir.9(mii±mTf. 

In  dieser  Gleichung  darf  auch  ±  mit  T  zusammengestellt  werden;  multipli* 

drt  man  dieselbe  mit  i,  so  hat  man  am(tii±2i7it  jRCO  ==  (— l)"'.am(fit) +  1119-, 

und  setzt  man  bierin  4-  für  ti  an  die  Stelle ,  so  hat  man 

1.      am(fi±2mt£0  =*  ( — l^-amiii  ifisr* 
i.  25. 

Die  cjklisrlieii  Modalar-Fondiooes  sod  Amplitndeo  der  Argsnesls  tos  der  Form 

u+2iiiüC+2/ii/C'. 

Da  nach  $.24*  ist  am(tf+2ittü:0  »  (— l)".ami#±ii3-,  so  erhält 
man,  wenn  U'\-2mK  für  u  gesetzt  wird»  wn{U'\-2mK'\'2niK')9Si 
(— l)"am(i#+2iirliC)±fiT|  und  da  nach  i.  15«  ist  am(ii+2iMJEC)siar+am«^ 


40  Z  ^  i  i  t  €  r    A  b  i  0  h  n  ii  U  ^§.  26. 

so  ertiSlt  mao 

amiu+2mK+2niK)  =  (-l)",aiiiii  +  («»  +  ii)5r. 
Setzt  man  umgekehrt  io  der  Formel  am(ju^2fnK)  :=  nmu  +  mr  für  u 
an    die   Stelle    U'^2niK\     ao    hat    man    Bm(u  + 2mK+ 7niK')  :=s 
am(ti  +  2niJSrO  +  m«',  und  also,  wie  vorhin^ 

1.      am(ti  +  2»iJS:+2itiÄ:0  =  (jii  +  n)T  +  (— l)\amtf. 
Nimmt  man   die  cykli^chen  Sinus  der  beiden  gleichen  Ausdriickey  so  er» 
hält  man  mittelst  der  Formel  8in(ii+^)s=sinaoosft-f  cosasinft: 
sinam(w+2mif+2nilf0==  (-l)'^^wn((— l)\ami#)=  (— Jr+^  w^^ 
und  da  (— 1)'"+''*  =  (— ir  wtf  «o  ist 

2.      nn(u  +  2mK+2niK')  =  (— ir.snw- 
Nimmt  man  die  cyklischen  Cosinus,  so  bat  man  eos  am (t# -f*  2in£  +  2  nt  JSl') 
=  (— l)'^".cos((—l)"  am  w)  =  (—!)'"+".  cos  am ti^  und  also 

3.      cn  (u  +  2mK+  2niK')  =  (— 1^+".  cni^ 
Wird  (2.)  durch  (3.)  dividirt,  so  entsteht 

^  4.       tn(u  +  2mK+2niK')  ^  (--iT.tnu. 

Differenziirt  man  die  Gleichung  (L),  so  erhält  man  auf  der  Stelle 

5.      dn(U'^2mK+2niK0  =  (r^l)\dnu. 
Da 

m{u+imK  +  iniK')  =  snti^ 

cn(ii  +  4mJiC+4niJiC')  =:  cnti^ 

dn(w  +  4»iJ$r4-4ntJSC')  ;?:;  dnif^ 

tn(u  +  imK^iniK')  ^  tun 

ist,  so  sieht  man,  dafs  die  cyklischenModular^  Functionen  doppelt  perio-^ 

disch  sind,  reell  und  imaginär  periodisch  zugleich;  der  Umfang  einer  reeU 

lern  Periode  ist  4K  und  der  Umfang  einer  imaginären  Periode  ist  4|K^ 

§.  26. 

Die  hyperbeliscfaen  Modolar-FmiHiooeD  «nd  A«ifilita4ea  der  Argomesle  tos  der  Form  u  +  mK*. 

Die  hyperbolischen  Nodular- Sinus  und  Nodular  -  Cosinus  @ntf  und 
€nti  sind  frorziiglieh  darin  von  d€^  gewöhnlichen  hyperbolischen  Sinus  und 
Cosinus  verschieden,  dais  sie  viel  rascher  wachsen,  wenn  das  Argument  u 
zunimmt,  und  schon  unendlich  grob  sind,  ehe  das  Argument  u  UDendlich 
groüs  geworden  ist;  die  Functionen  @tnti  und  (Iciu  hingegen  sind  erst 
dann  mieodlich,  wenn  auch  n  unendlich  grob  geworden  ist«     Setzen  wir 
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ussK\  SO  nt,  weU  naofa  $.  22.  überhaupt  &nu  =  tn'u  tat,  auob  GitJC' 
xsto'K',  uod  da  tn JK:s;s  tn'^' =  ^  ist,  so  ist  auob 

Ferner  ist  (InK'^  -^,  und  also  auch  Sn^'ss^.    Da  ^nJiC'^sn'ÜC' 

ist,   so  ist  knK'=Bl;   wfiii  endlich  X)n£':=^^  =  ^  ist,   so  stellen 
vir  also  zusammen; 

I.      @nÄ'=J,      (inK'  =  h,      %nK'^t,      JDnJS:'=^ 
Da  ®n£^  =  i5mS(mJK7  =  ^  ist,  so  »t  auch  noch 

2.      SimÄ' =  ^. 

Famer  {st  @u(Jf'^t#)  =  to'(^'— n)  =  j^ ,  uod  da  tn'u  ^  @nii  ist, 
80  ist 

@n(Ä^'— ti)  a=  r^r-,    eben  so  findet  man 


3. 


Uebrigens  koiinen  auch  die  drei  letzten  Formeln  eben  so  leicht  aus  der 
ersten  hergeleitet  werden» 

Setzen  wir  derKSrze  wegen  @n(JC'— ti)=:@nci(,  (5n(JSL'— ii)=s 
6nci/,  tn{K'—M)^Zncu,  ^n(K'—u)  =  X^ncu  und  5(m(Ä:'^i^)  =  31mci#, 
so  ut  also 

4-      <  ^«^«^  =*  ^»  ^"^^  =  S^' 

Die  Funotion  ^mu  ist  also  nur  reell  zwischen  den  Grenzen  w  =0  und 

'u_     1 


ussKff  wird  u'^K',  so  ist  Slnttf  imagtnSr,    Da  ©niM  =  -V-=— 7-  ist. 


•0  ist  auch 

6 
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^mcii  =s  9(rc$ang(»oo^«i)  ss  i?ar€sitt(suo^ti), 
und  also 

was  auch  ubmittelbar  aus  Formel  (3.)  des  $•  22.  folgt. 

Setzt  mau  in  den  Formeln  (3.)  — t«  für  ti^  so  hat  mao 

@n(K'  +  w)  =  — 6n(J5:'— w),        (£n(Ä'+w)  =  -6n(K'-ii), 
%n{K'  +  u)  =        SnCüT'-ii),       JDn(Ä'+ii)  =  -^©n(A:'— ii). 
Setzt  man  hierin  K^ — u  für  ii^  so  bat  mao 
@n(2JS:'— w)  =  -.(Snw^    €n(2jfiC'-^ii)  =s  — CJnii,    Xn{2K'—u)=ztnti, 

©u(:>JK'-.ii)=:  — ^lltl, 
und  setzt  man  — u  für  t«^  so  hat  man 
8n(2X'  +  w)=:@uii,    (£u(2ä:'  +  ii)  =  — dn«,    $u(2iiC'+ii)  =  -.$nii, 

©n(2iS:'  +  w)  =  — Dnti- 
Hieraus  sohlielst  man  überhaupt 
5       j@n(ti  +  2miC0  =  @nw,  en(w  +  2mÄ0  =  (_l)-.(ynii. 

Setzt  man  2  m  für  m,  so  verwandelt  sich  ('^1)'^  io  4*^^  woraus  zu  er« 
sehen  ist,  dab  die  hyperbolischen  Modular  -  Functionen  in  einer  zweiten 
Hinsicht  periodisch  sind;  diese  Perioden  sind  reell,  und  der  Umfang  einer 
jeden  ist  =:=4jfiC^ 

Verbindet  man  die  Formeln  (3.)  —  (6.)  des  9«  ^1*  m>t  den  vorste- 
beoden,  so  erhält  man  die  allgemeineren 

^n(u'h2mK'  +  2niK)  =  (— l)''@nii, 
(ln(U'^2mK'  +  2niK)  =  (— ir+".(5nti, 
*•     \  tn{U'^2mK''\^2niK)  ^  (— ir.Jnw, 

Eine  weitere  Ausführung  scheint  hier  überflüssig  zu  sein« 

$.    27. 

Cjkliscbe  FoactiOBeii  imaginärer  Argiimeote  znriickgefubrt  »uf  rjrkliscbe  Fdnctioflea  nie 

reellem  Argiiroeiile« 

Es  ist  sn(fit)=:t\®uti^  uud  da  Snu^si  tu'u  ist^  so  ist 
nn{Ui)  s  ttn^ii,  eben  so  findet  man 

tn(tli)  =  isn'if, 
dn(iii)  =  -7—  =  — 7-9 

V      /  es' II  SUC'tf 


}i  ux  0  i  f  0  r    ^  h  9  e  h  n  i  f  i,      §   27.  4^ 

Benutzt  man  AW  Formeln  (17^)  des  f,  Vip^  to  wirt  man  au«  ^\en  ror«(«- 
hpnden  Formeln  sot>leioh  zusammen  c 


r  ...  1  doc'w 

lciHj(«i)  =  •    ....     =»  -jr  cnc'». 


Vprtaiiscilt  man  In  dienen  Formeln  die  beiden  conjugirten  Modul  mit  ein^ 
Ander,  so  können  sie  au<;h  also  dargestellt  werden: 

/  tnli  9E5  — ^— %      dnfi  =  — -Ht  =  — rr—^ 
«od  fSr  die  Functionen  des  Complementes  erhält  man 


3. 


A. 


I  da'(iit)  *       '  lA-  ^      ^^ 

ik'9R'(lll)'  ^ 


Zusatz^  Es  ist  amii  ==  -r  log  y  ,  "".  also  77-— aro«'  « 
y  logy  ^°"^'  {  setzt  man  hierin  /C  — 1^  für  10  so  verwandelt  sieh  tn«  ii 
p         und  M  ist  also 

-J^-Smcii  =  1  log  \/\±!J^,    oder,  well  ltnii  =  8n^(til)  ist 

und 

6.      amii  »SS  -:»  log  y  .^     '   .  , 

Setzt  man  in  der  Formel  für  -^ — amon  noch  ui  statt  ti^  so  bat  man 

n  ,    •.  1  ,       •/t  — ät'su'm  ..       i/l+fc'sn'M 
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oder 

I  *^   1— -A:80u 

Es  ist  i? am fl  SS  log  ^2^1^;  setzt  man  hierin  -^ — amt/  für  am«^  so  bat 
man  g(-|-— amti)  aa log  y  t_ J°^  ?  wird  noch  JS:— ii  für  il  gesetast,  so 
entsteht  iy^ — amcfij  =  *^8  r  J^^^^i  ^^^  ^"öh 

multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  — i,  so  entsteht  9  wenn  die  beiden 


Modul  k  und  k'  vertauscht  werden: 


\  i  /  i       "  ^  1  —  cnc'(iii)' 

da  aber  cnc^(iii)ssp-cnofc  ist^  so  kann  diese  Formel  auch  also  darge- 


stellt werden 

8. 

'cncu 


•  ''.^— i — ;=t'<«/-4 — 

Die  höhere  Wichtigkeit  der  Formeln  (7.)  und  (8.)  wird  bald  nachher 
einleuchten« 

Anmerkung.  Nach  Theil  L  §.  38.  ist  !?(P  =  Iogtang  (^  +i^), 
oder  auch  (P  =  log  tang  (^  +  H^)  >  ^^^^  »*  ^=  ^»ng(-J+H(P)  und 
e"^  =  tang  (-^ — i'?j);  also  auch 

^  +  i/(P  =  arctang(6^),      -f  — |/^  =  arctang(^). 

Werden  diese   beiden  Gleichungen  durch   Addition    und   Subtraotion    mit 
einander  verbunden,  so  erh«alt  man 

9.      -^  =  arc  tang  (^)  +  arc  tang  (^    und 

10.      /^  =  arc  tang  («^) — arc  tang  (e*^). 

Die  Richtigkeit  der  ersten  Gleichung  erhellet  von  selbst,  weil  el^.e'^  =il  ist:<^ 
Entwickeln  wir  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  in  Reihen,  so  ist 


Zw*H»rAb$ckmHU      §.2&  45 

Hieraas  erhÜlt  man  durch  Addition  und  Subtraction 

1-  =  2(eo«(P-^+ «^- «^+ «?«ilE-.  +  eto.), 

/(P  =  2(@in(f)--^  +  ^  - ®iil2  +  ®!«£5?  _.  +  etc.), 
oder^  wenn  man  ((>i  Tür  (f>  setzt, 

f  =  2(co8(p-^  +  ^-^  +  "-^-  +  etc.), 

«(P=:'2(.in(p-^+^-.^  +  ^-  +  etc.). 

Setzt  man  in  den  Reihen  für  -^  den  beliebigen  Arcus  (p=sO|  so  erhält 
man  die  bekannte  von  Leibnitz  gefundene  Reibe.  Die  beiden  Reihen  für 
l(f)  und  iP  wurden  im  ersten  Theile,  und  zwar  im  Zusätze  zu  §•  57.  auf 
eine  minder  einfache  Weise  hergeleitet* 

Setzt  man  in  der  Formel  (10.)    P=s^m^u,    so  ist   /(^Bsamti^ 
und  also 

11.      amii  =s  arc  tangC«**"'")  —  aro  tang(^««'"). 
Setzt  man  in  dieser  Gleichung  ui  für  u,  so  Ferwandelt  sie  sich  in 

§.  28. 

Nach  8.21.  Formel  10.  ist  sn(a±*i)= i  +  k^n7^a@n^'b » 

fuhrt  man  durchweg  die  cyklischen  Functionen  ein,  so  wird  der  Nenner 
1+Ä^sn^atn'^*« =^rj =   S^^TJ f  der  Zahler  aber 

•   •    »na  da'h+inn'b  tn'bcna  Ana       ,        •. 

Wird  ='-7:777 f  a^«ö  »' 


cu' 


/       .      ■    X  »x           8oado^^4*f  9n'&c*o'2rcnodna 
l«D(a  +  «0  = tZ.An*a.n'*b » 

*         \       ,  ...  8nadn'/;-^i8n'6  cn'fr  cna  doa 

isnca  — Öl)  =5  3 — j-T Tz-:^ • 

^       ^  ^  1  — dii*a8tt'*6 

Der  Zähler  des  Ausdrucks  von  en(a±bi)  im  §.21.  ist 
eoaSn6  +  tsnadna®n6S)n&= "'^P^ ^  •'^  "* 


i^' 


40  ZwiiitrAlschniit.      §.  38. 

l00(Ä+6t)    C=   z T-z 7T-7 • 

I  on(a-6t)  «  > r=i;;T7iS7r, • 

WenD  man  die  Formeln  (1.)  durch  (2.)  dividirt,  so  erhält  mao  Autdrttokil 
für  tn{a±bi)^  welche  aber  der  Form  nach  ungehörig  sind,  weil  Zähler 
und  Nenner  zugleich  imaginfir  werden.  Man  erhalt  bessere  Ausdrücke  auf 
folgende  Art.    Es  ist  i(b  —  ai)  =  a  +  bi,  also  ist  tn(fl  + Ji)=:<8n'(ft  — äi), 

,    -  j,t  »x        »o'6dna  —  isna  cna  cn^h  du'b  .  ^  ,  .„, 

und  da  sn'(ft  —  äi;  = 'i-^dn^«6  8D«a •   *^  erbalt  man 

'       -     I    r*\          ßoa  niocii'fcdii'ft  +  idoafiM'6 
,tn(«  +  i.*)  =   i^^n.aZ^b » 

itn(Ä— *t)  s= 5 r-nn • 

,  Der  Zähler  des  Ausdrucks  von  dn(a  +  6i)  in  }•  2h  ist 

dna^nb  +  ik'^macna^nb(inb, 

nnd  verwandelt  sich  in ^^ ,  daher  ist 

ä,    ,     I    r -v          da«  dii'Ä  m'Ä^— I**  unariiasn'^ 
dn(fl  +  *0  = T^d^^iT-Bo-^ir » 
-    ,          ,  .V           düa  dn'bcn'h^^ik^  tina  cna  t^n'b 
^              ^                           t — dii*a  in''^  ' 

Die  Formeln  (13.)  im  $•  21.  werden 

I (ä  +  *0  =  ^^^  töng  C"^^,^    )  +  1 3lrc  Song  (sn'i  dna), 

|am(fl — bi)  =  arcfang  (-^^^^t^J  —  i?(rcSan9(sn'Ädna^^ 

Setzt  man  in  den  vorstehenden  Formeln  b^=zK\  also  sn^i  =  I9  cii'6  ^     -«« 
dn^6s:/r  und  ifsi^^   so  erhalt  man 

/       I    •  w;ris  — idni/  ,  ,  •  fv\  idoii 

cn(«  +  »JtO  ==  -j;^       ..ml       on(ir-»Ä')  =  j^^, 

do(tt+iÄ")  =  f^  nnd     dn(ii— »ÜC)  s=  -i-, 

*''^''  10  M  ^  'loa' 

am(«— »JBC')  =  |-^i3(K  JangCdnti). 


5. 


6. 
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Werdeo  die  g«{>enaberat(>b(>ii{lAn  Wf>rthe  mit  noander  T<»rglioheD,  lo  hat  man 

l  sn  («  +  /■  K')  =       »n  («  —  iK) ;         tn  («i  -|-  iK') »  —  tu  (tf  — '  /'  A'') ; 
^'     icn(M  +  iiSC')  =  -cu(«-tiCO;       du(ii-i-iiCO  =  — do(M— tiC'). 
Die  Relatiooea  iintpr  den  Amplituden  sind 

I  am  («  +  •  K')  4-  am  (M — iK)  =  t, 

8-     {san9C""^"+'-^\--"^"--i^)^d,u. 

Setzt  man  in  den  Formeln  (7.)  «-f-tf  für  U,  so  werden  itie 
j  sn(«  +  2iJSC')  =r  MHU,  tn(M  +  2iJiL')  =:  -tn«, 

9.       l<in(u-^'2iK')  «  —cn«,      6n{u-\-'2iK')  ==  —du«      und 
'  am(tt  +  2iJt')  =  T — am«. 

Aus  den  vorstehenden  Formeln  folgt  ohne  Weiteres 

j  sn  (« + 2  n  i  JCO  =  »o  «,  cn  («  +  2  niK)  =  (—  1)".  on  u, 

'®'      itn(«  +  2niJSC')  =  (— l)".onM,    dn («  + 2 niÄ')  =  (—1)". du w, 
und  für  die  Amplituden  erhält  man 

11.      am(tt  +  2n«JSC0  =  nir+<— l)-.amt«. 
Die  Formeln  (6.) — (11.)  hätte  man  auch  leicht  aus  denen  des  (.  26.  her- 
leiten können.    Setzt  man  in  den  Formeln  (6.)  ti  ss  0 ,  so  erhält  man 

12.      sn(iK')=J,      *n(iK0  =  -5f,      tn(iÄO  =  »>      dn(iiC')  =  ^*. 

Setzt  man  in  den  Formeln  (9.)  ussO,  so  hat  man 

J  sn(2,-ü:')  «  0,  tn(2iJi:')  =  0, 

"•      icn(2tÄ*')  =  —  1,       dn(2iiSC')  =  —  1. 
Wird  aber  u  =  iK  gesetzt ,  ho  findet  man 

-  jsn  (3  iiC')  =  i,  tn(3»Ä')  =  —  i, 

**•       |cn(3fiC0  » -^,       dn(3iiC0  = -ö"- 
Setzt  man  in  den  Formeln  (6.)  u-^K  tur  u,  ao  werden  sie 

8n(»+Ä:+iK')  =  ir^» 

^      '  '  '  jfc    snctt  ik   cui4^ 

dnCu+Ä+iJrO  «  ~  =  i*'to«, 

am  (tf+  K  4-  *  JT)  =  ^  +  i «  aro  sin  (doo  u),    - 


t 
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Setzt  mao  hierin  «asO,  so  entstehen  die  Formeln 

Bn(Ji:+iJfO=X'        tn(Ä:  +  iJCO  =  p-, 
16.      {cn(X+tJK')«^,      dn(Ä-f  i/fO  =  0, 

amCX+  i  JCO  =  -f-  +  <«aro8in(Ä0. 

$.   29. 

Setzt  man  in  den  Formeki  (10.)  noch  u-^2mK  fiir  u,  to  er« 

hSIt  man 

Ba(u+2mK  +  2 niK')  «s  (—  l)".8n v, 

cn(M  +  3»»Ä:+2»iiSC0  =  (— ir+'-ODM, 

tn(«-H2»ÄÄ:+2n»jK:')  p=  (— l)".tnti, 

dn<if+2»»JK:+2»fX')  =  (— l)-.dn»«*), 

M^ie  im  $.  25.  auf  andere  Art  gefunden  vrorden  ist.    Setzt  man  hierin 

entweder  «  =  0,  oder  us=K,  oder  ussiK',  oder  ws^  K-^if^',  so  ^v 

hlilt  man  eine  Reihe  von  partioulSren  Bestimmungen,  welche  wir  auf  fol» 

gende  Weise  zusammen  gruppiren. 

Functionen,  welche  s^O  sind; 
8n(2»«Jr+2Mi^')  =  0,  cn((2«  +  l)4r+2nil")  =  0, 

tn(2»»*  +  2»«^0  =  0,  dD((2OT+l)i:+(2n+l)»/r')  k  0, 

Funotiooen,    welche  =  J-  sind: 
8n(2OT^+(2n+l)iA:')  =  ^,  dn{QmK^{2n+l)iK')  =  ^, 

-      cn(2//*ir  +  (2n+l)»jr0  =  J,  tn((2»»+l)jr+2wiii:')  =  i- 

Fuuotioneo,  welche  =+1    oder  =+*   sind: 

8n((2/«+l)i:+2n»A:0 -(-!)",       Tn(2  wü:  + (2  «rfl)t4:')  =  (—!)"•% 
ca{2mK+2niK')s=(^l)'-+%  dn(2»»A:+2nii:')  =  (-!)". 

Functionen,  deren  Werthe  vom  Modul  abhangen; 

8n((2//i+i)ir+(2»+i)iiro  « (-0"»T' 

cn((2in+l)Jr+(2n+l)i^0  =  (-1)»+-.  j^, 
tn((2f»  +  l)J8:+(2n+l)ijr')  r=  (-1)",-^, 

dn((2»/i+i)Ä:+2»ti:o  =s  (—1)".*'. 


*)    Setzt  mao  der  Kürze  wegen  M*|-2m/(-)-2nt£'  =  u',  so  findet  mau  die  Fori|rio 
•neu'  SS  ( — Ij^.aorw,  lue«'  as  (— l)".tnc«, 

^        GttCu'  =  ( — ij^+'.cycj«,  davu'  ^  ( — lj".doc«.  4li 


f.  30. 

k 


CjkUscke  Modttkr-FaiictioneD  mit  dem  Mo4al  —  lorudcgeRiiH  «if  Akoliche  mit  dem  Modol  k* 


Stellea  wir  die  Formel  also  dar:  Artf= 


Wenn  statt  des  Moduls  k  oder  k'  ein  anderer^  z.  B«  der  lüfodal  -^  ^ 
verstaDden  werden  soll^  so  kann  man  diesen  Modul  hinter  das  Argument^ 
und  durch  ein  Komma  davon  getrennt  setzen;  die  cyklischen  Functionen 
des  Argumentes  u  mit  dem  Modul  ^  *^^  demnachr  bezeichnet  durch 

8n(ti,Y),  cn{tt,— ),  tn(ii,— ),  dn(fi^y),  und  die  Amplitude  ist  mit 
amfif^-r-l  zu  bezeichnen*  Mit  den  auf  den  Modul  k  bezogenen  Functio- 
nen stehen  die  auf  den  rectproken  Modul  -r-  bezogenen  Functionen  in  ei- 
nem einfachen  Zusammenhange,  welcher  nun  aufzufclBren  ist. 

V(i^z^)V(k^—z^)  "°^^  ^*®  früher,  k  eine  zwischen 
den  Grenzen  0  und  1  enthaltene  ZaU ;  so  ist  du  und  also  auch  u  imagi- 
när, wenn  z^k  genommen  wird,  upd  es  ist  ii  nur  reell  zwischen  den 
Grenzen  ;s  =5  0  und  z=^k, 

2  Artt=s  / jr -r — r,  so  ist 

-',V-(l^^«)j/(l-l..^) 

ihrgemäls   z:=^nn{ku,^),    /•(l-i')  =cn(A:i(, -J)    und    j/(l^^)« 

dn(ku,—f^     Wollen  wir  diese  Functionen  auf  solche  mit  dem  Modul  k 

zurückfuhren,  so  haben  wir  nur  -^  s=  t,  also  z^=^  kt  und  dz  =  kdf  zu 
setzen,  wodurch,  weil  für  js= 0  auch  ^  =bO  ist,  das  Integral  umgeformt  wird  io 

/dt 
V'(i  —  0)V'lt--k^t^)  *    ^*®*®'*  Formel  gemSfii  ist  aber  t  der  Modu* 

lar*  Sinus   des  Argumentes  n  für    den  Modul  k,    und  also  in  Zeichen 
<=snti;   da  nun  aber  «=sA:/  ist,  so  haben  wir  die  Formel 

an^Äti,— )  =  ^snti; 
hieraus  folgt  aber 

cn(Äii^^)  =3  dnti. 
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CoDJugirt  mit  dem  Modul  ^  ^'  derjenige  ^  dessen  Quadrat  das  Quadrat 
von  —  asu  Eins  ergSnzt|  oder  y^l — j^^  und  dieser  Modul  ist,  wenn  wir 
wieder  A:  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  enthalten  ansehen ,  imaginitr; 
derselbe  ist  entweder  y  J"  =V  ^^^  y  J^i  ^il*  Nach  der 
gewöhnlichsten  Art  zu  rechnen  sehen  wir 

—  als  conjugirt  mit  — 
an,    und  beachten  dann  mit  strenger  Consequenz  die  Yorsdurift,   dals, 
wenn  ^  ^^^  ^  'gesetzt  wird,  —  ^  ^'  ^^  setzen  sei* 

Unter  der  Voraussetzung ,  dafs  —  der  mit  -^  conjugirte  Modul  sei, 
bestimmen  wir  jetzt  schon  den  zum  Modul  —  gehurigen  Modular- Qua- 
dranten, welchen  wir  für  den  Augenblick  mit  k.^  bezeichnen*  So  wie 
dnüCsAr'  nt,  so  muls  auch  dnfA:.^,^)  ^T"  *^'°* 

Da  den  vorigen  Formeln  gemiils  dnyk. St^ —J  =^  cnR  ist ^  so  soll 
also  auch  cn^=  rr-  sein.  Den  Formeln  (16.)  im  $•  28.  gemals  ist 
en(JiC+tJiCO  =  -T^  9  und  on(K—iK'):=s  i^;  daher  schlielsen  wir,  dafs 
X  =  £-#£',  und  also 

kiK'-iKO  der  zum  Modul  i- 
gehurige  Modular- Quadrant  sei;  wir  hStten  k(K^iK^)  als,Modular-Qua- 

k^  1 

dranten  gefunden,  wenn  wir  —  als  mit  dem  Modul  -r-  conjugirt  betraob» 

tet  hätten.     Da  wir  aber  —  als  den  conjugirten  Modul  ansehen,  so  ha- 
ben wir  den  Lehrsatz: 

Wird  -r-  statt  des  Moduls  k  gesetzt,  so  verwandelt  sich  der  Modu- 
lar- Quadrant  K  in  k(K  — iK'). 
Wenden  wir  die  Formeln  (17.)  des  $•  13,  auf  die  Functionen  mit 
dem  Modul   77  an,   so  entstehen  die  Formeln 


-(»•^r)  =  -Sf 


sacu  * 


Zwtittr   AbackniiU     $.80.  5t 

too(*ii,l)  =  y^, 

dno(*ti,l)  =  ^.jl^. 
Hiernaoh  haben  ^ir  also  die  iblgenden  LehrsStze:    Setzt  man  ku  /Br  u 
^ni  Y  '^^  ^  Moduls  k»  ^o  verwandelt  sich  k^  m  -^ »  ferner 

1.  anu    in    Äsnii,  g^      ^^^^    j^       i 

2.  cnti    in    dnii,  ^«" 

7#       tnoti    in    •: , 

8«      dnoii    in    -7-« , 

0.      tang^am2ii    in    kvauwatu. 

E«  »t  am(Äu,-)  =  -j-Iog^  — —-—--«-log   /  _^g ;   ena- 

nem  wir  uns  also  der  Formel  (8.)  im  Zusätze  zu  $.27.9  so  haben  wir 


3. 

te« 

in 

p^cnott. 

4. 

dn  ti 

in 

cn«, 

5. 

BDOtf 

• 

m 

1 
«neu  ' 

am 
daher  ist 


(äii,|)  =  arotang(|-€noii)  =  l\± . )^, 


imk{kn,^)  =  i^  aro sin (A^sn  11)  =  -^ 


^  —  WOMfiui) 


weil  den  obigen  Formeln  gemSb  aro  taDg^—cnciij=s  aresin  (Ar  snfi)  ist« 
Zusatz,    Es  ist 

snii  =9  sinamti^  ontf  as  sin^-^  —  vmtn  und 

sncii  SS  sinamoii^         cncu  s  sin^y«— amcu); 
also  ist  auch 

Asnii  =  8inam(A?ti^— ), 

dnii  =  «in(~— am(*i<,Y))> 
Ap  sneii  =  sin  am  (A:(JC— 11),  y)  f 
dnoii  =  sin  (-J— am  (A:(ä-ii),  4))- 


Di  Don  überhaupt  £(p  =  I«gl/i±g2  ist,  m  ist 

£am«  =  Iogl/i±^:      und  JJamo«  =  log^}-±^, 

«(«-am«)«Iogj/i±^:      und      j(|.-^mo«)  =  Iogl/[±^«, 

Kt— (*«'T))-'oß,/i±^:, 
«(|.-.„,(*(Ä-«),|)):=IogV^J±52£^. 

$.  31. 

ik 
Cyklisebc  FmctioDen  mit  dem  Modal  -p-  zoruckgefuhii  auf  cjklisehe  FaBdioDeo 

mit  dem  Modal  k. 

ik 
Auch   die  Modnlar- Functionen  mit  dem  Modul  -p-  können  leioht 

auf  Modular- Functionen  mit  dem  Modul  k  zurückgeführt  if erden;  so  wie 

der  Modul  y'  ^^^  X  ^^i^S^'^'  ist ,  so  ist  auch  -p-  mit  77  conjugirt,  und 

diese  Bemerkung  reicht  schon  hin^  die  gesuchten  Formeln  sogleich  aus 

denen  des  $.  30.  herzuleiten.     Da  nach  $•  30.  ist  to^A^tf^— )  ss-^^,   so 

ist  auch  tu(&'«,i)  =^S  und  foIgUoh  tn(Ä'«i,l)  =^^.  Da 
aber  fiaoh  $.  27.  ist  sn'(tf«)^i.tDtf  =  i.—^f  ferner  in'(ui)ss  —  und 
tnikf ui,jj^^i »n\k'u,^)f  so  entsteht,  wenn  diese  Werthe  substitoirt 
werden,  die  Formel 

(,,      ik\        k'mu  , 

du(Ä'«,f)  =  |/(l+ilc«c'«)  =  ^"  =  J,. 
tangl.am(2*'«^i?)=*'.^ 


itt         mcic 

lU  *^     CSU 


Zweiter    Ahwekniti.      §.31.  53 

Bezeiohneo  wir  den  Modular*  Quadranten  for  den  Modul  —  f3r  den  Au- 
genblick mit  A:'.^^  so  mub  also^  weil  dn£  =  A:'  ist,  auch  dn(ft'^,^) 

1  1  ik 

SS  -T7  sein,  da  p-  der  mit  -^  conjugprte  Modul  ist«     Da  aber  den  vorigen 

Formeln  gemiib  ^°(*'-^>  p")  =5rf-  «*>  ^  »«^  «"o^  STÄ^^iF^  ^*^ 
dn^  =  k\  und  daher  ^  =  £  sein»  Der  zum  Modul  -p-  gehörige  Modu- 
lar^  Quadrant  ist  folglich  k^K. 

Nach  den  Formeln  (17.)  des  $•  13.  leiten  wir  aus  den  Torstehen« 
den  Formeln  noch  her 

snc^A^tf^-pjsscnif^ 
cnc  (Ä'ti,p)  =5  snti, 

a,.c(*'„,i?)=|/(i+^«.'«)='-i!!=5i;. 

Da  sowohl  taDgam(A:'ii^p).tangamcii  s  1^   als  auch 
fang  amc  (k^u^  p-1  •  tang  amu  =  1  ist,  so  ist]  • 
am(Ä'ii,^)  =  ^— amcu^ 

amc  {k'u,  -p)  =  -f-  — amu. 

Fassen  wir  die  entwickelten  Formeln  zusammen,  so  haben  wir  die  fol- 
genden Lehrs&tze: 

Wird  ^  statt  des  Moduls  A:  (also  ^  for  k')  und  Ar'u  ior  ti  ge- 
setzt, so  verwandelt  sich 
1«      snfi    in    cncu^ 
2«      cnii    in    sncti^ 

3-   ta«  »"  iL* 

.         ^  •  1  dacic 

4.     dn«    m    ^  =  -j^. 


h. 

sncfi 

in 

cnti^ 

%. 

oncii 

in 

sntf. 

7. 

tnctt 

in 

com' 

8. 

dncti 

in 

1              dnu 
doctt   ""    k'  ^ 
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0,        amti    in    y — amoti, 
10.      amcti    in    -g-— am«. 


GDCtt 


11.      taoglamSti  in  tnudnou  ae  . — j— .. 

ik 

Zusatz  !•     So  wie  zum  Modul  -p  der  Modular- Quadrant  W.K 

ilof  1  • 

gehört,  80  gehurt  auch  zum  Modul  — ,  weldier  mit  —  oonjugirt  ist,   der 

Modular-Quadrant  h.K^}  daher  venrollständigen  wir  den  im  $•  30.  be- 
wiesenen Lehrsatz,  wie  folgt: 

Setzt  man  -r-  statt  des  Moduls  k  und  -^  ^t^^  ^'y  ^o  verwandelt 

sich  K  m  k(K^iKO  und  Kf  in  k.K',  also  das  VerAältmfs 

K  .     K 

Z  u  s  a  t  z  2,    So  wie  zum  Modul  —  der  Modular  •  Quadrant  k  {K—  i  K) 

1  ik 

gehorti  so  gehurt  auch  zum  Modul  -p,  welcher  mit  p-  conjugirt  ist,  der 
Modular- Quadrant  kf{]Kf — iK\  und  wir  haben  also  den  Lehrsatz: 

Setzt  man  —  statt  des  Moduls  k  und  p-  statt  k!,  so  verwandelt 
sich  K  in  k'.K  und  K'  in  k'(K'— iK),  also  das  Verhältnifs 

Anmerkung«    Die  im  Vorstehenden  entwickelten  SKtze,  wodurch 

1  ik 

die  Functionen  mit  den  Moduln  k,  Wy  j  und  —  auf  einander  zurSdige- 

fuhrt  werden,  gestatten  nicht  blofs  4ie  zahlreichsten  Anwendungen,  son- 
dern sie  bieten  auch  dia  Möglichkeit  dar,  aus  einigen  wenigen  Relationen 
eine  groCse  Menge  ähnlicher,  welche  andere  und  andere  Functionen  be* 
treffen,  ohne  grobe  Weillaufigkeiten  herzuleiten.  Auch  der  Zusammen^ 
bang  unter  bereits  gefundenen  Relationen  lulst  sich  dadurch  auf  mannig» 
faltige  Arten  nachweisen» 
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Dritter    Absohoitt. 

i.  32. 

Die  ModoUr-Fanctionea  Ton  -^  nnd  — == . 

Wenn  man  in  den  Formeln  des  {.  14.,  welche  wir  hier  wieder- 
holen : 


1. 


*«"T=i^r:fF'       «Inf»/"*', 


die  i>eiden  conjugirten  Modul,  und  also  auch  die  ihnen  zugehor^en  Modu» 
lar- Quadranten  mit  einander  Tertausofat,  so  erhalt  man 


imcl  hieraus  lassen  sich  die  Werthe  der  FuDctionen  des  Arguments  ^ 


leicht  herleiten.      Es   ist  zunächst    sn^ssttn'-jt    cn^= ^, 

da'—  "^'"2" 

tn  -5-  =  » sn'  -5-   und   dn  ^  s=  — ^^ ;   werden  hierin  die  vorhin  angege- 
benen  Werthe  substituirt,  so  erhalt  man  die  folgenden  Bestimmungen: 

.  Die  Functionen  des  Argumentes  — =^ —  werden  am  bequemsten  be- 

K 
reebnet  nach  den  Formeln  (1.) — (5.)  des  ^28*1  indem  man  ^^y  und 
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D«m  bt  1-drf«.«."  i  =  l-t-.pij  =  1-  \/^  =  t-l/|^J 


Vk 
Kk'h  cn'h  cuß  Aaa  ss 


alsp 

an^ftcn^&cnadng  l/^__*i*2_  1  +  fc    \   __  ./l  — t 

1— dn*o8n'«*  'Xl+Jfc)»(l-PP)' 2 (!—*')'  ~"  '     2*   ^ 

folfiUoh  iit 

(""VT^T-y  --  V-2& 'V-üF- 

Erhebt  man  diese  Ausdraoke  zum  Quadrate,  so  erbSIt  man; 

Es  »t    ona^cn'J  =  J^—^^^^^-^^,  also  ^^_j„»,,„..^  =  %« 

femer  ist  snadnasn'ftdn^Ä  =  KiTqn?T+r)»  *^     i'-do«a«n^&    ^ 
|/^ ,  daher  ist 

Da  (1 +i)'tB  1±2«— 1  as  +2f,  also  l±t  =  V"(±2t)  ist,  so  kCnnen  die 
beiden  vorigen  Formeln  auch  also  geschrieben  werden; 

cnd.if-l^^CT^). 

Esisti(f-^=f  +  f,alsoisttn(|+lf)=.W{f-^, 

und  da  tax'  (f  -  ^)  =  f-^—i  f-=^  ist,  so  erhält  man 
■     (K   ,    iK\  ,/l  — Jf  ,    .,/i  +  Jfc'  , 

»H2---2-)  =   r-TP '.V^- 


Erhd>t  man  diSM  <AiMdr6«ke  zum  9^<''*<*^  *o^'b^t  >iui^t 

,"     -(fix)  =  i/(-«±^)-    i 

Für  die  oyklisohen  Differenten  erhSIt  man  die  Formeln 

und  erhebt  man  sie  zum  Quadrate,  so  erbalt  man 
Endlich  findet  man: 

Setzt  man  in  den  Formeln  (6.)  des  $.  28.  jetzt  utss^^  so  erl|Ült  man 

»(|±.Ji:'.)-t'i^. 
«.(|±iif')  =  +'YÄ. 

«.     {to(|±.JE')  =  ±.Y^, 

an  (fiiK')  =  ?••/■*', 

•m(-|-±iX>)  =  ■J  +  ianSangt/*')- 
Setzt  man  endlich  in  den  Formeln  (2.)  des  $.  27.  u  s  — ,  «o  entstehen 


0. 


§.   32.  a. 

Von  der  YerdoppeloDg  aml  B>lbiraiijf  des  ii;giMieiiti  der  cjkUsebiO'Mtdnlar'FMetiooeo. 

Setzt  man  in  4en  Formeln  far  die  t^kliscbeo  Functionen  .eines  Bi- 
nom» 0+^  V^^  basa,  so.  bM  man 

8 


S8 


Dritter   Ahsekmitt,    §.  32k«. 


1. 


ni2<t  ■• 
on2a 
tn2a 
do2a 


28aaaia  da« 

1  — *»8ii*a 

en*a—s»*aiu*a 

1— i»80«a 

Stnadna 

1— ta«a4a*a   ' 

do*a  —  *»  B«'a  cn*a 

1  — fc»8B«0 

2wc«gdiio  . 

eo*  a-f~>o*  a  in*  a  ' 

i  —  k*m*a        ' 


1— 2>;«8u«a+t«w«o 
1— Ji;*8n«a 


Au  dieien  Formdn  setzen  wir  zosammeD  die  folgenden  AasdrSoke« 


l+8n2a 
1— 8n2a 

l-fen2a 
1-— on2a 

l+dn2a 
1— dn2a 

dn2a4-  on2a 
dn2a — on2a 

i+k»n2a 
1— A;ui2a 

dn2a— A:'8n2a 
dn2a+A:'8n2a 

dn2a4-i^ 
dn2a—ik' 


"*  cii*a+8o*adn*a' 

(eng  —  80 g  dna)* 
"^  co^g^-so'ado'a' 

2co»g 

**    1  — *»80*a  ^ 
^_^    28D*gdn^o 
~    1— ik»8o*o  ^ 

2dn>a 


1— ik»8«*g  • 
2fc*8H*gcn*a 

l-.Ä»80*O      • 

2cii^g  do^g 
1  — Ä:»  80*  g   ^ 

2fc^*8o«g 
1— fc»80*g* 

(dog^-jksogcog)* 
do*  g  +  üc*  80*  g  CO*  g  * 
(dog —  fcsnacog)* 
do*  g  +  ^*  80*  g  CO*  g  ^ 

(dog+(l"-fc08ogcog)(dog->(f4>ft080gcpg) 
l_ik*80*g  ^ 

(do  g  —  (1—  ^0  80  g  CO  g)  (do  g+Cl^*  kQ  80  g  co  g) 
1— ifc*80*g  ^ 

(l  +  fcO(l  — (1— ik08o*g)* 
1  — Ä:*80*g  » 

(l-y)(l-(i4,y)sa>g)^ 
1— ib*80«a  ^ 
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2.     (  oder 

d«2a+A«i2a  =  (!+*).  i^|5J^, 

dn2a— *oo2a  «  (1^^).}+*'**". 

^  '  1  —  X;sa*a 

Bfan  könnte  die  Reibe  dieser  Formeln  leicht  noob  Fermehren;  die  ?onte- 
henden  nnd  aber  die  wichtigeren,  und  aus  ihnen  leiten  wir  her: 

,/l  — €ffl2a  ^^^         ,/l+c»2a 


•— dn2a 
-«2«» 
2a— ca2a 


4. 


I  ,/dn2a  +  cn2a  .  ,/dn 

^  ,/    1— cii2«  .   „^  ,/   l-j-cn2a 

*"«  =   yd,2aH:c.^a>  *°»^  =   yr,2a-coga' 

dna  =  1^:15^^,  dnc«  =  fjl^pj^, 

'     l-^cn2a    '  '     1 — co2a 

Ke  vier  obersten  Formeln  lassen  sich  auch  also  darstellen: 

__      V"(l4gD2a)-V"(t-Bn2a) 
Sna  —  y-(i^jk8n2a)+y(l— Jfc6o2«)» 
V^(t  +  8B2a)4-V^(l^»ii2a) 
■"''*  ™  V^{1  +  A-  sn 2 «)  +  V(l  -  * Bn2^» 

V(l-i-*8B2«)— VXi--)fcM2rt)         ' 

*  M«  =      V-(i  +  ,„2«)+V(l-.nJS«)     » 

•Vr(14.|fc8n2a)-'/'(l  — *»i.2a) 
Äsnoa  =     y^(i"+«i2«)-V-(l-.n2«)> 

$.   33. 

Fmiere  RdAlioneo  ooter  den  rjkliscben  Faurtiooen  der  Binome  a-\-b  and  a— 6 

nod  deoeo  der  Tbeile  a  mid  fr. 

Do.  I.  W.  K«»Bb  irt  Sn(«+*)  =  ,^|^±^^,  ,«,»«*, 

man  hierin  den  Modul  k  mit  k\  so  verwandelt  sich  :^n(a  +  d)  in  $n'(a-f6) 

=  an(ii+i);  ferner  verwandelt  sieh  der  Zähler  in  5ÜJL- ^•S — i?  oder 

in  •»o^a^h^^^bmbina     ^^  ^  j^^^^  verwandelt  sieh  in 
ciiac»»  ' 

8* 


CO  a  CO  i 

1. 


^ 7 f   dabei*  oabeD  wir  dbo  aeiieD  Amdruck; 

I      1    r\  ^  sag  eng  dah-^'Snhcnb^na 
^^^'**    ^  €flacii64-8naiii6ilaallu&  ' 

,  »  ^        .  an  a  CO  a  du  &  —  Bn  &  cn  fr  du  a 

80  (a  — ö)  *»  --^ 7 r-; T-r  • ' 

^  ^  cuaco^  —  snasnfrduadofr 

Dividirt  man  den  Zähler  und  Nenner  durDb  dnada^^    so  erhält  man 

!/      I    z\  sna  8nccp4-8n&  sncfr 

""     •      ^  soca  fliiicD-f-sna  800    ' 

^  '  80ca80G&  —  snasoD 

Setzt  man  m  diesen  Formeln  a'\'%K'  fiir  üy  so  verwandelt  stob  der  Zähte^ 

,  .  X     •         1  +  **  80^  80C«80ft  8nC&  i      •      -  «r 

fXka%v^a'\-vEkh%WiO  m   — = — — ^  und  der  Nenner 

'  ^^  sna  8oca  ^ 

«I  -L     *       X:  (soasocfr-l-soca  8Dfr) 

sncasnofr+sna  8n9    m    — ^ — rr — -^ -% 

ferner  sn(ii  +  J)  in  r— 7— riT>  dater  haben  wir  noch 


/_    ,     TN  80a  80G6-4*8DCa  8Di& 

sn(a  +  6)  =  ^  ,  ,^ — -^ r — rt 

^      '     '  14-^^  8aaso€a  soosiico ' 

_ /^       »N  soasncfr  —  snrasnfr 


'  80asocasofrsacfr* 

SchafDt  man  in  diesen  Ausdrücken  die  Functionen  des  Complementes  weg, 
so  erhalt  man 

sn(a  +  ö)  =  1 \  \    ,  ,, T^ T-f 

^      '      '  doadofr-f-^^'^^^^^  ^**^  ^"^ 

/  »X  soadnacofr  —  snfrdn&cna 

sn(a--6;  =  7 — — - — — 3-— —. 

^  dn  a  da  fr  —  ik^  so  a  so  6  co  a  ca  6 

Dieselben  Formeln  erhält  man,   wenn  man  in  den  Formeln  (1.)  setzt  ha 
^^v  ay  kh  ^At  h  und  -^^  statt  des  Moduls  Ar^   und  die  Sätze  des  $.  30«  an» 
wendet;   dieselben  Formel  kommen  aber  auch  schon  im  %.  13.  vor* 
Aus  den  Formeln  (2.)  folgt: 

^  ,        .     tjy. (8oc&"f'»oq)(8nca4'^&)        (cn64"8ngdn&)(cna+8n6  dog) 

"■        ^^   T"  ^  8uoaSQc64~SDa8a&      *""      coa  co^-f-soa  8o6daa  do6     ' 

I J-      ^        Ä^  —  (^°^^*t"^°^)(^°*^^""^"^) (cD&  +  8aa  dBfe)(CTi<t~»iiftdo a) 

-     ""^      V.  "~   /  ""      socasoc^  —  8o,a8o6      ""      caaca6 — saa  806  daado6^^* 

3     / 

*       .^  .   J_Ä\  (socfe  —  sn o) (snc a  ~  so &)        (cd &  —  so a  dn fr) (co a  —  sn&doa) 

""      vT/  80008006-}*^^°^"^      ^^      cuocu6''4*9oa  sa^diradu^*     • 

^  /        jt\  (bdc  6  —  80  q)  (80cq  -|"8n  fe)        (cofe — soadBfr)(cDa4'Safr  d«a) 

V  /  socaaocD  —  800806  coaco6  —  saasoodoado^^ 


Setzt  man  in   diesen  Formelif  kA  iür  a^  kb  ISr  i.«uid  -7- a^att  dot  llfK' 
duls  k,  80  verwandeln  sie  sioh  dem  §.  30.  gemafs  io 

1  J.  2- .» /"/x  X  A^  —  (<*■  ^+  ^  8»tf  <*"  *)  C^"tt  +  fe  an  &  eng) 

-    ,    ,        ,    ^^h'i  (dwft 4" ^  SD g  cn  &)  (do  g  —  A: Bii ft  eng) 

l-f-Äsn^Ä       «';  — :         diiddi)6_ik'sQg8o6cngGii6  ,>  .    .  ; 

1 — *8n(Ä  +  ft)  =  ^ — - — ,  ,  ,  ,/ ri — j-i— ^f    ' 

^      '      ^  dua  dii6-4-A;^  sng  8o&(log  da6.     '. 

4        w        /  z\  (dn^  —  Jcnna  c>nb)(dna 'l'k sahen a) 

1       nm\^u       u)  —        -doadii6  — Ä:*8og8a6doqdo6  ♦; 

Setzt  man  in  der  zweiten  und  Tierten  von  den  Formeln  (3.)  £— n  (or 
a^  so  verwandeln  sie  sioh  in  \ 

.    ,  /      .    »N  (80C&  +  «ncg)(9ng  —  soft) 

1  -  Bnc(a  +  ft)  =  («'"'^-''°^°)(''"''+«°ft) 

^      '      ^  eng  8aco-r-8DC«8o6      ' 

und  setzt  man  nun  k/  a  {m  üy   k'b  iur  b  und  p-  statt  des  Modub  k,   so 
erhält  man  nach  §.31.  auf  der  Stelle 

l  +  cn(a  +  J)  =s  ^ — — — ~ i— ^, 

^  /      I    r\  (c«ifr  —  pna)  (cncg+CDc6) 

l-OD(a  +  ft)  =       ^acoö^caa^b     ' 

Es  ist  aber   onca-oono6  =s  — ^ := — -r-r und  der  Nenner 

dag  du  6 
•  «         JbVsiigcA^  (I116— 8n^cdgdog)      ,  «        «^  j.  '  * 

cncacnft— cnacnoJ  =  -^--— — 3 — rr ^>  daher  bat  man 

du  a  du  6  '  t 

•       ,         /  -L  Ä^  —  (^"  ^  "^  **"  <').(s''  g  dn  fe  ->-  88  fe  do  g)    . 

"•         V  T    y  -^       eaacn6  do6  —  8o6cQgdaa    -^ 

M    i        f  »\          (cfifr+CBg)(9sodo&+8u6daa) 

'         ^  '               ßiia  cn6da6-f-8nDcngdoa 

4             /  .    i.\           (cq6— cng)(8ng  dnfc  +  sn&doa) 

^  '     ^                8ngco&do6  —  saocngdng     '          * 


5. 


4  /  i.\  (co6 — 

1— cn(Ä — i)  =s  ^ 


en  a)  (sn  g  da  6  —  8n  6  ds  g) 


80«  ca6do6-|*9n6cng  dog 

Der  Ausdruck  von  on(a±^)y  woraus  die  vorstehenden  Formeln  hergt^j?^ 

tet  werden  können  9  ist 

(I    t\           eng  weg  —  fs  &  C11C&  . 

a  +  ft)  =3  r r-,    also 


^         j  cocgcofr  — cugciic6  ^ 

*         1        ,  .V  eng  Gnc.g4-cn^  cncfr 

1 00(11  —  *)  CS  T T-f-n r* 


m 


.Dr.itt*rjtb*9hmi1t.     ^.34. 


Aus  diesen  Formelii  erbSIt  man  naeb  $.31.  auf  der  Stelle: 


1  /*+i7«'"«(«±*) 

i  log  / Z. 


14. 


s  aro taog fp-  ono aoabj  ±  aro  fang  (p-  oncb  cn aj, 

4  /l  +  jrcnc(a-f  fc) 

T»»«i/— 7* 

y  i+i*coc(«-i) 

I  sar  aro  fang  (j^-  ooob  on  a)  —  i  ^rcSang  (r;^  onoa  onc6  cna  onftj, 


fr) 


1          h—j;^<a 
7-log|/   — j^g 

=  aro  tang^jp-  oncd  onaj  + « StrcJong  {-r^  onca  cao6  cn  a  cnij . 

Tertausdit  mao  io  deo  Gleichungen  (9.)  und  (10.)  die  beiden  oonjogirten 
Modul,  und  setzt  man  ferner  ai  für  a  und  hi  fSr  h,  so  erhält  man: 

l—  log  yiXjtnfa— fr)  ~  **"  *"°8  (tn  J  dn  a)  — » 21«  Jong  (tu  a  tn  6  dn  a  da  6), 
~  '*^  VlE*to(a+f>)  =  *">  tong  (tn  6  dn  a)  +  <  »31rc  Jong  (tn  a  tn  6  du  a  dn  h). 


15. 


$.  34. 
Aus  den  Formeln  (1.)  des  §.»11  erhalt  man  durch  Addition  und  Sub- 


traction 


1. 


,      ,    ,.    ,         ,  w^  2  KU  am  fr  (In  6 

sn(«  +  ft)4.«n(a-*)  =  j-^^-j—^^, 
sn(a+*)-sn(«-*)  =  -l^AfiLl^f 


Setzt  man  hierin  a^tK'  für  a^  so  erhält  man  auf  der  Stelle  nach  $•  (28.) 


2. 


sn  (a  —  li) 


bM  + 


ftD(a-|-6) 
1 


6n(a  — 6)        8ii(a  +  i>) 

Welter  hat  man  die  Formeln: 


2sna  cn^  dn& 

8U*a  —  811^6   * 
2  snfr  cna  dna 
8u»a  — 80*6  • 


3. 


on(a— 6)  +  cn(a+*)  =  i — r^ — ; rr> 

I       ,  «X  /      I    >.  2  siia  8fl6daado& 

ca(fl-«)-cn(«+*)  =  -^_^_— ^ 


Dr  i  t  t  f  r    jt  b  9  0  k  n  ii  t.      §   3S.  6$ 

und 

cn(a+^)   •"  co(a  —  b)  "^  co^acn^6  —  A/*  sn*«  sii*^' 

1    1    ^^  2  ga  fl  SB  ft  dn  fl  Je  ft 

co(a-f-^)        co(a  — ^)  CD*acn*6 — f*  8Q^aBo'6* 

Für  die  DiflPereDteo  erhfilt  man  die  Formelo: 

und  Dooh  nach  §•  31. 

t         i  ,  1  2  Ja  fl  dn  ft 

g        ldo(a+^>) '^do(a  — 6)  dn»a  — ^k»  sn^Ä  co»a  * 

{do(a4-^»)        du(a  — 6)  do*«— I*Tn^'cn^* 

Die  Formeln  für  die  Tangenten  sind 


7. 


und 


6. 


^tn(«  +  *)  +  tn(a-*)  =  — —lliLi^f^-^ , 
I       V     I     /  I        \  /  en*a  eil*  6  — Ä:'*  811*0  30*6' 

ltD(«+*)-tn(a-»  =  Va°^"^*''V     ^^ 

^      *     ^  ^  ^  cn*acii*6— Ä/*  8a*a80*  6 

i  I 1  ^_^  28Daenflfdn& 

|tn(a  — 6)^"ln(a  +  6)  ~   8a*a— 8ii*6  ^ 

1  1  28n6cn&diia 

(  to(a-^6)        lB(a4-3)  tu* a— SD* 6  * 


§.   35. 
Aus  den  Formeln  (iir  sina^  oosa^  sinß  und  cosß  im  $•  12.  leitet 
man  her  die  Formeln  für  sin2a|  sin 23,  cos 2a  und  €0s2ß;  da  sin 2a  = 
2  sin a  cos a  und  cos2a=s  oos^a — sin^a  istp  so  findet  man  auf  der  Stelle: 

8io[ain(«  +  i)  +  ain(«-i)]  ==  j^^-^—^. 


1. 


•    r        /      f    rN  /  INI  28a6cn6dna 

sin[am(a  +  i)-ain(a-ft)]  =  j-^^^—^^, 
co«i[am(«  +  ^)4-ain(g-g)]  =  i_;,»,„a,,„«^  » 
am(a+*)— am(a— J)]  =  ,_,.,„,,,..tä> 


1  —  A*  80*0  80*  6 

und  bieraoB  gaben  durch  Addhion  und  Subtraction  henror  die  folgenden: 

9 


8Q 


Ikriit€rJ[hs€hmiit.      §.36. 
....  «.  anaeaadnb+Bnbcnbina 

(a  +  J)eii(a-J)  = 1  :rF«  ,T»  a  «« 6 • 

8D  a  f  n  a  dn  &  —  sn  5  CB  &  dn  a 


l_jti8o>aM>6 


2.     <on(«+J)cn(«-*)  =  jirti^Sr7s;^   ^ 

**•  1 — A:^  6B^a  8ü^b 

^       ^      *     /       \  /  l  —  A:*8o^a80^6 


cn*  a  —  cno*  b 


iL 


l+prCu*aciic*Ä 


Die  beideD  letzten  Gleichungen  erhält  man  aucfa,  wenn  man  die  Gleichun« 
^en  (3.)  durch  (4.)  ferner  (1.)  durch  (2.)  im  §.34.  dividirt. 

Aus  diesen  Formeln  leitet  man  nach  $.27«,  §.  30»  und  $•  3L  noch 
die  folgenden  her: 


^     .   «V  •    y         «V  8oa  dna  GDft^»sii&  do&  coa 

»n(a  +  *)dn(«-J)=  r=lt»,a«a.n'ft » 


80  a  do a  cn fr  —  sab  dabtaa 


1  — Ä:*80*a8D*6 


8n(a— i$)dn(a4-d)  = 


dn(a  +  ft)dn(a— Ä)=  —5 — tt — r ti— 


do«a+Ä/>ta«fr 


3« 


""    l  +  dn»ato»6  • 
/^       x\j    /^  I   IN         cnacnftdoa  dnfr+jfc'*  8oa  8n6 

Cn(a  — Ä)dn(a+6)  =   r- ;-r ~ r^ • 

/^  I  i.\j    /         r\  coacoidoodoÄ  —  X:^*8aa8nfr 

cn(a+p)dn(a — *)  «= 
|tn(a  +  J)tn(a— J)  = 


1  —  fe*  80*  a  80*6 
80*  a — 80*6 


to»  g  —  to»  6 
l-.i/2tn*ato*6» 


CO*  a  CO*  6  —  ik'*  80*  a  80*  6 
ta(a-f-6)  ^^_  8oa  coa  dn6-f-so6ro6doa 
co(a — 6)  "~  CO*  a  CO*  6  —  A/*  80*a8u*6  • 
to (a  —  6)  ^^^  8oacoado6  —  8o6co6doa 
co(a+6)  co*aca*6  — A:'*80*a8a*fr  * 

§.  36. 
Aus  den  vorhin  gefundenen  Formeln  leiten  wir  noch  her  die  fol« 


1. 


AM         f      %   T\       f  r\  co*6+8D*  ado*6 

l-8n(«+ft)8ii(a-»)  =  f\t"'*'°,\% 

^     '     '      ^  -^  1 — ik*8a*a8o^6' 


2. 


3. 


4. 


5. 


6. 


DrittfrAbtfihnitt,      §.36»  fff 

-i    I    1.7       /^   I   IN       /^       i.\  ^n*6-f-l:«8ii*aci!*ft 

1 + «Q(a+ »)  ta(fl-») » r;— "ifi'i* , 

1  —  tD(a  +  ft)tn(a  — ft)  c= 

Ä''— yfc'cn(a  +  *)cD(a  — J)  a^ 


*''  +  *' on(a+*)cn(/i—J)  = 


Jn*  ^  dn»  g  — fc«  jfc^«  gpt  a  6b>  b 


Äddirt  man  zu  den  Gleichungen  (1.)  die  Gleichungen  (nr  8n(a-f-^)+  8n(a— 6) 
und  subtrahirt  man  aiicb|  80  erhält  man: 

'  ja±»(«+»))(iT«(«-«))  =  i^^.^. 

In  fihnlicher  Weise  oder  nach  §.30»  aus  den  vorigen  erhalt  man: 
(l±»»(a+»))(l±*«.(a-»))  =  Ö£i±i^|2a!. 

(t±*»<.+J))(l+*«(«-»))  =  ij^£±^i^. 
FSr  die  Cosiniu  findet  man: 

((l±on(a+i))(l±cn(a-.*))  =  -^±fi*}l-, 

J(l±cn(a-*))(l  +  cn(«  +  J))  =i^-p-|-^.-^. 

F8r  die  Differenten  erblilt  man  hierain  nadi  $.30.  auf  der  Stelle: 

9» 
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Ferner  ist  (ur  die  Cosinns: 

((Ä'±.-*cn(«+*))(Ä'±iAcn(«-J))  =  ^^J^l^, 

|(Ä'±»*cn(a->))(*'  +  i*cn(«+i))  =        i-t7,„,,„,^    ■   » 
und  für  die  Tangenten  findet  sioh: 

^^  j(t±.to«.+*))(t±.t.(.-*)) = „.t^tr-?.";.?,..  ■ 

*  i(i±iü,«.+j))(iTiü.(.-»))  =  ;pi^i5y!^^. 

$.  37. 
Einige  von  den  in  $.  35.  entwickelten  Producten  lassen  sich  noch 
ein&dier  darstellen,  wenn  man  die  Modular- Functionen  der  Argumente  2  a 
und  2b  einführt;  es  hat  hiermit  eine  ähnliche  Bewandtnils,  wie  mit  deo 
analogen  Formeln  der  oyklischen  Functionen.    Es  ist  z.  B. 

8in(«+ J)  sin(a— *)  =  sin'a— sin'*  =  cos'J—cos'a  =  2:i^^^^l2!£f . 
Nach  $. 32.  o.  ist  8n(a ± &)  =  l/fx^^§7^  >  <)aber  ist  ssunächst 

.n(a  +  J).sn(fl-i)  =   V[li^A^i2a+2b))il+An(,2a-2b))\> 

wdl  aber  nach  $.  36.  ist 

(l-«{2«+2l)){l-.n(2«-2J))  =  .it.-jr.'.^at  ■""• 
(l+*.(2«+2*)){l+dn(2a-2*))  =  j^±^L.^, 

80  erhalt  man  durch  die  Substitution  dieser  Werthe 

a+J).sn(a-*)  =  ±^,2a  +  dn2h^ 
Das  Vorzeichen  Vibt  sich  leicht  bestimmen;    da  nämlich  für  ^  =  0  am 
der  Formel  folgt  sn^ a  =  ±  °    ^T|  t  und  dieser  Ausdruck  positiv  seio 

mulsy  so  ist  das  untere  Vorzeichen  zu  nehmen^  und  also  ohne  alle  Zwei- 
deutigkeit 

•   "C«-l-*)-"C«-*)  -  5j2«qpd;;2^ 


:«• 
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Auch  die  VerhüieniMe  der  gleichoamfgpo  FuDOtionen  von  a  -{-  A  und 
a — h  lassen  sich  in  eben  so  einfachen  Ausdrücken  darstellen^ 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (\.)  a'\-^'^  für  a,  A+  V*  ^^^  ^>  ^ 
bleibt  a — h  ungeändert,  und  a+i  verwandelt  sich  in  a-f"^+^^^  cdso 
sn(a  +  5)  in  jT^T^+M*  ^^  verwandelt  sich  in  2a+iiSL'  und  2h  in 
^h^iK'y   daher  erhalten  wir 

ik8u(a  +  6)  \Jfc8D26    ^"itBo2a/ •  Vui26'*"lu2a/' 

also 

fiQ(a — 6)  dnZfr  wi2a —  dn2a8D26     gn2a  cn2&4'^"^^  ^'"^^ 

8n(a-|-6)  8ii2a.8n26  '  8n2a  8u26  • 

daher  reduoirt  sich  der  Ausdruck  auf 

Q  SP (fl  —  b)  ^^  dii2fe8n2a  —  dn2asn2& 

8u(7+6)  en2a  cii2£ +8ii2  6cii2a  ' 

und  die  Anwendung  des  $•  30.  auf  diese  Formel  verwandelt  sie  sogleich  in 

Q  80 (g  —  h)  fn2ft  8n2a  —  Qn2a  8n 2 A 

**•         8n(a  +  6)  ~  do26  8o2a  +  dii2a8ii26* 

Aus  diesen  beiden  Formeln  folgt  noch 

8n(a+ft)  |/dn2fr8n2a  +  dn2a8n2fr      ^sn2a  rn2/7  +  8n2&  Cfl2  a 

8BCa— 6)  I'^da26  8n2a  — dn2a8n26  '  »^8020  cu26  — su  26co2a  * 

Dieser  Ausdruck  ist  nöthigi  wenn  —  logy  "     _,  ^-  in  einer  reelletf  Form 

dargestellt  werden  soll.  Zieht  man  aus  der  vorigen  Gleichung  noch  ein» 
mal  die  Quadratwurzel,  und  nimmt  man  auf  beiden  Seiten  die  natSrlioben 
Logarithmen  so  erhält  man 

oder 

n^iT^,-  *— -«(iSI)+i-'-«(r-^)- 

Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  (8.)  und  (9.)  die  beiden  conjugirten 
Modul  und  setzt  man  ai  für  a^    wie  auch  hi  für  b,  so  erhält  man 

tn(fl->&)   Bw2adM2&  — 8n25dn2a  flH2a  — 8n25 

*!•       to(a+6)  ~  8a2a  +  8D26  ""  8s2a  da2fr  4-Bo2&do2a  * 

und  die  Gleichungen  (10.)  werden  nun 


Dritter    jib9ehmiti.      §.37.'  7f 

Werclen  die  GleichuDgen  (8.)  und  (9.)  durch  (11.)  diyidirt,  so  entsteht 

|9         cn(ff — h)  _^  nfi2a'\'»n2h      ^^   8n2acp25«»>6ii2ftco2ii 

ni7o  +  6)  8o2acn26  +  8o26cu2a  Bu2a  —  6n2b  • 

und  aus  den  Gleichungen  (10.)  und  (12.)  erhalt  man  durch  Subtraotion 

Nach  $.  30.  verwandelt  sich  die  Formel  (13.)  in 

dn(a^h)  8n2a  +  Bn2&  8a2a  dn2&— 8D2&do2a 

do(a+6)  ~  8n2ado26  +  8o26dn2a  *"  8D2a  — 8n26  ^ 

und  aus  den  Formeln  (14.)  wird 
,,      I     H|/^J=*3<«J."9©-ia«San,(^:). 

STetzt  man  in  der  Formel  (1.)  ^ — b  für  a  und  -5-  —  a  fSr  6,  so  ver- 
wandelt sich  a  +  b  in  K—{a+b)  und  ^  —  b  bleibt  ungeSndert;  da  dob 
nun  2  a  verwandelt  in  K — 2  b  und  2i  in  K — 2a^  so  erhalten  wir 

,     t   9s        /         »\  coc2a  —  cot2h 

Vertauschen  wir  nun  die  beiden  conjugirten  Modul,  zugleich  ai  (m  ä  und 
bi  rdr  b  setzend,  so  erbalten  wir 

ln(a  —  b)  ^^    k        eno2a  —  cnc2& 


oder  einfacher 
17. 


6a{a  +  b)  *'  'ksuc2a  +  kBüc2b  • 

tnfg  — R)  ^^  8n2adn26  — 8n2&dn2a 
\öa{a  +  b)  ca2adu26-|-cii26dn2a 

in (a  +  b)  8n2adn2&  +  8n26dn2a 

dn(a  — 6)  co2ado2fr-f-cn26do2a* 


und 


Setzen  wir  in  der  ersten  Formel  wieder  y — a  für  6  und  -^ — i  f&r  a^ 
%o  erhalten  wir 

tü(a^h)   j^    8nc2&  dnc2a  —  8tic2adnc2R^ 
doc(a+fr)  Cftc26doc2a-f-6Qe2adBo2&' 
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oder  nach  einer  leichten  Reduction: 

tn(a-r-J)dn(a  +  J)  =      ^.  . — s-  =  — öitt — ^i 
^  /       \      I     /  ^u2*+8o2a  eii2&4-cii2a' 

Multiplicirt  man  die  Formeln  (17.  mit  (7.)f  80  erhSIt  man 

^^  |to(.-i)d.(«-t)= "'•^^*;::f/-'- =t^ei^&a-ii), 

Multiplicirt  man  die  Formeln  (1.)  und  (2.),  und  subtrahirt  man  das  Pro- 
duct  von  Eins,  bo  erhält  man 

^     •      '        ^  '  (du26-f-an2a)  (ep26-f-t*n2a) 

Zusati;«    Wenn  die  Argumente  ß  und  ^  nicht  verdoppelt  werden^ 

80  IBt 

oder  einfacher 

Hieraus  folgi  auf  der  Stelle 

(    log  |/J^^(^^9(rc  Jana  f^^^^*); 

1         ®'   to(a — b)  ^Vsiiasnca/' 

jllo  |/ülli±Ü)   _  arctan   (      '        — ^ 
Für  die  Cosinus  erhalten  wir  die  Formel 

.  =  9(tcSang(tang^am2a.taDg|am26)i    also 

W  log l/-^",  Ti.'\  =  Äro taog  (tn a  dna  tn^i  dn'i)  =  arctang  (^^ '-^Vr j 

:;=  arc  tang  (tang  ^  am  2  ^ •  tang  | am''  2  b). 
Die  Differenten  endlich  geben  die  Formeln 

!log  y  ^"  °~  .    a=  3(rc  Saug (Fsn a  snc a  sn i  snc b) , 
-'^sVdSt^ÄO  ="  «'•etang^A^snasncii.s;;;^)- 
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A;' BD  0  iD  ft  BD  (tf  +  5)  4- A"' tn  a  tn  i  tn  (a  4- d) 
=  tn(a  +  J)dn(«+J).^:^te^±S- 

Da  aber  "'l°'"ST'"!°tS  =  tna dnataidn»  ist,  bo  ist  die  erste  von 

cii(a — 6)+co(a4-^; 

diesen  beiden  Gleichungen   also  einerlei  nut  der  obigen  Gleichung  (!•)• 
Da  femer  nach  §.  35.  ist  so(a+*)dn(a-*)  =  ""';i'^f+';^;"/"% 

"  «•*  cn(a-T)4. 0.(0+6)  = üjSt* =  tnadna+tüddn*, 

und  also 

tn(a+&)dn(a+&)— «tnadna  —  inhäah 

oder  in  anderen  Zeichen 

{taDgj^am(2a+2})  = 
taDg^am2a+tang|^am2&+ ft'^tna  tnd  tD(a+d)— A^sna  snS  8n(a-f  5)^ 
tangiam(2a--2ft)  = 
taDgi^am2a— iang^am2( — A:^tnatn5tn(a— 5)  +  A^8na8nd8n(a— 6). 
Yertauscht  man  in  diesen  Gleichungen  die  beiden  oonjugirten  Modul  mU 
einander,  so  lassen  sie  sich  also  vorstellen 

{2an9i9tm(2a  +  2*)  = 
$ttn9l9tm2a  +$an9  i^valh  4-*»@na  @nJ  6n(a+6)— Ä«sn'asn'68n'(a+4), 
Sttn9i3lm(2a— 2J)  = 
!tan9i'^m2a— San9i'^m26  — A;"  (5na@n  h  6n(a-d)  -fA^^'sn'asn'isn'CA-^X 

$.  39. 
Wir  ziehen  nun  die  Gleichungen  (3.)  und  (I.)  des  $.  38.  nSher  in 
Betracht;  was  von  ihnen  gilt,  kann  dann  leicht  auf  die  Gleichungen  (4.) 
und  (2.)  übertragen  werden.     Durch  die  Addition  der  Gleichungen  (3.) 
erhalten  wir  zunächst 

j^tangiani(2a  +  2d)  +  |tang^am(2a— 2d) 

=  tangiam2a+;fc--@n-a@n-6f"^^'+^>7®"^^°^) 
-  *»  sna  sn*  (?!:ii±i^=^^, 


oder,  wenn  die  cykliidieii  and  bfperbolisohea  Sinas  voo  a+ft  und  «— »^ 
entwidLelt  wwdaii, 

5. ^Y— 

In  dieser  Gldchung  lälst  sich  auoh  das  Glied  tang  j^am2  a  33  tna  dna 
mit  dem  dnen  oder  anderen  der  beiden  Sbrigen  Glieder  zu  einem  GUede 
znsammenaeben»    Es  ist 

iuaiüain^b 

^er  verwandelt  sich  die  Gleichung  (5.)  in 

g         fJinyilUB  (2fl+26)+tany|ani<2a-^  2&) 

*^         1  _ib/a  @n'»T@lFS       **"  1  —  ik^  80*  a  so»  !>  • 

Elien  so  findet  man  tna  ^na+    i_t.@„a«@„.^     =  i-^a  @n»a@n*6^ 
und  da  tang^am2as=sSang^S(m^2a9=Sn^a^n^a  ist,  so  erhalten  wir 

^        iaDyiain(2fl4-26)  +  tang|»m(2fl— 25) 
7.  2  " 


Die  so  eben  entwickelten  Gleichungen  (5.)f  (6«)f  (7*)f  welcbe  weiter 
unten  eine  wichtigere  Bedeutung  bekommen  werden,  lassen  sich  auch  aus 
der  Gleichung  (1.)  des  §^  38.  herleiten,  und  wir  Sbergehen  diese  Herlei« 
tung  nicht,  weil  sie  zu  einer  neuen  Darstellung  der  vorigen  Gleichungen 
iohrt«  Setzt  man  in  der  erwähnten  Gleichung  (1.)  — 2^  für  d  und  addirt 
man  die  neue  Gleichung  zu  ihr,  so  erbntt  man  zunächst 

tangi««i2«tongiam2* .  [»'-Kia-(2a+2.)  +  uogi«,.(2a^25)j 

Der  AuBdmdL  auf  der  reohten  Seite  wird,  weoa  er  entwickelt  wird, 

10*  ^ 
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und  da  tBBgiBm2atangiam2bsstnaduatni  dni:sstn^a^n^uin'bf^^h 
iftty  80  erhalt  man,  wenn  die  GleiohuDg  hierdurch  dividirt  wird,  die  an» 
fächere  Darstellung 

»•       ^-5 

"r; 


und  dieser  Ausdruck  ist  nicht  minder  bemerkenswerth,  als  die  vorigen;  da 
derselbe  hier  ohne  Kenntnils  des  Zusammenhanges  mit  den  rorigen  GM» 
diungen  gefunden  worden  ist  9  so  ist  eben  dieser  Zusammenhang  noch 
anzugeben* 

Durch  eine  leichte  Reduction  findet  man: 


t— Jfc*  80*  aso»  b  1— jk»  sa*  asa*  !»* 

werden  diese  Werthe  in  der  Gleichung  (8.)  substituirt,  so  entsteht  zunächst: 

tang|am(2a+2&)  +  tongJ^am(2g— 2&) 
-  2 

da  aber 

Ä:^*@n^a6n^a    ,    A:*  Bog  eng    k**  sa g     ,    k^Büa  eng 

^n'  g  *  da  g  Ca  g  da  a  ~        do  g 

=  i^(Ä/«  +  Ä^on^a)  =  ^-^^j^  =  tnadna  =  tangiam2a 
ist^  so  ist  die  Gleichung  (8.)  in  die  Gleichung  (5.)  verwandelt  worden« 

S.   40. 

Eiaige  Relationen  unter  cykliscbea  Modniar-Fnnctionen  mit  drei  nad  ancb  tier  bdiebigei 

Argnmeuten, 

Relationen  unter  cyklischen  Modular- Functionen  |  worin  drei  ganz 
beliebige  Argumente  vorkommen,  erhfilt  man  sehr  leicht ,  und  man  kann 
sie  in  grolser  Menge  aus  den  vorhin  entwickelten  Relationen  unter  den 
Functionen  a^b,  a-j-b  schon  dadurch  herleiten^  daCi  man  a  =  a^ß,  its 
ß-»7y  also  a'{'is:sa — 7  setzt«    Macht  man  z«  B.  in  der  Gleiohung 

dnadnft  dn(a'\-b)s:zkf^'\-k^eaacnbGn(a'{'b) 
des  #•  11.  diese  Substitution^  so  erhält  man  auf  der  Stelle  die  Gleichung« 


1«  dn(a— ß)dn(ß— 7)dn(y— a>Ä*'*+*'cn(a— ß)on(ß— 7)cn(y— a), 
mter  cyklischeD  Ufodalar-FimctigDen,  worin  drei  ganz  beliebfge  Arg«» 
mente  a>ß>7  vorkommen.  Die  drei  Differenzen  a — ß^  ß — 7  und  y^(i^ 
worauf  sich  die  in  der  Formel  vorkommenden  Functionen  bezieheui  mtH 
oben  die  Summe  Null  aus;  man  kann  aber  leicbt  eine  noch  allgemeinerb 
Relation  herleiten^  worin  vier  Argumente  vorkommen,  wovon  eines  aÜein 
so  grols  ist,  ab  die  Summe  der  drei  übrigem  Es  sei  a+ß  +  7aa^$ 
setzen  wir  nun  a+ß=y,  dann  ist  ^  +  7  =  3'^  oder  ^c=^--7,  Jfacii 
$•11.  ist  nun,  insofern  y=sa  +  ß  ist: 

cn^  =  cnacnß— sna  snßdny^      dn^  =s  dnadnjS — A^snasnßony^ 
und  weil  auch  ffssS — y  ist,  so  ist 

cn^  =  cn^cn7  +  sn^sn7dny^      dn^  sss  dn^dn7+A^8n^8oyeD^ 
Durch  die  Multiplication  der  Formeln  cnacnßson^-f-snasojSdn^  und 
cn7cnf  saen^ — snysnJdn^  erbalt  man  zunächst  die  Gleichung: 

onacnßcnycn^ 
«5  cn^^+  (snasnß  —  sn78n  j)  cn^  dn^ — sna  snßsn7  BuSäa^ff; 

multiplicirt  man  aber  die  Formeln  dnadnß  =  dn^-|-Ak^8nasnßcn^xiiQ4 
dn7dn^s=dny — A^snysn^cny,  so  erhält  man  die  zweite  Gleichung 

dnadnß  dny  dnS 
SB  dn^^-}- Ar' (snasnß — SD7snj')cnydny-— A^ snasnß sn7sn^'cn^^.  .. 
und  wenn  man  von  ihr  die  mit  k^  multiplicirte  erste  Gleichung  subtcahirt,} 
beachtend,  dab  dn^^ — k^im^ff=^  k^  ist,  so  wird  das  Argument  y  dadwcb 
völlig  eliminirt,  und  man  erbalt 

dna3nßdn7dn^ — ^cnacnßcn7on^  &=»  hf^-\'I^Ji?va(LUißvayfUii^ 
pder 

2% — ' -J75 ^ — - — ==  1  +  ir  snasnß  sn7  8na!. 

Setzt  man  in  dieser  Formel  a  — ß  fBr  a,  ß  — y  für  ß  und  7 — a  fSv  7, 
so  ist  ^  =  0,  also  cn^  =  dn^s=l  und  snJ'ssO;  die  rechte  Seite  reducirt 
sidi  ako  auf  ihr  erstes  Glied  Eins,  und  man  kommt  unter  dieser  Voraus« 
Setzung  also  auf  die  Gleichung  (1.)  wieder  zurück«  Die  griilsere  Allgemein* 
hrit  dieser  Formel  (2.)  besteht  also  darin,  dals  die  Summe  ^s=a+ß-|-7 
eine  beliebige  sein  kanq,  indessen  kommen  in  der  Gleichung  (2.)  im  Ghindtf' 
nur  drei  verschiedene  Argumente  a,  ß,  7  vor,  da  ^aa  +  ß-h7  Mmsolf. ' 
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§•  4L 

Ausdracke  von  der  Form  l  —  fc^ BuÄNkBuiCmD,  in  weldier 
jl,  Bß  Cj  D  vier  beliebige  Grofseo  siod,  haben  eine  nooh  allgemeinere  Form, 
als  der  in  der  Formel  (2.)  des  §•  40»  vorkommende  ähnliche  Aosdruok« 
Wir  können^  ohne  die  Allgemeinheit  dieser  Form  za  vermindern,  setzen : 
.  A  =  a+ßf  B  =  a— ß,  C  =  a'+ß'  und  D  =  a'—ß', 
wenn  wir  uns  unter  a,  ß,  a',  ß'^  vier  ganz  willkährliche  Grofsen  vor^ 
ttdlen«    Nach  i.  35.  ist 

sn(a  +  ß).sn(a— ß)  ==  5 — rr-i — r^i 

«(.'+(3').»(.'-ß')  =  rS^^! 

substituiren  wir  diese  Ausdrücke,  so  finden  wir  fSr 

l--Ä^sn(a+ß)8n(a-ß)sn(a'+ßOsn(a^— ßO 

einen  Bruch,  dessen  Nenner  das  Product  (1— ^^sn^asn^ß)(l — A^sn^a'sn^ß^, 

und  dessen  Zähler  ist: 

1  — Ä^sn^asn^ß— /^sn'c&'sn^ß'  +  Ä^sn'asn^ßsn^a'sn^ß'— Ä'sn'asn'a' 

— ÄUn'ß  sn'ß'  +  Ä'sn^asn^ß'  +  Ä^sn^Ot'  stf  ß; 

^  Thttl  dieses  Zahlers,  nämlich 

1  —  Ä'  sn'a  sn'a'— Ä'  sn'ß  sn^ß'  +  Ä* sn'a  snV'  sn'ß  sn^ß' 
ist  gleich  dem  Producte  (1  — A:'sn'asn'aO(l  — ^'»n'ßra'iSO»  und  die  vier 
SbrigenTheile  desselben  — A^'Csn^ctsn'ß  +  snVsn'ß'— sn'asn'ß'— sn'ßsn^aO 
sind  gMch  dem  Producte  — A:'(sn'a— sn'aO(sn'ß-^sn^ßO;  daher  entsteht 
die  Formel: 

l_Ä^8n(a  +  ß)8n(a— ß)sn(a'  +  ßO«n(a^— ßO  = 

welche,  weU  sn(a+aOsn(a--aO  =  i^^^Z-Zn^af  "«^^  8n(ß+ß08n(ß-ßO 
^s  k^Jt^t^a  ^%  äi  ■•*>  *'^'^  zusammenzieht  auf: 

*•       1  — Jk*  8o(a+«')8u(a-.a')8B(/s4-/»')  ^^{ß—ß') 
_  (i  —  fc*  80*  a8n»  gp (t  —  X:>  811^811^  /») 
(1  —  Jfc«  8n»  a  so»  ß)  (1  —  Jk»  80»  a'8o*  /?') * 

Wid  eine  Relatbn  unter  cyklischen  Nodular -Sinus  ausdruckt,  wdcbe 
auf  vier  ganz  beliebige  Argumente  a,  ß,  aJ,  ß'  beziehen« 


Or<lt#r^»«^»iilft.      §.  ft. 


|# 


SetMD  wir  bt  dieser  Formel  a-f-^^^  fSr  a>  to  Terwanddt  lieh 
n(A+ß)  in  fcM(ig4>ig)  ^^^•i  ^^^  verwandelt  eidi  die  vorigeFormel 
zuoSchst  in: 

Wjfg+gQgnfg— oQ  wi(g-f /9)8n(tf->-/g)>-8n(tf^+/^«»(«^— i^ 

8n(a4./S)  »(a  — /5)  ' sn («  +  «')«»(«—«')—»«> (/?+/^)M(iJ—/SO 

8n»g— gn'g^   i-^k^Bo^ß  80»^ 

Da  aber 

i8t|  80  reducirt  uoli  die  Gleichung  auf 

^      8n(o  +  a08n(a  —  a')— 80  (/?+/^)  »•(/?— /SO 
(1  — fc»  80*  tt  9n^a')(i  —  k^Bü^ßsn^  ß') 

(l_Jk»80*a80»/?)   (1— Jk»S0»O'80*/?)> 

welche  die  merlewiirdige  Beschaffenheit  hat^  dab  die  Ausdrucke  auf  der 
rechten  Seite  in  ihr  und  in  di^r  vorigen  Gleichung  (!•)  ganz  dieselben 
Mnd,  während  die  Ausdrücke  auf  der  linken  Seite  sehr  versoliiedene  Ge- 
stalt haben« 

$«  42. 

Setzt  man  in  der  Formel  (L)  a'  =  a  und  ß^  ss  ß^  so  verwaiidelt 
m  sich  in  die  specielle  Formel 

worin  nur  noch  zwei  beliebige  Argumente  a  und  ß  vorkommen;  dieser 
Formel  gemäb  ist  aber  auch 

i-*'«.'(.'+ß')«'(«'-(5o = %-':::?.'i--?>y^> 

l_*>»'(«+a')«.'(«-a')  =  ('->•";')(■-*•"■«?, 

\     i       ^        \  /  ^1 — |p*  8n*a8o*aO*       * 

l-«'«.'((3+ß')«.'(ß-P')  =  iS^£^^^^,  • 

mid  dividirt  man  das  Product  der  beiden  ersten  Gleichungen  durch  das 
Product  der  dritten  und  vierten ,  so  erhält  man  durch  Ausziehuog  der 
Quadrat -Wurzel  die  Formel 


•%> 


ßritttr    A  b  t  thnitU     $.4). 


1^1 


worin  der  Ausdruck  auf  der  recbteo  Seite  wieder  mit  denen  in  denGlei«  ^ 
chuDgen  (L)  und  (2.)  übereinstimmt.     Es  haben  demnach  die  vier  der 
Form  nach  sehr  verschiedenen  Ausdrücke: 

1  —  i^^  SD  {a'\-ß)  sn  (g— /g)fin(tt^+/y)  8p(o^— ff^ 
1— t»  8n(a+a08"(«  — a'>n(/'+i*')  sn(/?— /?0* 
eD(a+/g)8n(£y— /?)  — 8D(g^+/y)8n(g^— /y) 
so  (a  +  a')  80  (a  —  «')  —  sn  (/?+/?')  su  (ff  — /J^)  * 
(t  —  Jk^  8fl*  g  8P>  gp  (1  -r-  A:*  sn>  ff  sn^  ff^) 
(l_jk2  8n»a8D*ff)(l  — Ä:*  8n»a'sD*ff')» 

/[l  — fc«8DMg+ff)8nMg  — ff)][l-i^*s«M«^+ff^)si»*(tt^— ffp] 
[l  — jk2  8ii?(a4-<>0»«*  (»  — fl^O]  [l— *:*  8u*  (ff+Z'OM^Cff  —  ff')]  * 

m  welchen  a,  ßp  a^,  ß^  rtV  Sf^*^^  heUehige  Elemente  sind,  immer  dnfi» 
und  denselben  Werth, 

S.   43« 

Setaen  wir  in  der  Gleichung 

8B(a  +  ff)8ii(g  — ff)-^8DK+/y)8n(g^— ff^) 
sp(g+aOso(a  — »0  --8n(ff+ff')8y(ff  — ff') 
1  — ifc>8o(a+ff)8a(«— ff)8n(a'+ff0  8D(a^— ffO 
*^  1  — ifc*8n(a  +  a')8o(a-a08ii(ff  +  ff^)8n(ff  — ffO 

nun 

•  =  "    '2   '     >     ^       — 2 '         ' ^"^ — *      P  =  P  =  - — 2 • 

go  ist  a  +  ß  =  A,  a—ß^C—B,  a'  +  ß'  =  B,  a'— ß'=C— ^ 
a+a's=C,  a — a'=s-4 — JP  und  ß  — ß'c=0;  und  werden  diese Werthe 
substituirt,  so  erbiilt  man  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

6n^8o(C — B) — 8n£8o(C — A)  .        iji        a       ^r^      'd\       »      /n       ^\ 

oder  in  eio  wenig  verändorter  Gestalt 

1.      «nuäsnCC— Ä)  +  SDBm(A—C)  +  buCw(B.—Ä) 

=  -^f^aaABnBinCsn(C—B)sn(A—C)»niB—Ä), 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung ,  welche  nur  noch  drei  wiUkiihrliobe  Argo> 

mente  A,  B,  C  enthalt,  A  +  iK'  für  A,  B+iK'  fnr  B  und  C+iK' 

fSt  C,  »o  verwandelt  sie  sieh  sofort  in 

O      "»(C^B)  ,   an(jt—C)  .  sn{B—A)  .   »b(C—E)  ta(,A—C)  m(B—jt)        ^^ 


tO  r  i  i-ii.ttn    A^h  ».tr^  »xhlf*  i  f><#3.  vgl 

SetBt.iMn  in  di6«en  Gteiohungen  xuwU  £»4  für  A,  K-rrB  fir  B  und 
K—C  für  Cy  und  wendet  man  dann  die  Satze  de»  f.  31.  auf  «e  a%4io 
erbSh  man  auf  der  Stelle 

3.      on4cno(C— B)+cniBono(4— >C)4-cnCono(jB— dl) 
=  1^  cn  4  on  B  cn  C  cno  (C—ff)  cnc  (A^C)  eno  (B^A) 

und 

.       tmc(C-B)  ,   eac(A-C)   ,   ene(B.A)  .   eae(C-B)  toc(A-C)  encjB-A) - 

*•     ~~mÄ     "*"      tüB      "*■      caC      "^     caA     '      coJB  ctC"~  ~"  "' 

Tertauscht  man  in  den  Formeln  (1.)  und  (2.)  die  beiden  oonjugirten  Mo- 
dul, und  setzt  man  dann  4  t  fnrA,  Bi  TurB  und  Ci  fürC,  so  erhält  man 
5.      tn4tn(C— B)  +  tnÄtn(4  — C),+  tnCtn(Ä— 4) 

=  — Ä«tn4tnfitnCtn(C— B)tn(4— C)tn(fi^4) 
nnd 

-      In(C-B)   ,    tnU— O    ■   tB(B~A)   ,   tn(C-B)  lajA-C)  ttt{B-A)         - 
"•     ~~tiA      T"       loB       "''       10  C       "*"      taA      '      taB to7J~  ™  "* 

Die  Anwendung  des  §.  30.  auf  die  Formeln  (3.)  und  (4.)  giebt 

7.       dn4tn(C— l?)+dni?tn(4  — C)+dnCtn(Ä  — 4) 
=  dn4dnl?dnCtn(C— ^tn(4-(7)tn(Ä  — 4) 
und 

**•         do^     "T"      doB      "*■       dnC       ""  du^      *  "l^B      '     AaC     ' 

Zusatz.    Setzt  man  A;=sO  in  den  vorstehenden  Formeln,  so  er- 
bSit  man  für  die  trigonometrischen  Functionen  die  Formeln: 

1.  sin  4  sin  (C—B) + sin  B  sin  (4— C)  +  sin  C  sin  (B—A)  —  0  [aus  (1.)], 

2.  cos4sin(C— J9)+co§Äsin(4-C)  +  cosCsin(fi-r4)=0  [aus (3.)], 

_       8io(C— B)   ,   mo (A—C)   ,   na{B—A)   ,   sio (C—B) . sin {A—Q ■  t\n{B—A)  _ 
^'         itkA     "**      8iuB      "*"       sioC         •"  ein^.8ioB.««C  ~"  " 

(aus  2.), 
.       Bin  (C—B)    ,    sin(^— O    ,   Mn(B— ^    ,    Bin(C--B).BiuM— C).«u(B— >^)  _ 
coB^       '"      cosB      ''*      cosC        '  emA.fwB.voiC 

(aus  4.), 
5.    taog4  tang((7— J3)  +  tangBtaog(4->C)  +  tang(7tang(ir— 4) 

+  taDg4tangiltangCtaDg(C— Ä)taDg(4-C)tang(J9— 4)  =  0  (aus  5.), 

-       tepg (C-B)    ,    un>{U-C)    ,    taiig(B-^)    .    ton>c(C-B).l«ny(^.C)tong(g-^)  __  . 
UBg^     *^     taogB      "f"      liiogC      ''"  tHng^  tMogB  lang  C  » 

7.      tang  (C  -Ä  )  +  tang  (4  —  C)  +  taug  {B  -  4) 
s=  tang(C— JB)tang(4-C)iang(Ä— 4). 

11 


S2  Dritter    Abschnitt.      §.44. 

Tob  diesen  trigODometriscIien  Formeln  kömien  (l»)^  (2«)  und  (7.) 
mm  einfechsten  hergeleitet  werden  ;^  von  deq  Formeln  (l.>  «id  (2.)  hat 
meines  Wissens  zuerst  Gaufs,  in  der  Theoria  motw  corpwum  coelesthim  etc. 
eine  nützliche  Anwendung  gemacht;  die  Formeln  (3.)»  (4.) 9  (5.)  und  (6.) 
scheinen  nodi  uirgendwo  früher  au^estelii  worden  zu  sein. 

Wir  benutzen  die  im  §•  42.  ausgesprochenen  Satze  audi  zur  Cm- 
formmig  des  Ausdrucks 

*"   ^  1  — ik*8oa  sou  8oi;8ii(u-|-v  —  a)* 

welcher  weiter  unten  vorkommt,  und  bei  welchem  vieles  auf  die  Kennt- 
Di&  der  Formen  ankommt,  in  welchen  er  dargestellt  werden  kann«  Setzen 
wir  in  den  Gleichungen  des  $•  42.  . 

a  +  ß  =i  u^      a— ß  =  r,      a'+ß'  =  u  +  v—a    und    a'—ß'  =  a, 
dann  ist  rückwärts 

und  hieraus  folgt  noch 

a+a'  =  tt+r,  a— a'==Q,  ß+ß^Äii-ö  und  ß— ß's=ö—r  =— (r— a). 

Werden  (lie  hier  angegebenen   zusammengehörenden  Werthe  in  den 

Gleichungen  des  §•  42«  substituirt,  so  erhält  man  die  folgenden  Gleichungen: 

^        vo  /      I  \  8nu8iit;  —  8na  sn  ft£-4-t;  —  nt) 

1— *'8ntt»nr8n«8D(«  +  o— a)  = ; °     )  ^\ — '- 

8n(u~a)8n(t;  — a) 

(.->.„.4-")(.-..„.ür^"„.(ü±,"_.)) 
(,_»....ü±i...!;^«).(i_».„.i+i...(ii±!i_.)) 

/(i—k^  SB»  K  sn^  v)  (1~>  A:^  so»  g  8d*  (iz-f  t;  —  o))  ^ 

■^    V  1— A:»8n*(M  — a;so*(t;— a)  ~^ 

setzen  wir  in  diesen  Formeln  noch  — a  für  ^^  so  verwandeln  sie  sich  in: 

l+Ä^8n«8nr8na8n(tt+r  +  «)   =:  ,uCu+a)  . ■(!;  +  .) 

(l_,.sn*4-«)(l-*.so*ll^.n«(l±i'+a)) 


— •   r  1— ik»8n*(M+a)8ii»(!;+a)  * 


J)rHifr.A}fSPhni4U      §  4#»  ,  ^ 

dividirt  man  nun  dieM  GleidiiingeB  durch  die.  vorigen  ^  sq  erfafilt  um  dkl 
vier  folgendeo  veraelmdeven  Ausdriioke  von  U; 

1        IT       i/t  +>*  sn  II  8n  y  SB  g  sn  (Ti-f*  V^*^) 
'  1— ik^8QU8n2;8na8ii(u-)-v— *a)' 

2Tr       i/8ni/8nt;+sna8n(M-f'«^+a)  i/8"(m  —  a)wi(t;— o) 
^  snusBi» — 6oa8o(tt4-v — o)  '  8tt(u4-«p)  8o(v4-a)' 

3    r=  /«-^-=y--C4-'+-)   /'->-'^-P±-'-.) 

wovon  Bbrigens  der  erste  die  einfachste  Gestalt  hat» 
Die  Gleichung 

l  +  Ä'snW8nt?sna8n(tt  +  t?  +  ^)  =  -r^i—i — /   ,    x~  ■« 

*  "^      ■        '     ^  ,         8n(tt+a)8o(t;+a)         • 

welche  sich  nach  Wegschaffung  des  Divisors  verwandelt  in: 
i         snfisnt?  =s  sn(w  +  Ä)8n(t?  +  a) — sna8n(fi4*t7  +  a) 
+  A:^  sn  ti  sn  r  sn  n  sn  (ti  +  ö)  sn  (r  +  ^)  «Q  (t^  + 1?  +  a) , 
stellen  wir  noch  auf  eine  bemerkenswerthe  andere  Weise  dar»    Multipli* 
•dren  wir  sie  mit  Ar^sntisnt?  und  subtrahiren  wir  beide  Seiten  von  EinSi 
so  erhalten  wir: 

1— Ä-sn'wsn't?  =  1 — A^sniisnt?sn(ii+^)sn(9+^)  +  ^^8niisot?8na8n(ti-f*&if  a) 
— A^8n^iisn^l?sn/si8n(ti  +  ^)8o(^  +  a)8n(ii  +  r  +  a),    oder 
•  1 — Ä'sn^tisn^t?  = 

(1— Ar^8ntisnrsn(ti  +  ^)sn(t7+a))(l+A:^8niisnf^sna8n(ti+9-^a))« 
Setzen  wir  — a  fiir  o^  so  ist  also  auch  % 

1 — Ar^sn^wsn^t?  = 
(1  — A;^snf£8nt?sn(ii — ii)sn(r — a))(l— Ä^snii8nt7  8nasn(ii  +  r— ö)). 
Werden  diese  beiden  Producte  identificirt^  so  erbalt  man 

l  +  fc*8iiM8ni;8na8ii(ii  +  i;"|" q)  1 — Jc^snu  8n t; sn  (u  —  a) ff n  (v  —  a) 

1  — A:^80u8ni;8oa8o(i<-)-v  —  a)  1 — Ä:*süM80t;8ä(K  +  a)8n(v+aJ* 

Zu  den  vier  vorhergehenden  Ausdrücken  der  6r6£ie  27  kommt  also  noch 

der  fünfte 

-  17  ^—  l/l^^*^P^8°t;8w(M^^^a)8n(ty  — q) 

""^    1*^  1— fc*8uwsu!;8n(w4-fl)8n(i;4-a)* 

Macht  man  in  den  Formeln  des  §•  42.  die  folgenden  Substitutionen : 

a  =  "-±2,  a'  =  ü±?-«,ß  =  ß'=:'-i=^,    also    a  +  ß^u,  a^ß  =  v, 


^1  li  r  i  t  t  e  r    ji  b  'S  c  Vh  TV  f.      §.  «. 

e^r^-ß^  s=3  ti— tf>     a'— ß'  =  v  —  a,     a  +  a'  3=  ti-fr — a,     a  — a'  as  tf, 
ß^ß'  =  u — V,   ß  — ß^sOy    80  erhBlt  man  die  Gletehnögen: 

_^  (i-t.,.jii^)(i->-...'-±i!..(ü±-'-.)) 

—   r  1  — Äa8ii»a80*(M  +  i;  — a) 

Setzt  man  hierin  —  a  für  a,  und  dividirt  man  die  einen  Gleiohutigen  durob 
die  andern,  so  erhält  man  noch  die  folgenden  Ausdriicke  der  GrcÜse  27; 

«       jj J6n{u'}'V'\-a)   |/8UT<8nt;— snftf  —  a)8ii(t; — g) 

l'8o(M4-t; — a)*  •' 8ii(M  +  a)8o(v+a)  —  snusav  * 

/  i_t.  „.  !!+•...  ("-±-"+,)'  1/  i_t. ...  i=S„,  (:±5_.)' 

»^1— Jk*8n»g8o»(M4-v  — a)**^l— Jk*8nMM  +  aj8ii*(i;4-g)* 
Macht  man  aber  die  Substitutionen 

^ u^v  —  a       ^       II  — v  — g        ^/ u^V'-a       /?/.-.«— v+« 

* — " 2 '     '^^^ 2 *     a  ^- 2 '     ^ 2 ^ 

SO  verwandelt  sich  der  Ausdruck  (5.)  für  U  auf  ahnliche  Art  in 

O  ¥T  "^  ^/8n(^  —  a)  sav  —  snu  «nfi;  —  a) 

"^   l^8Du8u(t;4-a) — 80 v  su(tt+a)* 

j^  jT  |/1  — k^  80^  t;  80*  (m  —  g)    jVl  —  k*  sn»  u  sn»  (t;  ~  g) 

—   ri_jtij,n*i;8n»(w  +  g)'*^l  — Ä»8n*M8n»(t;  +  g)* 

Eben  so,  wie  die  Formel 

1 — Ä^sn^usn^t?  = 
(1— A:^  snti  snr  sn(ti4- a)sn(t7-|- a))(l+ A:^  snfi  sn  t?  sna  sn(ti-{- 1? -f  a)) 
gefunden  wurde,  findet  man  auch 

1  — Är^  sn'a  sn'(M  +  r  +  a)  = 
(1— Ar'snasnCii-l-a)  8n(r+a)  sn(n+t?+a))(l+Ä^snii8nr8n(ii+«^+^)8n«)., 

§.   45. 
Wir  stellen  den  Ausdruck  ü  in  noch  drei  anderen  Gestalten  dar. 
Es  ist  nach  $.40»: 


Dr  i  t  i  tr    A  b  »  o  h  ni  t  t.      §.45.  f^$ 

l+A:^8Qti8Dt?8nii8n(ti  +  ^  +  ^) 

daK  inv  doa  dii(tf"4'i;  +  g)  — fc^cou  cm;cnocn(u-|*t^4*fl) 
SS  —  _, 

Setzt  man  hierin  —a  für  a^  80  erbalt  man  noch  eine  zweite  Gleichung; 
dividirt  man  durch  sie  die  erste,  und  zieht  man  die  Quadratwurzel  aus,  so 
hat  man  schon; 

_-  WT  ^^  |/dnK  dnt;  dnodn(K4-t^"l*fl)  —  k^  enu  eav  eng  cn (u -}- 1; -(- a)  ' 

"^  1^  doudai;  doa  do(u-f-v  —  a) — k^Cüu  cot;  coa  ca(u-|-i;'— a)' 

Dividirt  man  den  Zahler  und  Nenner  durch 

dn  ti  d  D  t?  d  D  a  dn  (ti  +  ^  +  ^)  du  (^  +  ^  "*  ^)  9 
so  erhalt  man  noch  auf  der  Stelle 

FT  —  i/^"(""I"^'4'Q)  i/i — fe^  80CM  »nct;  socg  8Dc(ii+^4-g) 
"""  l^du(u+t;  — a)  *^  1  —  /c^sncu  socv  snca  8dc(m4"V  —  <»)* 

Setzt  man  nun  ii  +  ii'  =  jKi  r+r'  =  jKi  a  +  a'  =  jfir,  so  ist  ti+t?  +  a  = 
3JK:_(ii'+r'  +  aO»  «'«o  K—{u  +  v  +  ä)=u'+v'  +  a'—2Ki  ferner 
ii^t?— a=2Ä— fi'— t?'4-a'— ÜL=if— (ti'+r'— «0;  daher  erhalten  wir: 

irr—  i/dn(u'+t^'— gp  ^1  +  k^  so m^ sn t;^ an  g^ sn (u'-j-v'+a') 
(  ^  r  dn  (tt'+  v'+  g')  •  *^  1  —  A:*  so  w'eo  v'  sn  g'  sn  (m'+  v'  —  g')  * 

Wird  also  in  dem  Ausdrucke  U  statt  jedes  der  drei  Elemente  a,  u,  v  sein 
Complement  gesetzt,  so  wird  dadurch  Tmit  ^J^^J  =:  y^Jjl^;+g^ 
multiplicirt« 

Der  Ausdruck  U  kann  auch  unten  die  Form  Usay^'^^  gebracht 

werden,  so  dals  log  U  =  9(rc  $ang  (^)  ist,  und  er  muls  sogar  antar  diesQ 

Form  gebracht  werden,  wenn  das  Argument  a  den  Factor  i  enthält,  damit 

dann  4-  log  ü  wieder  in  einer  reellen  Gestalt  dargestellt  werden  könne. 

Setzen  wir  aber: 

P'\'Q  SS,  1 -|-A;^sniisnt?snasn(ii-{*t'  +  ^)    "»^ 
P—Q  Ä  1  — Ä^snii8nt?8nasn(w  +  t?— a), 

so  ist                                                                          .         , 
P  =  1  +  *  80 II  sn»  sna  ^  2 —     ) 

Q  Ä  Ä'snii  sn t?  sn  a  ^ —  2 — / * 


«E 


*f 


9^  Dritter    Jibßphniit.      $.43. 

Da  nun  aber 

8n(T<+t;+a)  —  M(u+v—a)      .    ea g  c» («+ v) dn (u + v)  , 

2  ~    l-A:*8n*(ii  +  i;)ßn^a       ™" 

'      2  i—k^^^(u  +  v)sa^a 

isti  so  ist 

Ps=l+   ...    i_fc.„,(„^^j„.i    ■    ■     und 

^  ^^^  X:*8Da  cnadnasnu  >ni;  Bn(u'^'v)^ 

^  ~  ""^      J  — **8n»(tt4.t;)8a»a  ^ 

daher  ist 

lOgi;  —  4rc-£an9  Vi_x»  gn^a  ao^  (ii+v)+;k«8a»a8n  u  8uv  cn(u+t;)dn(ii+'v)/\ 

Der  Nenner  des  angegebenen  Bruches  lafst  sich  noch-  auf  zwei  ver« 

sohiedene  Arten  zusammenziehen,  indem  man  entweder  l-^cn^(ti-|-r)  for 

sn^(fi  +  t?)  oder  1  —  dn'(ti  +  «^)  *^r  Ä'8n-(tt  +  <^)  substituirt.    Madien  wir 

die  letzte  Substitution,  so  ist  der  Nenner: 

cn'a  +  sn^adn(fi  +  t?)(dn(ii  +  r)+Ä^snwsnt?cn(i#  +  t?)), 

und  da  nach  §.  11.  Formel  (8.)  ist: 

fei 
*^^  dn(ii  +  t?)  +  Ä^sntisnt?cn(fi  +  t?)  =;=  dntidnr^ 

so  erhalten  wir: 

-«  ■       xr        cw     A.         /Ä:*8na  cpa  dnrt  eOM  8ni;8o(M  +  t;)\ 

13.  log U s=  9(rc Sang (     >:,,,■,     .  /  T, ^  1  • 

Das  Resultat  der  zweiten  vorhin  angegebenen  Substitution  kffnnen 
wir  auch  aus  dem  so  eben  gefundenen  Resultate  herleiten.  Da  nach  $.  11, 
Formel  (12.)  ist 

dntidnt?  dn(fi+r)  =  A:''  +  Ar*cnwcnt?cn(ii  +  t?), 
so  ist  der  Nenner,  wenn  dieser  Werth  substituirt  wird, 

«  cn^a+Ä:'^sn^a  +  ^^8n^^<5nt^cnpcp(w  +  r), 
und  weil  cn^a-}-A:'^sn^as=dn^a  ist,  so  erbalten  wir: 

•  ^  m       TT  c%i     o         /  *:*8naciia  dna  80W  8iii;8ii(ij+i0\ 

14.  log  U  =  9irc  Jana  ( j-^ — n^--^ r-rtriü  • 

Zusatz.  Wird  at  fiir  n  gesetzt  und  der  geänderte  Werth  von  ü 
mit  ü'  bezeichnet,  so  giebt  die  Formel  (13.): 

15.  —  log  U^  =  arc  tang  ( -r jr—z — - — r/  7.  ^h 

i       ^  "  \  1— 8n'*a  doM  dov  dp(w+t;)/^ 

und  die  Formel  (14.)  verwandelt  sich  nun  in: 

16.      —logt/'  =  arc  tang  It-t; Ti—n —   7^  ,    n)# 

i       "  ®\du'*a  —  Ä*8n'*  acutt  cov  CD^M+i;;/ 


# 


Dritter    A  P  ^  €  h  n.i  t  U      §.  46.  .1^ 

Setzt  man  A:a  fSr  a,  km  for  u,  kv  fSr  v  und  y  statt  desModab  k,  «o 
Terwaodelt  siob,  wenn  die  SStze  des  §.  30*  angewandt  werden,  der  Aas* 
druck  U  wieder  in  sich  selbst« 

i.   46« 

Die  cbarakleristischca  GleichoDgen  der  Modalar-Fnnctiooen« 

Zum  Beschlüsse  dieses  Abschnitts  leiten  wir  die  obaracteristischen 
Gleichungen  der  Modular- Functionen  her. 

Setzen  wir  in  der  Gleichung  (3.)  des  $•  4«  jetzt  ;9  =  — 1  und 
qzuz—k^  dem  §.6.  gemiiTs,  ferner  ar==snt7^  y=ssnw  und  ;s  =  snii^  da 
ii  =  r-{-ti^  sein  soll,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

1.  sn'r  +  2cniidnti.snr  snti^'+sn^M7+Ä^sn^ii.sn't?sn'w?  =  sn'ti, 
welche  in  Hinsicht  auf  dieGrofsen  sni?  und  snti^  symmetrisch  ist»    Setzen 
wir  in  dieser.  Gleichung  K — v  fSr  v  und  K^^w  für  w,  so  verwandelt 
sich  u  in  2K — u,  also  cnti  in  — cnti^  und  die  Gleichung  wird  also 

SBC^t?  —  2quu  Anu.%nGV  %ncw  -\'^n^W'\'l^ %%k^U4%n^v  fuii^w  =  sn^ti. 
Die  Anwendung  der  Sätze  des  §•  3L  verwandelt  diese  Formel  in 

cn't? — 2sncii-Tr- -cur  cnir  +  cn'^fi?  —  rT^cnc^'ff.cn^ücn^M?  =  cnc^tr. 

Da  aber  sncwdnow= -^^^7— ,  —  cnc'ii  =• -^^^^ —  ist,   so  haben  wnr  als 
cbaracteristiscbe  Gleichung  der  cjklisohen  Modular- Cosinus 

2.  cvrv  —  :7-r— •cnt?cnti?  +  cn^M? r-r — .cn^rcn^ir  =a  — —- — . 

do*M  "  dn*tt  dn*u 

Durch  Anwendung  der  Satze  des^  §•  30«   verwandelt  sich  diese  Gleichung 
sofort  in 

3.  dn^r  —  ?^,  dnr  dnt£^+  dn'ü^—  tn'ii.  dtf  r  dn'tr  ==— ib'' tn^ti. 

Vertauscht  man  in  der  Gleichung  (1.)  die  beiden  conjugirten  Modul,  vi 
fiir  V  und  tvi  Kit  w  setzend,  so  erhalt  man 

4.      tn't?4-2-4--.tnf?tnu7+ tn^M?  +  Ä'^tn'fftn't?tn  tr  =  tn^ii, 
als  oharacteristische  Gleichung  der  cykb'schen  Modular- Tangenten« 

Die  charact^ristischen  Gleichungen  haben  also  für  jede  Art  der  cy- 
Uisohen  Modular -Functionen  die  Form 

worin  X  und  y  zwei  gleichnamige  cjrklisohe  Modular  «Functionen  der  Ar- 


^8  Vierter    Ah$  oh  n  i  t  t.      §.  #7. 

I^imieiite  v  und  w  bezeichnen ;  <lie  Gleichung  ist  Jeden  Fallen  symmetrisch 
und  vom  vierten  Grade,  in  Ansehung  der  einzelnen  Groben  x  uwl  y 
selbst  ist  sie  aber  nur  vom  zweiten  Grade« 

FSr  die  hyperbolischen  Nodular  «Functionen  gilt  dasselbe  Gesets, 
da  man,  um  die  charakteristischen  Gleichungen  fiir  sie  zu  finden,  in  den 
vorhin  gefundenen  Gleichungen  nur  ri  fiür  r  und  wi  for  Wy  also  ui  für  u 
SQ  setzen  braucht« 

Vierter    Abschnitt« 

$«   47« 

Integral -Fonnelsom  Ansdrocke  des  Zosammeiihaiigefl  i wischen  I  nnd  m, 
wenn  t  ss  fang  4^  am  i^  ist. 

Bisher  sind  immer  nur  vier  cyklische  und  vier  hyperbolisohe  Bf cdn» 
lar «Functionen  snf^  cnii^  tnii^  dnt^  (Snti,  @nii,  Snif^  S^nii,  mit  den  ver- 
mittelnden Functionen  oder  Amplituden  amti  und  Slmti  in  Gebrauch  ge- 
kommen; da  aber  auch  die  Function  tang  ^amii  in  manchen  Fällen  wich- 
tige Dienste  leistet,  so  ist  es  nöthig,  nui^  auch  sie  in  näheren  Betraoht 
zu  ziehen,  und  namentlich  den  Zusammenhang  zwischen  dieser  Func- 
tion  und  dem  Argumente  u  durch  eine  Integral -Formel  auszudricken« 

Setzen  wir 

It  =  tang  ^  am  11^   so  ist  auch 
_   Wl-cnu  _  \^(l  +  gnii)-V(l-8«u) 
^  —   ri  +  cnn  —  V^(l+gott)+V(l-8nii)    ®™^ 
t  =  JansiStm'ii  =  j/g^« 

Wir  kehren  die  vorstehenden  Gleichungen  um,  indem  wir  die  Modular- 
Functionen  selbst  durch  t  ausdrucken«     Aus  der  Gleichung  /ss  -^SZp^ 

findet  sich  zunächst 

1  — f  2f  2l 

2.      cnii=qj^,      8nii=jq^,      tnUsÄj^jjj. 

Da.  dnti  =  /^(A:'^-f-Ar^cn*ti)  ist,  so  findet  sich  durch  die  Substitution  des 
Werthes  von  cnii  die  Formel 

3.  j„^^V(A:-(l+^;)^yM-^'/)  oder  dn«  =  ^(^+^^';'-r^'+^^ 
Ist  A;s=8ind,  also  A^'scosO,   so  Ut   X;''— A;*  a±  oos'O—sin'd  s  oosH 


und  also 


r  »  «  r  «  fr    Af/tehititt.  ..^§.47.  flQ 

Da  oos29<l  ist,  so  kann  l+2oos20»/'  +  ^nur  in  zwei  imagi'nftre  Faoto- 

ren  von  der  Form  l.-^af^  serlegt  werden,  indeaaeo  Wbt  sieh  jene  Uqua- 

dratisobe  Form  jn  zwei  quadratische  Faotoren  zerlegen,  welche  die  Formen 

t+aZ  +  Z"      und      J— (t^+z« 

haben,  and  welche  beide  reell  sind,  wie  nun  gezeigt  werden  soll.  Bs  ist 
Ä«— Ä-  =  I~2Ar%  daherist  l  +  2co829.^-f-^==  1+2^  +  ^— 4*'/»sx= 
(l+O'— 4**^=(l+2*<  +  0(t— 2Ä/+0;  der  obige  Ausdruck  vo« 
dnti  Ififiit  sich  hiernach  auch  also  darstellen 

4.      dn«  =  :iai+i*l±i^*-=i^^'A 

Wird  dieser  Ausdrudc  benutzt,  so  finden  wir  noch 

■ i—t* 

■"®*'  —  V^(l+2]fcl  +  <*).y*(l— 2'*/+'/*)» 

cnotf  B=  V(l+2»<+i?).V(l^2*<+i5)» 

' yg+f?) 

dnctt  —  vr(i_|.2*i+«»).K(i_2Jfc/  +  t*)' 

Aus  der  Gleichung  ^s=tangiamtf  folgt  amt(  =  2arctang(0;  dasDif» 

2  8t  mt 

ferenzial  dieser  Gleichung  Ist  dn  tf .  d  tf  ss  iXT» »  ^^  Busfs  .  ,  -^ — ,  folg- 
lich ist,  da  for  tiaeO  auch  /saO  sein  muC«^ 


l«=/i 


2.a< 


-         ^  -oV^(l+2co8  2^.ti«+l*J» 

"•       <  -  2.3« 


oder 


yn 2. dt 
0  V^(l — 2 ft <+/»). V"(l+2ft<-j-«»)' 

Setzt  man  in  der  Gleichung  Z^tang^am«  das  Argument  ■«=:  Jj!^  so  wird 
am«  =  Y>  ^''^  ^^'taog-j  ass  1;  daher  haben  wir  zum  Ausdrucke  des 
Nodular -Quadranten  auch  das  bestimmte  Integral 

,      ».  _  /•» 2a£ _  /»*_ 2a«   

'•       ^  —yo  V(i+2co82Ö,«*+«*)   '~Jo  y(l+2*«+«»).V(l— 2*<+<»/ 
Zusatz.    Ist  A;=sin4$''s=s /^^,  so  istcoB2.0  =  O,  also  nun 

yr*    2a«  j    «r      /"    2a; 
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90  Fii^rt  er    A  b  $  o  h  n  i  t  t.      §48. 

i.  48. 

Uebtr  dao  ZaMmoeolMiog  iwiachM  deo  Fonctioifeii  ton  u  ood  der  Foidioo  lang  1  am 2 u* 

Setzt  man  ^  =  taDg^am2tc  oder  auch  ^stntidnti^   so  können 
alle  Formeln  des  §•  47.  sogleich  wieder  gebraucht  werden,  wenn  man  nur 
durdiweg  2ti  for  ti  setzt.    Die  Integral*  Fomiel  für  dm  Zusammenhang 
zwbdien  t  und  u  ist  daher  nun 
I        «  _  /• ^ f  _  ^^  _ 

K  n 

Nun  ist/=lfar«  =  Y  und  iiir  ««xX  ist  am2ti  :=7,  also  ^sstang-^ 

oder  /^^.    Die  Function  t  bat  nun  einige  Aebnliobkeit  mit  tn»  selbst. 

Die  oyklisohen  Modular- Functionen  des  Argumentes  2«  lassen  sich  nun 

sehr  bequem  durch  t  ausdrücken,  nicht  el>en  so  einfach  werden  die  Aus» 

drucke  (Sr  die  Functionen  des  einfachen  Argumentes  «  selbst.    Bemoi- 

'  kenswerth  sind  indessen  die  Ausdrucke  fdr  sn»  und  snc«,  welche  wir 

nun  herleiten.    Es  ist  nach  §.  32.a.: 

__      V(t+en2u)—V'(t—m2u) 

"""  —  \r(l+ifc8ü2iOH-V"a-*»"^w)* 
__      V(i-\-an2u)  +  V(t—8«2u) 
*°°*'  ""  V(l  +  fc»n2M)+V"(l--fc8ii2ii)» 

«Huw 7"(l  +  8ii2«)  +  V*a-»«2ii)    » 

'**"*'"—     ni+M2«)--r(l-8u2«)    » 

2t 
und  substituirt  man  hierin  für  sn2«  den  Werth  sn2«:=|-j— ;,  so  erhSlt 

man  die  Ausdrücke: 

_      2t    

""  V(l+2ifc«+<»  +V(1— 2*1+«*)» 
.««  -.  V(i+2fc<+/«)-V(l-2t<+t*) 

^^*  * 

^'       ) 2 

''""^"  ""  V(i+2*  <  +  !»)  + /"(1-2A/+I»)» 
•nr«   —  V(t+2*^  +  <')-V(l-2*f+<«) 

Man  nbersieht  auch  leicht,  dafs  sich  aus  dem  ersten  Ausdrucke  (ur  sn« 
die  drei  übrigen  auf  der  Stelle  finden  lassen,  wenn  man  bedenkt,  dab 

<s=taneiam2tfsstn«dntf  ss-!^!^  ist. 


Die  vorigen   Formelo  geben  auch  rückwärts  die  Bedeutnogen  dei^ 
eioseinen  Wurzel -Ausdraoke  an^  welche  in  ihnen  vorkommen;  dan&mlidi 

•'(l+2*/+/')-l-/(l-2Ä^  +  /')  =  ^    und 

0111/ I» 

ir(I  +2Ä/+0—y^(l— 2*^+0  =  2*snii 
ist^  80  ist  also 

(/•(l +2*^+0  ^J-.{.knnu, 

)v^(l  — 2*^  +  0  =  -^ Äsnii. 

\^  ^  '     ^         80CU 

Subtrahirt  man  das  Quadrat  der  letzten  Gleichung  von  dem  der  ersten,  so 
erhält  man  wieder  ikt^=iik  -^ ,     oder    t  =  -^^  =  tans i am 2 ti. 

Setzt  man  tnu^=x,  so  ist  dnti  =  ]/  7,     ^    ,  also  hat  man  zur  Be- 

atunmung  von  a;  dfo  Gleiofaung  ^»^^^[3^— 'oder  k"a:*+x\l'-e)=ii^, 

und  hieraus  folgt 

*„«  —  |/-(l-«*)+V(t-2co82<?.<«-K«) 
'  1  +  COS23  » 

wenn  wieder  AssinO  gesetzt  wird. 
Zusatz.    Setzt  man  also 

*  —  V(l+2*<+«»)+V^(l— 2*<+l»)  ~"  2ä  ♦ 

so  ist 

dz dt 

V^(l— i«).V'(l— *•*»)  "~  V(i+2Ät+/*)'/'(l-2ft/+«»)* 
weil  jedes  dieser  beiden  Differenziale  =  d  ti  ist 

Anmerkung.    Stellt  man  den  Ausdruck  von  tn'«  also  dar: 
j         1-f«— •r[l-2(ifc"-t«)<»4-<*1          2-2  <»  -2\r[l--2  (</«-.ifc«)««4^«] 
—  tnu  = 2IF 4JF5 ' » 

und  beobachtet  man,  daüs 

V^(l— 2(Ä'"— A?)«»+0  =  v^(l— 2A:/t-/^./'(l+2*/i— O 
ist,  so  kann  man  die  Quadratwurzel  auf  beiden  Seiten  ausziehen  und  er- 
balt dadurch  in  einer  imaginären  Form  den  Ausdruck 

V.  1+2  kti—t*)-  V(l—2kti—t*) 
tnu  == jpj , 

2i _  y(i+2 Ki— <«)+y(i~2ite~<*) 

*■*'•'  —  y(I+2t<i-<»)-y(l-2t<i-75)  •"  2*1 

y(l«+2tfi  — 1)— y(«*— 2»;<»— 1) 
tnu  = 2p , 

12« 
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02  V  i*ri  e  r    A  b  »  0  h  nit  t,      §^49. 

§.   49. 

ZaridiliihnMg  der  ejUisebeo  Hadnlar-FHCtiooei  nit  cioea  imagiaftrM  Hodil  von  der  Fem 
eoBO  +  isitta  anf  solche  Foncliooeo  mit  eiaem  reellen  Modul. 

Nach  $.47.  ist,  wenn  /s=  tang^am«  gesetzt  wird, 

2dt 

^  V(l+2co82Ö. <*+!*)• 
Setzt  man  hierin  fHr  2co82d  den  Werth   e'^'  +  e'^^  so  erhmt  man: 

-  __   /» 29^ 

'  '/n  V(i  + 1*  «2*») V*(l  +<*  «-**) * 

Führen  wir,    um  nicht  zu  hyperbolischen,  sondern  zu  ojklisohen  Sinus 
überzugehen,  die  Gröfce  fl'  =  -J-.8  ein,  so  ist  «»«  =  «»*.^-«'' s=_.^»«" 

und  ^'**=s*^'.«+^«''s= —«+**'',   und  also 

_    /•__ 2dt 

"        J^  y(l_t».e'»'')V(l— «»e-»»')* 

Es  ist  nun  e^'^cwB'  +  iam^'^k  +  ik'  und  ^^ssik^ik',  daher  kann 
die  Gleichung  auch  also  dargestellt  werden: 

.    «  -.  /* 2a< 

Jo  V"(l-  (*+»*')»  <») .  V(l— ik—  i  *')• «») • 


Setzen  wir  nun  *sss(k-\.ik').t,  also  <  =  .....  und  \  =  '    ,  ■.^, 
80  erhalten  wir 

u(Jc-{-ik')  f  ^f         . 

2  "^yo  V"(l-*«)V(1— A»«*)* 

Dieser  Gleichung  gemüfs  ist  aber  «  oder  ^  (A-f-t'A;')  der  ojrklische  Modtt> 

lar- Sinus  des  Argumentes   "    T'    -  mit  dem  Modul    A  =s    ~*^         .Es 

wird  nicht  unzweckmüTsig  sein,  dieses  Resultat  auf  eine  ursprüngliche  Weise 
naduEttweisen.    Zu  dem  Ende  setzen  wir 

V  =  «(Ä  +  ,-ÄO,       also      -J  =  iiiiii*^. 

Die  cyklisohen  Modular-Funottonen  des  imaginären  Argumentes  ^  ^^^ 
sollen  sich  auf  den  Modul  ,  -,  beziehen^  wahrend  sich  die  q^kUsohen 
Modular- Functionen  des  Argumentes  u  selbst  auf  den  Modul  k  beddiin; 
halten  wir  diese  Bemerkung  im  Sinne ,  so  können  wir  die  beiden  Modu|^ 
in  der  Bezeichnung  ganz  weglassen.  Uebrigens  setzen  wir,  wie  vorhin, 
X»  |^|p^  =  (*-iÄO'==*»— Ä'^— 2i**'==— c^^^  so  dab 

also  das  erste  Glied  —cos 2 9  negativ  ist  fiir  0<45^  und  positiv  ist  ISr 
6^45^    Nehmen  wir  nun  an  die  Gleichung 


V  i  •  r  t  r>    AbachniiU      §.  49«  ftj 

dann  ist 

oder 

„|.=  (*+i»0.j^      „ad      A„«=(*_.-»0.j^. 

Ans  diesen  Gleichungen  folgt 

(l-8n|.)(l-XM-^)  =  1-  .i^snu^l^cn^  ^  2(l-*«uO^ 
\  2/\  2/  I  +  coM   '    14-cuM  14-cnii 

Setzen  lyir  bierin  — u  für  t«^  wodurch  sich  auch  9  in  — v  verwanjelti 

so  erhalten  wir  noch 

ll  +  8n^)(l+Xsn  2-;  =  -rf^T^T-J 
wird  diese  Gleichung  mit  der  vorigen  multiplicirt^  und  dann  die  Quadrat- 
wurzel ausgezogen  9  so  erhält  man 

t;    ,     t;  2dou 

cn  -s-  du  IT  = 


2    ""    2  l+CDM* 

DiflPerenziirt  man  aber  die  Gleichung 

sn-^  »  (k'{'ikf).tmg\bmth 
so  erbalt  man: 

Icn^dn^^ar  =  (Ä  +  iÄO--*|^  =  (*  +  i*0-??^, 
also 

cn^r-dn-H-.ör  ss  (*  +  «Är).-7-5 , 

und  wird  diese  Gleichung  durch  die  vorige  dividirt,  so  entsteht 
5t?  =  {k'\'ik!).BUy    also    1?  =  (k'\-ikf).u,    wie  oben. 
Es  bleibt  nun  noch  übrig,  aus  den  Gleichungen 

.n^  =  (Ä  +  iÄ').tanglaintt  =  (&+•*').  l/^r=~    awl 
2.       ' 


Tc  —  ik' 


die  Ausdrücke  für  die  übrigen  sich  auf  den  Modul  K  =  rx^  beziehen- 

den  Bfodiplar- Functionen  des  Argumentes  -^  ss  -^-^ — ^  herzuleiten.    Hao 
findet  sunSohst 

.    «        ,/1+eaK— (t+iftO'(t—«")         j     »        i/i+c"«— (*-**")* (i— CK) 


94  Vierter    Jibsohniit      §.50. 

Stellen  wir  den  Auadruok  cn-Tj-,  welcher  umgeformt  werden  muCi,  vor,  unter 


2  '  i+cau  ^  14-CQu' 


dann  ist 

a—ß— 2£/"(a/3)  =  l+cnw-(Ä^— Ä^)(l-cnw)  — 2iÄÄ'(l— cn«), 

also 

a-ß  =  1  +  cntt— (Ä'-Ä^)(l~cnti)  =  l— Ä^+*'^  +  (l+ft^— *'»).oofi 

und 

2^^(aß)  —  2kk' (l—cnü). 

Aus  fiesen  Gleichungen  findet  man,  wenn  man  die  Quadrate  derselben 

addirt  und  die  Wurzel  auszieht,  nach  einer  leichten  Rethiction 

a  +  ß  =  2dnii    und  da    a— ß  =  2&''+  2k'cnu; 

a  =  dnii+ft^cnti+ft'^^    und    ß  =s  dntt  — ft^cnti  — Ä'^, 

also 

cn-TT  =  V T-r: — -^ ^V i-; ^^^ 

-      V  j/dnu  +  k^cou  +  k'^    ,    ../dnw— fc*  CBu— Ä'* 

dny  =  ]/ ^:^- +  iK j;-^:^ — , 

Diese  Formeln  können  auch  also  dargestellt  werden: 

$.   30. 
Die  vorhin  entwickelten  Formeln,  wodurch  die  cyklischen  Modu* 
lar- Functionen  mit  dem  imaginSren  Modul  K  s=s  rrrip  ^^  (^ — ^^'^  zurSck- 

gefohrt  werden  auf  cjrklische  Modular- Functionen  des  Argumentes  u  mit 
dem  Modul  k,  werden  noch  ein  wenig  einfacher,  wenn  man  in  ihnen  2ti 
für  u  setzt«    Behält  man  die  Bezeichnung 

V  =  (k  +  ik')u 
bei,  und  bezieht  man  die  Modular- Functionen  des  Argumentes  r  zuglekb 
auf  jenen  Modul  K,  so  verwandelt  sich  die  Formel 

suy  =5  (Ap  +  <*^)tang^amtf 

sogleich  ins 

snü  =  (k  +  ik^taüg^amQu 


3. 


yieri§rjiös€hnitL      §.  .^0.  95 

oder 

1.       nuv=^{k  +  ik^Aauäuu      und      KBuvs=:(k-^ik^).tnuinu. 
Die  Formeln  (3.)  rerwandeln  sich  nun  in 

•  \14-co2u  1  +  co2m/    '      ^  \      l-^co2ii        l-{-cn2u/ 

Daaberdein§.32.  «.gernat  jj-^^  =  ;;;j^,    j-^-_=  Ä-ao'«    und 

tllS^^ssta^uda^u  ist.  so  werden  diese  Formeln 
l-{-ca2ii 

env  =  V ^i —  tV 1 

oder 

2.      cnr  = 1**'. •      dni7  s: f-a**'. . 

€0U  CDU   '  CDU       '  CO» 

Setzen  wir  den  mit  K  conjugirten  Modul  /*(! — K^)=:K%  so  ist 

'^  —  k+ikf  • 

Dies»  Ausdruck  muCs  noch  in  einer  andern  Gestalt  dargestellt  werdeo» 
Est  ist  zunächst  \'=  /"2Ä*'-ir(2i).(Ä~iA:'),  da  aber  y^(2i)  =  l  +  t  ist, 
so  findet  man  K'  —  V^(2 kk').(l  +  i)(k—ik')  oder 

Die  Formeln  für  onr  und  dni?  dienen  nun  auch  noch  zur  Bestim« 
mung  der  den  beiden  Moduln  K  und  K^  zugehörigen  Modular- Quadranten, 
weiche  wir  mit  L  und  L'  bezeichnen.  Es  mufsX^  so  bestimmt  wwdeo, 
daCs  cnZrsO  sei;   daher  haben  wir  die  Gleichung 

dn*M  —  iA:^-' 80*14  r^  j  Ji2  •#?/«  ^ 

s=  0,     oder     dn'w — tkk'woru  =  0. 

Der  durch  diese  Gleichung  bestimmte  Werth  von«  giebt  mit  k'\'ikf  mul* 
tiplicirt  den  gesuchten  Werth  von  h.    Es  ist  aber  jene  Gleichung  einerlei  mit 

4  • «  7  /   so'  II  ik  • 

da*  II  ik'  ^ 

folglich  ist 

cnc^n  =  ^  =  — i^',       also      cncii=  ir(~2i).  j/g, 
da  aber  ^( — 2t)  =  1— t  ist,  so  ist 

nid  weil  oMh  {.32.  Mch  «(f +  ^')  —  (1— >)l'^  M,  ao  irt 


06  Vierter    AhtchnitU      §.  SO 

^  K   ,    i7(f'  ,  Ä        lÄ' 

JE— «  =  y  +  -2-,       odor       «==_  —  —  , 

uod.also  der  dem  Modul  X  =   'x    ^     zugehörige  Modtilar- Quadrant 

Die  GleichoDg  dor  = 1-  ikk'^ kauo  nun  zur  Probe  dienen. 

**  CO  II  Gn  li 

K        iK' 
Setzt  man  «i  =  y 2"*  *^  ™"^  t?  =  /i  und  also  dnr  =  V  werden« 

Da   nun    aber    dn^ti  sc  lA^Ar^snV  ist,    so   erhalten    wir   zunüchst    dnr 

erbalten  wir  durch  die  Substitution  dieser  Werthe 

dnü  =  (Ä— t*')(l+i)./^(2**0, 
oder  audi 

dnr  =  ir(2A:Ä0.[*+Ä'  +  i(Ä— *0]  =  >^'^ 

Setzt  man  in  der  Formel   cnr=— ^  —  ikk\ — ^  für  ti    an  die 

CO  U  CO  M  ^"^ 


Stelle  trt^  so  verwandelt  sieh  der  Gleichung  v  =&  {k'\'tkf)u  gemfifii 

r  in  r  i.  daher  ist  cn(ri)  :;=    ".     +  ikk'.  ^—^^  und  da  auch  en(pi)  ss  JL 

ist^  wenn  sich  die  Function  cn'r  auf  den  Modul  hf  bezieht^  so  erhalten 

wir  die  GleiohuQg  ^^, 

cn'f?  = 


welche  zur  Bestimmung  des  Modular- Quadranten  jL'  dient,  der  zum  Mo- 
dul h'  gebort;  soll  cn^i?z:=:Oy  also  v^^^L'  sein,  so  mufii  cn^tissQ,  also 
ff=K^  sein;  daher  ist 

5.      L' =  {k+ihf),K' ^  ^, 

T  IC  * 

und  es  ist  also  jj^k^ — y*    Hiemach  haben  wir  also  den  Lehrsatz: 
Wird^=^  sUiU des ModuUk gesetzt,  so  verwanden  sich  ^,  in  i(^— i). 
Zusatz«    Da 

^ = Ifi = (*-'*^' =  h(r -') ---(f -9)1' 

=  cp»(a-— :?e)— »Mn(ür— 20) 
ist,  80  ist  also 

.  i,  SS  — oos29— Isln26,    und 
A"bs(— l)".(oos2iie+t8m2n9),  wean  ftsssbO  gesetst  wird« 


r^tfrterjibM^linitt.      {.5t;     *  9t 

f.   5K 

Zurffekfuhntog  der  cjklischeB  Hodalar-Fnnctioneii  anf  aodere  m!^  rfo^iii  kleiotna  Aignmeote 

■■d  kleioM«»  Modok 

Wir  kommen  noch  einmal  auf  dio  Fonpelo  des  f.  47,  znrSok,  iih 

1 
dem  wir  dem  §.  30.  gemSb  darin  ku  pir  u  und  —  stutt  dn  Moduls  k 

setzen«    Die  Function  ^  =  tangj^amti  wird  nun 

t  =  tangjl^am^Arff,  — )    oder 

/  -.  l/izL^Eü  —      ^*"»      _   1 — dmi         , 

"^   ^  l^-dou  '""     14-dau    "^     Arsoi^ 
.  _  V(i'^kBnu)—V\l—kMu) 

Die  Formeln  (2.)  und  (3,)  werden  nuo 

*8n«^j^p;,    dnK  =  j-p5,    CD«=: T+TT^- *, 

und  die  Formel  (6.)  des  §.  47.  Terwandelt  sich  jetzt  in 
Ate  SB  /> -iii 

Der  in  dieser  Formel  enthaltene  WurzeU  Ausdruck  k^nn  jetzt  iq  zwei 
reelle  Factoren  zerlegt  werden ,  in  welchen  die  erste  Potenz  ron  f  nicht 
vorkommt,  und  wodurch  man  erhält: 

*«  -  r Li'. 


'fjH^'-m-i^P'V 


l  +  fc'  k 

Fahren  wir  eine  neue QruJse  z  ein,  ngmlich  g=     j^     (^  also  /:=^  ,      sr, 

so  ist  — jp-<=  j-T-par  =  A.Är^  wenn  man  ^*=jT7jp  setzt;  da  nun  auch* 

dfss—j—^ds!:  ist,  so  erhalten  wir 

fi+k'\  f dz 

a  fBr  /=:0  auch  u  und  «r  gleich  Null   sind.    Dieser  Gleichung  gemufs 

\  aber  2r  der  cyklische  Modiilarr Sinus  des  Argumentes  >  T  ^  »n  mit  dem 

)dul  K.    Die  beiden  Modul  A.  und  k^  sind  durch  die  Gleichung  ^rp  ==^  ^ 

*;  einander  verbunden;   ist  ^  =  1^(1 — K^)  der  mit  K  conjugirte  Modul 
haben  wir  Sberhaupt  die  Gleichungen; 
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M  n»rt«rjth»eJknttL      §51. 

welchen  gemSb  \<A:  ist;   da  DSmlioh  \=  /|  i  j^/xi  w*f  »o  nt  K^k^, 

und  da  K^^C.k  ist,  so  ist  um  so  mehr  auch  K<^k» 
Setzen  wir  ferner: 

also  rückwärts 

und  beziehen  wir  im  Folgenden  alle  Modular- Functionen  des  Argumentes 
V  auf  den  Modul  K,  nnmiich  snr^  cnr^  tnv^  dnr^  ferner  am  9/  hingegen 
sn'v^  cn^v^  dn'r^  tn^r^  wie  auch  am^v  auf  den  conjugirten  Modul  Kf,  ao 
können  wir  den  Zusammenbang  zwischen  den  sich  auf  den  Modul  K  be« 
ziehenden  Functionen  des  Argumentes  v  und  den  sich  auf  den  Modul  k 
beziehenden  Functionen  des  Argumentes  u  in  eiofaohen  Formeln  ausdrSdcen» 

Da  fXT/  ^^  ^^  ^^^'  ^^  erhält  man,   wenn  in  der  Gleichung  fss 

TT-n^  der  Werth  <==  ]/ ~  "'^    und  z  =  snv  substituirt  wird,  auf  der 

Stelle  die  Formel 

^^snv  =tang^am  [ku,  —j,     oder 

i/'A.«snr=  y  /T  "",  welche  auch  also  dargestellt  werden  kann: 

f/^K.mv  =  q7«77-h :  ,  ^',    T — 7,  oder  Vt-—:^ —  =  .  \^^    .    > 

Der  Gleichung  (2.)  gemäb  ist  v<^Uj  und  da  auch  K<ik  ist,  so  be» 
ziehen  sich  also  die  Functionen  snr^  cur,  dnv^  tnv^  amr  auf  ein  kleine- 
res Argument  v^u  und  zugleich  auf  einen  kleioeren  Modul  K^k.  Will 
man  umgekehrt  die  Functionen  von  u  durch  Functionen  von  v  ausdrudcen^ 
so  hat  man  nur  den  Werth  /=^Ä..snr  in  den  zu  Anfange  dieses  Para* 
graphen  aufgestellten  Formeln  zu  substituiren. 

Aus  der  Formel   snr  =  ]/j^,  j/j^^^^  =  '"I^irir  f^'«* 

4.      cur  =  ]/j-jp  y^-^-^f 


yitrfrAhachnitt.    i.  Sa*  JO 

.„.a  .«  d«  Formd  >.  »r  =  »/{^  f=^^  fcöSü  folg. 

ferner  ist 

,/I4.f   l/I-dDU 

6.    tnr^v^Vd^r^Tip; 

_  ^         ;i'9nv  ,/  2k'    ,/l  — d«u        ,/     2      |/docM  — Jfc' 

^  1  +  ik'  ^Xc^-}*^"''  1  +  Ä:'  ^  l-f-ducM 

Die  FuDOtioneo  des  Confiplementes  von  v  Kr  den  Modul  K  hangen  ako 
ebenso  von  dem  Arj^umente  K  —  u  ab,  wie  die  Functionen  von  v  selbst 
fSr  den  Modul  K  vom  Argumente  u  abhangen, 

§.   52. 

Die  Formeln  (4.)  und  (3.)  bieten  einen  bemerkenswerthen  Um- 
stand dar;  setzt  man  in  der  einen  Formel  — k'  für  fc'j  so  verwandelt  sie 
«ioh  in  die  andere;  daraus  kann  man  schliejsen,  dafs  sie  sich  bequem  als 
Binome  werden  darstellen  lassen,  welche  nur  in  den  Vorzeichen  vor  den 
zweiten  Gliedern  yerschieden  sind. 

Setzt  man,  da  im  Allgemeinen  dn&^onr  ist, 

cnt.  =  i/— ^L l/T-rrr—     "«^     ^^^  =^  l^rü^  +  l^no— » 

■^  l  +  duw  '^  l-j-diiM  ^1+duM    *    ^  l  +  duu  ' 

«>»<>"«'«>  Vr+dinr*— r-»  °**«'*  1+0:^7=1—2 — )  ""^  r^k 

5j— )    sei»;  es  ist  aber  -—f—  ==  iti^r+dTiT) »   ^«"«'^ 

2    V"(dii*i/  —  k'*)           2cMu           ,        Sdavcni;  riu< 

dov.onr  =  — »-' .      , ae  j-p-i — ,   also   ^ 


1  +  duM  t+duM»  4         ""l+duu* 

daher  Ut 

a=.^JL!i^  +  cnv  uud      ß  =  i!lll=±l  ^  cü  «,     oder 

a=l  +  on«-(i^')    „od     ß==i_,ntt-{i^'), 

und  also 

i//t -f-CBM         1     1— d«M\        |//1 — ciif»        _£   1  — diiiA 

*'P*'  —  l'\l+dii«  '"*»*l+d.i«/~»^\l-|-do«  '~Jk*-l+diitt/' 

j        —  i//t-fcnw         1    l-duM\    ,    ,//!  — «m        ^  t^dow^ 

**"*'""  '\l  +  du«""X^-l+dn«yT"l'Vl+d««""A»t  +  dii«;* 

13» 


2an»±-dD»|. 

u    » 

1  — i««Ml*-j 

2**»«*^ 

100  r  <  #  r  e  •  r   ^  &  «  0  ft  II  <  f  t.     §.53. 

Es  kSnnen  £eie  Formeln  auch  abo  dargeBtellt  werden: 

i/  (1 + coi«)(dBi«-|-«'n)        ,/(i  —  tmu)(dau  —  cuit) 
cnr  =  y (i_|.d.«). V (i+d.«)* » 

-        ___  ,/(14-«""<)(^'"«"|-C''«)  _i_  i/(l — CTM)(dnii— cnu) 

*»»  —  V — (1+dn«)«      +r      (i^-dou)* — • 

Da  dem  §.  32.  a.  gemSb  ist 

1-xdn«  =: = =-,  l+dntf  = 

2co»|. 
l+on«  = ,  1 — on«  = 

.  u 

2co«|.da»^ 
dn«  +  OD*'  = s  dnii— cn«  = , 

80  erhSlt  man  durch  die  Substitution  dieser  Werthe 

/A.  SDt?   =  A  SO  Y  SOG  -^  9 

009= dnr  = 1 , 

oder  nach  einer  geringen  Abänderung: 

snr  =  (l+&0-8n|-MO-|-, 

Wm    ^  cnr  =  cn -^  snc  2" •^  •"  2"  ^°^  T * 

dnr  =  on-^  8ii<>Y  ■  ^°ir^°^T* 
Die  nuttlere  von  diesen  Formeln  kann  auch  ako  dargestellt  werden: 

cos  amr  SS  sin  amc  -^  cos  am  ^  —  cos  amc-j  sin  am  -^  :=  sin  famc^  —  am  ^j; 
es  ist  also 

IL      amt?  =  (y  — amc-j)  +  am|-, 

und  die  letzte  Formel  ist  einerlei  mit  dnif  =  sin  famc--  -{-  am  y)  •     Es  ist 

tang  (y  —  amc  ~j  =1 =  =  Ä'  tn  y ,    daher   ist   die   For- 

toog  amc  -^         tac  y 


mel  (U.)  eberld  mit 

12,      am»  «s  am 'l'  +  Bro  tang (ä' t** y) * 

Aus  den  Formela  dn'  f  s=  ik^+  A'  cd'  y  «=  1  —Ar'  sn'-^  folgt 

on'  2-  = p ui^d      «V  =  —k^r-i 

werden  diese  Werthe  substituirt,  so  erhält  man 

13.      CDP  =       \_j^,    ^       und      dnp«      \_^^    K 
Aus  den  Gleiohungen 

an»  =  (1+*')-^=-^      und     on»  s=s — * £ 

day  d«|- 

folgt 

14.  tn»  =s . 

Fahrt  man  in  diese.  Gleiohung  den  Modul  K  statt  hf  ein,  so  erhSlt  man 
zunSohst    tnvss ,   und  es  »t  also 

Bin2am-^ 

15.  tni?  =  — 


co62am  — -f-A 


Da  r  =  (14-A:')."^  ist,  so  ist  t?>-j,  und  also  v  swisdien  den  .Grenzen 

§•  53, 


-|-  und  «  enthalten. 


^1  — doii 
r+dö^ 

16.      dn«  = 


Kehrt  man  die  Gleichung  /'T^.snr  =  ^^  ,  ^°"  um,  so  erhalt  man: 


1  — isD^V 


Da  dn^ti=l  — Ä^sn^n  ist,  so  6ndet  man  *sntt  =  ^^i^,  oder,  weil 


tOSI  y  i  er  t  4  r    4  h  $  €  k  n  i  t  i,      $.  S3.  >. 

IU«u.fol6.  l^...»^"-;-;'^-;-"  und  H-„„=<t»H->, 

Aus  (17.)  und  (19»)  erhalt  man  duroh  Division 

20.  inu  ^  (l+\).^  =  tKP^. 

^     •      ^   düv         i—X  intv 

Ferner  erhalt  man 

21.  «nc«  ^  .^^^  =  ^S^'r» 

Da  cncii;=-T^  ist.  so  erhSIt  man.  wenn  der  Werth  k'  ^^-j^^  substU 

tuirt  wird,  (l-A)«»« 

22.      cnc«  «=s   .V    ,  %     . 

Hieraus  folgt  aber  leicht; 

23.        1/1+^   :^  f+^,fj=^^ 
^  1 — unctt  '  1  —  80 1;    ^  l+Asui; 

Aus  (18«)  und  ('43.)  folgt  durch  Multiplication : 

Ol         |/l+f5jf  |/t+cnci#  l-f-snv 

'1  —  8um'*^1 — cactf  1  —  81)  V* 

Nimmt  man  die  natSrlicheu  Logarithmen  auf  beiden  Seiten  diesep  filef^ 

ohuiig,  so  hat  man: 

S  am  u+ S  (-5 ^mc  u\ 

iJamr  =  5 ;  eben  so  findet  man: 

^^'      <                                 in           \ 
^i^amor  =  -^ p. 

Aus   den  Gleichungen  (13,),    nämlich     dn^ — dnc-~  «9  7^77 cur  und 

dn-^+^^^^Y^^  14,3  ^"^  'ö'ßt  durch  Addition  und  Subtraction 
OÄ         j     *<  dnü  +  icni;  ,       r<  dnt;-— Amt; 

26.      do  y  ==  -T+X— »        «»»V  ^  -TfT-' 
und  hieraus  findet  sich 

u  ,/l— doi;coi;4-^9n*  tf  u  i/l+dnt;  cot;  +  il8D*  t; 

27.       /°2""^ ^ *        »00^  =  1^-3;^ ^5-3^ i 

ciiy  =  K--J- j ;        cooy  =  y 5 ^ — ; 


IT  »  0  t  i  €  r    Ablehnt  f  i,      §.-54 

2Sm  oos2am Y  =  dnvcnv — \«n*r/  oo82aino-|-  =  — dorenn— Xtn'^r^ 
20»     sin2ain-|-  =:8or(dnt;+^CD9);    8in2amcy  =  Bnv(Anv—\cav). 

Aus  der  Gleichung  (15.)  folgt,  wenn  flir  tnv  seio  Wertb  ^  =  ^^ 
gesellst  wird,  nach  Fortschaffung  der  Nenner 

sin  (2  .am  Y — am r j  =  A.sn r,    oder 

30.      am  Y  =  iam9  +  iarosin(Ä.snv). 

Nach  Formel  (12.)  ist  amr]>amy  und  dieser  Formel  gemSfii  ist  amt^^ 

2am^,  wenn  amv^TT  ist,  daher  liegt  dann  amr  zwischen  den  Grenzen 

am^  ^^^  2amY.    Da  cos^2amY-~&ni<^)  =  dnr  immer  positiv  is^  9ß 

lange  u  und  also  auch  v  reel  sind,  so  mufs  2amY— amr  immer  zwi- 
schen den  Grenzen  -|~6  "^^  '^^  enthalten  sein,  wenn  6  den  Arcus  des 
Moduls  bezeichnet,  welcher  <[—  ist;  das  Glied  arc sin (Ä.snr)  kann  zwar 
bald  positiv,  bald  negativ  sein,  jeoachdem  snr  positiv  oder  negativ  ist, 
seine  absolute  GröCse  ist  aber  immer  <'y* 

Die  Formel  (30.)  kann  auch  also  dargestellt  werden: 
(amY=  iaint^  +  iarctang(^), 

lam-^  =  iamt? +  ^arccos(dni?). 

Diese  letzte  Formel  würe  die  einfachste,  aber  sie  lä&t  unbestimmt, 
ob  das  zweite  Glied  positiv  oder  negativ  sei. 

i.  54. 

B^zeichnon  wir  die  beiden  neuen  Modular- Quadranten,  den  zum 
Modul  K  gehörigen  mit  £>  und  den  zum  Modul  K*  gehörenden  mit  L^^ 
so  findet  sich  am  einfachsten  die  Gröfse  von  L  nach  der  Formel  (4.)  im 
$.51.;  soll  niimlich  cnrsO  sein,  so  mufs  dnti — kf^=^0,  also  «ssK 
sdn;  da  aber  immer  r  =    T^    .u  ist,  so  ist  also: 


cn'* 


tot  KifrlerjibMühnitL      §•  54. 

Setzt  man  in  der  Formel  (5.)  u^snK,  aUo  dnii  s=  k*,  so  erhBlt 
man  dnt?  ==  y.^  ,  ^-^  ==  THIp'  =  ^S   wie  auch  sein  muls« 

Setzt  man  in  der  Formel  (4.)  ui  für  ff  und  vi  für  r^  so  erhSItman: 

'f  =  v-2- V  zun;, *  ^~^  yi-^snc^«> 

sac'tf 

und  die  Gleichung  t>s=5-^t-..ii  verwandelt  sich  in  ri==-i^.iii,  oder 

9  as^^j^.tf    Der  durch  die  Gleichung  cn^rsO  bestimmte  Werth  vott 

t7  ist  der  zum  Modul  K'  gehörende  Modular- Quadrant  L'.  Es  mufs  dem* 
nach  8no'ti  =  —  1,  also  JSr'd:W==3iSC'  und  +ti  =  2jBL'  sein;  da  u  positiF 
sein  soll,  so  ist  also  ii=:2f  und 

Alle  Sbrfgen  Formeln  bestätigen  die  Richtigkeit  dieser  Bestimmung»  Aus 
den  Gleichungen  (32.)  und  (33.)  folgt  durch  Division: 

i    T  fC 

\jp  =3B  i'^j  oder  umgekehrt 

Wird  also  \^^  statt  des  Moduls  k  gesetzt,  so  verwandelt  sich  das  Ter^ 

K  .  K 

haltnifs  ^  in  i*^* 

Die  vier  Modular-.  Gleichungen  *  =  j^,   *'  =  I^»   ^^T^' 

und  V  =  -^  I  ^  bieten  einen  bemerkenswerthen  Umstand  dar;  setzen  wir 

in  ihnen  k'  für  K  und  bezeichnen   den  dadurch  geänderten   Werth  des 

frühem  Moduls  k  mit  x,  so  baben  wir  x  =  ^pxp;  und  da  auch  Ä.'=:  ~i 

ist»  so  ist  also  x^=^K';  vertauschen  wir  also  k'  mit  K,  so  vertauschen  wir 
)Mioh  ft  mit  7^^9  und  umgekehrt.  Man  kann  also  in  allen  vorhergehimdeii 
Formeln  gleichzeitig  setzen; 

V  für  k,    K  für  Ä^    k'  für  \    und     k  fiir  V, 
ohne  dab  jene  Formeln  dadurch  unrichtig  werden^     Damit  die  cjrklischen 
Nodular- Functionen  des  Argumentes  u  sich  demnächst  wieder  auf  den 
Modul  k,  welcher  ]>\  ist,  beziehen ,  so  setzen  wir  gleichzeitig  ui  fm  v, 


n  0  rPäP    Ah  9  0h  nit  t,      i.  üi. 

und  weil  dann  auclr  das  frohere  Argumeojt  imaginär  wird,  so  sefsen  wir 
trt  for  u. 

f  n  M 

Hiernach    verwandelt   sich    die   Gleichung    toti  ?=  (l-}-^.).T—    in 


tn'(wi)  =  (1  +&') .  ^^,    oder  auch 


*doi; 


snti^  SÄ  (1  +  A?0«^°J^^">     oder    snti^  es  (l-f  ArO'Sntisnctf. 

In  dieser  Gleichung  bezieht  sich  die  Function  snt^^  wieder  auf  den  Modul 
K,  welcher  <^A:  ist,  und  die  Functionen  snti^  sncti  beziehen  sich  auf 
den  Modul  kj  sie  hat  grofse  Uebereinstimmung  mit  der  Formel  (10.)  im 
§•52.,  und  wird  einerlei  damit,  wenn  man  r^  für  ti  setzt.    Die  Gleichung 

rs=-^t-,ti  verwandelt  sich  nun  in  tii  =  -y-.u?i,   oder  uzszt^^.tVj 

also  ist  IT«  7-^3^.11  «(1+ÄOti,  und  da  rss\^   ^u  ist,  so  ist 

IT  =s  ^v. 
Die  Formel  Bnw=::(l']-k').musueu  stimmt  mit  der  ersten  von 
den  Formeln  (10.)  im  $.  52«  uberein,  wenn  man  darin  -^  fSr  tf  und  p 
fSr  w  setzt.  Ueberhaupt  darf  man  iu  den  Formeln  (10.) — (15.),  wie 
auch  in  den  Formeln  (2Q.)  —  (3L)  setzen  ^  fijr  -^ ,  wenn  man  gleichzei- 
tig fP  =  it'j-k')^  se^zt  rar  Vf 

§•  55, 

Eioiache  Berecbonaj^rArt  des  Modolar-^nadraoteo  K  aas  depy  gegebeoeo  Modpl  k^ 

Den  vorhin  entwickelten  Formeln  K  =  rxp  und  %/  s=  t+F  *  '^^^ 

ner  £sT;£p.ü  gemüb  kann  man  den  gegebenen  Modul  k  auf  einen 
kleineren  K  (oder  den  Modul  k'  auf  einen  grölseren  K^  surBckflihren,  zu* 
gleich  aber  auch  den  Quadranten  fC  auf  einen  kleineren  L*  Bezeichnen 
wir  die  aus  dem  Modul  k  durch  wiederholte  Anwendung  der  angegeben 
nen  Formeln  hergeleiteten,  immer  kleiner  werdenden  Modul  der  Reihe 
nach  mit  ki,  kiy  k^,  k^y  ••••  kr^  die  conjugirten  immer  grofser  werden^ 
den  Modul  aber  mit  A^^^  ^^  ^3,  Af^,  •••  •  A:'^;  die  den  erstgenannten  Mo^ 
duln  zugehörigen  immer  kleiner  werdenden  Modular«*  Quadranten  aber  mit 
Kif  K2,  K^y  K^,  ....  Kr  (die  conjugirten  immer  gröCier  werdenden  Qua- 
dranten aber  mit  ^^S  ^S  ^iß  ^l^  ••»*  ^1)^  so  haben  wir  K=iki,  also 
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UMI  Vierter    A  b  s  e  h  n  i  t  t  ^,  di. 

K'  =  k[  und  L^Ktf    es  ist  mithin    &,  =  j^^p,   *;  =  ~p  ana 
jK  =  -t-tt;  •  JST.  •    Setzen  wir  ferner 

1         ifc'  c=  iL  .      Jt'  =  — L .     k'  9XS  ^^     k'  —  ^*  !•♦ JÜL 

so  können  wir  die  sämmtlichen  Nenner  dieser  BrSohe  willkiirlioh  wählen, 
ihre  Zähler  werden  dann  aher  völlig  bestimmt  sein. 

Substituiren  wir  die  beiden  ersten  Briiohe  in  der  Formel  kf^  g=s/;     .^ 
so  wird  sie 

n^    _  2V7miO  , 

setzen  wir  also 

niji  =  ^j  ^  9    80  ist    fii  =s  ^(mn) ,    eben  so 

2*     ^  jiijs  2Ll±^  ^    80  ist    n3  =  /^(m^.nj), 

U.  8.  W«  U.  S«  W. 

Den  ersten  Nenner  können  wir  noch  beh*ebig  wählen;  setzen  wir  aber 

m  =  1 9     so  ist     n  =  k'. 
Da  jeder  folgende  Nenner  das  arithmetische^  jeder  folgende  Zähler  aber 
das  geometrische  Mittel  zwischen  dem  Zähler  und  Nenner  des  vorherge- 
henden Bruches  ist,  so  erhellet  deutlich ,  dals  die  auf  einander  folgenden 

Brüche^,   ^^   j^9    ^  ^^^  oder  die  Modul  Ä'^  k\,  k\,  ä;  etc. sich 

sehr  rasch  der  Grenze  Eins  nähern«    Ist  aber  A^^.  ss  —  ss  1  (also  A^saOX 
so  setzen  wir 

Wird  auch  in  der  Formel  Kz=i^r^—.Ky  fdr  k'  der  Bruch  —  substituirt, 
80  verwandelt  sie  sich  in  £=  — r— »Äiss — .Äj/  daher  ist 

Ä     ^___      Ky      ^_^     Äj  Kr 

Wird  auch  in  dieser  Formel  r  so  grob  genommen^  dafs  i7i^  =  ii^c=i}^  aUo 


kr's=0  ist,  ta  ht  K,t=i^,  und  da  ms  1  ht,  so  ist  auöh 

Bei  RecbnuDgen  ia  bestimmten  Zahlen  ist  sohon  m«  hinluoglieh  genau 
SSII49  und  also  jede  dieser  Zahlen  s)),  zumal  da  immer  A  als  <<8in-^t 

also  k^'^ün-^  angesehen  werden  darf^   wie  bald  gezeigt  werden  soll« 

Aus  der  Formel  (3.)  folgt  rSokwSrts  ^  =  ^9  ^^  ^  hat  also  fj  hier  dia- 
selbe  Bedeutung!  wie  im  §.  10.  Die  in  den  Formeln  (2,)  vorkommenden 
Gröfsen  nennen  wir  die  zutn  Modul  k  gehörigen  Moilular- Zahlen* 

Zusatz«  I»t  der  Quadrant  K  berechnet,  so  hat  man  auoh  £1  es 
m^.K}  K2  =  »h*Kß  K^^m^^Ks   K^zssm^.Kj  u.  s.  Wt 

§•  56. 
BerecbpoDg  dea  Qoadnioleo  K',  weao  ati«  Modal  kf  wenig  too  Eins  fersdiiedeB  ist. 

Wenn  der  Modul  k  sehr  klein,  also  der  zogehörige  Modnlar-Qua« 
drant  K  näherungsweise  =  ^  ist,  so  ist  bekanntlich  der  conjogirte  Qua* 
drant  sehr  grols,  und  zwar  desto  grölser,  je  weniger  k'  von  Eins  ver* 
schieden  ist«  Der  Quadrant  K'  kann  in  einem  solchen  Falle  nach  einer 
Naherungs- Formel  berechnet  werden,  welche  ein  desto  richtigeres  Resul- 
tat giebt,  je  kleiner  der  Modul  k  ist.  Es  bat  mit  dieser  Berechnung  eine 
Shnlicbe  Bewandtuils,  wie  mit  der  Berechnung  der  cyklischen  Tangente 
eines  Winkels,  welcher  vom  rechten  Winkel  wenig  verschieden  ist. 

Es  ist     argam'((P)  ^  J^  -.—^^.^j^  ^ J ^^±-—.,^_S) . 

setzen  wir  nun  in  dem  im  Zahler  befindlichen  Wurzelausdrucke,  weil  hier  der 
Fehler  den  geringsten  Einiluls  hat,  k'^1^  so  ist  /^(l— A^'^sin^^)  =  cos^, 
und  also  naherungsweise 

argam^((p)  ^J^  i_l.Z<p  ==  vj.i^k^^'    «'*«' 
argaiD'((p)  =  ^  9i«San9(&'Biu(P)  =  1  log  ]/j^^. 

Setzt  man  in  dieser  Formel  (^bs  -n-i  so  erhält  man  ebenfalls  n&berungs« 
weise: 

14* 
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Auch  diese  Formel  zeigte  daia  K'  desto  grolser  wir^  je  kleiaer  h  geooin«, 
men  wird^  da  log-^  dieselbe  Eigenschaft  hat.     Wir  stellen  diese  Formel 

vor  unter  «         ,         1   i      1 ' 

^  =  *og  —  =s  loga  +  log—, 

und  richten  sie  also  ein,  dals  sie  auch  auf  den  Modul  -p  pafst,  da  auch  der 

Modul  -rj  wenig  von  Eins  verschieden  ist,  wenn  k'  selbst  davon  wenig 

1  ik 

VM^chieden  ist.  Setzt  man  aber  -g  statt  des  Moduls  kf,  also  -rg-  statt  k, 
so  verwandelt  sidi  (dem  §•  3h  Zusatz  1«  gemäls)  der  Modul  K'  in 
k\K! — iK)  s=  IST' — ~5,   wegen  der  Kleinheit  von  kj  daher  haben  wfr' 

^-T  =  '^8  TT  =  »og  — -'^S'^ 
oder,  weil  logt  = -^  ist,  K'  =^\og'z—.     Nehmen  wir  das  arithmetische 

Mittel  zwischen  diesem  Resultate  und  dem  vorigen  K  sa  log  — ,  so  erhal- 
ten wir  die  Form 

1  ik 

Setzen  wir  jetzt  hierin  -jj  statt  k*,  und  —  statt  ky  so  erhalten  wir 
JC'—  Y  =  '^8  \~il — /  ~  *^ß  (^^)  ~  *^8'   ^^ 

d.  h.  der  Ausdruck  für  den  Quadranten  £^  pafst  nun  nicht  blois  auf  den 
Modul  kfy  sondern  auch  auf  den  Modul  — ,  weil  der  Ausdruck  sich  wie- 

der  in  sich  selbst  verwandelt,  wenn  -p-  statt  des  Moduls  k'  gesetzt  wird« 
Es  bleibt  noch  die  Constante  a  zu  ermitteln  Sbrig,  und  zu  diesem  Ende 
verkleinern  wir  den  Modul  k  noch  einmal«  Dem  §•  54«  semafii  nt 
2.-^  ~X'  ^^^^  ^^  wegen  der  Kleinheit  von  k  und  K  ist  JSCs/iss-^, 
so  muis  2K'  ^s^L'  sein,  und  also  auch 

folglich 

-j^  as -J--      und  also      a=e-p-,-j-« 


yitrt0rAb*vhHiti,      §.57.  iQ) 

Db  aber   ^  « ^j^  und  k'  =  ^,    abo   |!  =  ^  ist,    so  ist 

a=  jp^.-j-ss  ^^"pTTf  "°^  dieser  Ausdruck  reduoirt  sich  auf  as4^  da 

der  Modal  K^  noch  weniger  Ton  Eins  verschieden  ist^  ab  der  Modul  k^. 
Hiernach  haben  wir  also  die  Formel 

isum  Ausdrucke  des  Modular- Quadranten  K%  wenn  der  «igehSrige  Mo« 
dul  k^  wenig  von  Eins  verschieden  ist,  und  es  ist  diese  Formel  desto 
richtiger  9  je  kleiner  der  Modul  k  ist.  Bei  sehr  grober  Kleinheit  von  A: 
kann  der  Ausdruck  auf  JS^^=log-^  beschränkt  werden. 

Anmerkung«    Der  so  eben  gefundene  Ausdruck  £^s=log(^^^^ 

oder  £^=slog(Y)  ^^°°  ^^  ^^  Anfangsglied  einer  so  rasch  convergiren« 
den  Reihe  betrachtet  werden,  daik  die  darauf  folgenden  Glieder  ihrer  greisen 
Kleinheit  wegen  auf  das  zu  findende  Resultat  keinen  Einflub  mehr  haben« 

S.  57. 

BerechooDg  des  Quadranten  K*  ans  denselben  Modnlarzablen ,   welche  znr  Berechnung 

des  Quadranten  K  dienten« 

Wenden  wir  dieselbe  Bezeichnung  an,  wie  im  $.  55«,  so  ist  nach  §.  54« : 

2.tfc=3«4;   eben  so  ist   2. -=-==-3=-;  ....    2.^= — ^==-— . 

Werden  diese  r  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt,  so  erhalt  man 

or    ^'  ^  ^r 

Ist  der  zum  Quadranten  £r  gehurende  Modul  kr  hmlanglich  genau  ss  0 
geworden^  so  ist  Ji^^  =s  ^  und  also 

oder  da  ^1=.  Iog-~:  ist,  so  ist 
also 


nK'        ,      ,//16i'A 


./t 
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orlef  auch 

1^7. (/*•.)'  =  l/jHr; 


ebeo  80  ist 
X)der 


Worden  diese  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt,  und  diejenigen  Fao- 
toren  weggelassen ,  welche  sich,  weil  sie  sich  auf  beiden  Seiten  befinden, 
aufheben,  so  erhalt  man  die  Formel 


Wird  dieser  Werth  in  der  Gleichung  ( I.)  substituirt,  und  dann  r  als 
unendlich  grofs  angesehen,  so  bat  man  die  Formel 

2-      «""^  =  iIf  •  (*'»)*•  (*i)*-  (*'»)*•  (*«)'*'  •  •  •  • ' 

wodurch  die  ExponentiaUGröfse  e  ^  als  ein  Produot  unendlidb  viate 
Factoren  dargestellt  worden  ist;  diese  Factoren  nähern  sich  aber  sehr 
rasch  der  Grenze  Eins,  und  aus  diesem  Grunde  geben  schon  einige  erste 
Factoren  des  Productes,  etwa  bis  zum  Factor  ik\)'^^^  bei  ^irklicheii  Adp 
tvendungen  ein  hinlänglich  genaues  Resultat. 

Man  kann  rückwärts  sehr  leicht  zeigen,  da£i  dieExponeutiaUGröIse 

e  ^  durch  das  gefundene  Product  vollkommpn  characterisirt  wirrf.  Vtnv 
tauAchen  wir  nämlich  in  jenem  Pro<tucte  dea  Modul  k  mit  k^^  also  auch 
k'  mit  k\^  wie  auch  K  mit  K^  und  jSl'  mit  J^,  so  erh&rlten  wir: 


F  i  t  r  I  t  r    ^  *  «  0  A  n  •  I  !•     $.58.      .  |il 

wird  das  Quadrat  der  Gldchung  (2,)  hierdurch  di?idirt,  so  entstdit  die 
Gleichung: 

uud  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  reduoirt  sich   auf  Eins,  wenn 
darin  die  Werthe  ifcgs       ^  und  Ag^= .  ,     '  substituirt  werden:  der  Ex- 

K.  JET* 

ponent  der  Potenz  von  e  ist  also  =0,  oder  auch  2*7^  =  7/9   ^^  <Qit 
der  Formel  (34.)  im  §•  54«  Sbereinstimmt. 

Werden  für  k[,  k[^  Ky  K  ^^^^  ^^^  ^^  $*  ^^*  angegebenen  Bruche 
substituirt^  und  wird  auch  jetzt  wieder  ^^  =  tj  gesetzt,  so  erhält  man, 
wenn  auf  binden  Seiten  die  natarüchen  Logarithmen  genommen  werden, 
die  rasch  convergirende  Reihe 

3.      „.K'  =.  l„g(!^)  +  il.g(^)+ilog(S)+,,,log(^0 

+  Alog(^)  +  .... 

Hiernach  kann  also  der  Quadrant  K'  aus  denselben  Nodular -Zah- 
len beriH^hnet  Werden,  welche  zur  Berechnung  von  i}  oder  K  dem  §.  55« 
gemals  dienten*  Die  Reihe  (3.)  convergirt  desto  rascher,  je  gröCser  der 
Modul  k'  ist,  und  die  Berechnung  von  fj  oder  K  nach  dem  im  §•  55.  an- 
gegebenen Verfahren  geht  ebenfalls  desto  rascher  von  Statten,  je  gröfser 
A/  ist«  Man  vereinigt  also  beide  Yortbeile,  wenn  man  nach  dem  Ver- 
fahren des  §•  55«  denjenigen  Quadranten  berechnet,  dessen  Modul  <I  810  45^ 
ist,  und  nach  der  so  eben  gefundenen  Reihe  den  conjugirten  Quadranten, 
dessen  Modul  >sin45''  ist«   ' 

§.   58. 

Darstelinng  der  Fnoctionen  6!o(i7u),  cos (tju)  nod  taogCi^u),  ii?eoa   amu  gegeben   ist,   nnd 

der  FoDctiooeii  @tn(7;i0f   (ioi{iiu)  nod  Sang (1711)9   ^®"d  ^^'u  gegeben  ist,  als  Prodacte 

ooendlich  Tieler  Factoren  10  Anweadiing  derselben  Modolar-Zableo,  welche  znr  Berecboong 

Too  K  oder  t^  dienen. 

Ist  in  den  Formeln  des  $.51.  bis  §.54.  r  =  tii9  so  kann  man  eine 
ganze  Reihe  von  Argumenten  Ui,  u^f  ^a^  ^*7  ••••  ^r>  die  sich  auf  die 
Modul  k^,  k2y  kjj  ....k,  beziehen ,. herleiten ,  deren  jedes  von  dem.  vor- 
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hergehenclen  eben  so  abhängt^  wie  da«  Argument  tii  oder  r  Ton  u  abhüogt. 
Es  sei  ferner  amu  :s:^  ^,  amti|=^i^  arnfft^:^^  am  1132=^^3^  am«4  =  ^4, 
U.S.  w«,  bis  amtirS=^r^  indem  wir  die  sucoessiven  Modul  ki,  k^,  k^9M* 
...  A:^^  vorauf  sich  diese  Amplituden  beziehen ,  der  KSrze  wegen  in  dw 
Bezeiohnung  weglassen*  £s  ist  nun  dniis=:/'(oo6^(P-}-A;'^8in^(P)y  und  wenn 
wir  überhaupt  die  Bezeichnung  des  §•  55.  anwenden, 

dnti  »  y^cos^^+  —  sm'(P^  =  ^ m^ — ^* 

Setzen  wir  also:  * 

A  =  /"(m'oos^<P  +  n'«iV(p),        A.  =  /(m?cos'(p,+iiJsin^^i), 
A2  =  /"(mJcos^^j  +  ^JwV^J    u.  s.  w., 
so  ist 

dnn«^,     dnii,  =  ^,     dn«,  =  ^,    dntt,  =  ^, dnt«,  =  ^. 

wi  m^  m^  '  m,  '^  nir 

Substituiren  wir  in  der  Formel  (5.)  des  $•  51.  die  angenommenen  Zei^ 
ch^Uy  so  haben  wir^  da  r=iii  sein  soll^  die  Formel 

Ai    _  1/   2m        /       m        _    |/2m    i/w  +  A 
^   "   Vm  +  n^    ^  .   A    •"    r2^-rm  +  A' 


ri» 


oder  auch 


1. 


At  =5  y(^]|]^.mmi),     eben  so  ist 

1^' "  l'CS+sf  •'»■'»')' 


U.     S.     W.9 

lind  nach  diesen  ziemlich  einfachen  Formeln  müssen  die  Grßisen  Ai>  A21 
Aj^  A^,  ....  Ar  berechnet  werden«  Auch  diese  Gröisen  nShern  sich 
der  Grenze  if,  welcher  sich  die  Modular- Zahlen  im  §.  55.  nahem;  denn 
da  A,.  =  ^(ml  cos*  (p^  +  nl  sin'  (p^)  ist ,  so  ist  ^  wenn  tu,.  s=  n^  s= )}  wird, 
Ae  =  ^/"(cos^?)r  +  8in'?)r)  =  ^. 

Nach  Formel (2.)  des  §.51.  ist  i«=c— ^.tf^ss  J^.u.ssüLu,, 

also  —  s=  -^  s=  -^  . . . .  s=  ~,  oder  wenn  iw^  =  w  ist,  so  ist  tr  =  — ., 
m         7if|         m,  mr  17 

oder  auch 

Ur  =  )]ti, 
d.  b.  die  Argumente  u,  «1,  U2>  9h,  ••••tir  nähern  sich  der  Grenze  fjU. 


Du  ftraer  ^,s=amti,  is^  so  i>t  auobi  wenn  kr  hinUbiglNh  genmiateO  üi; 
'<p,saUrS=iiU,  d.  b.  die  Amplitndea  ^,  (Pi,  ^,  ^,  . »..  (p,  nShtta  sieh 
«i^cp  so  «^ttll  dendben  Grense  ijm. 

Der  Fttnnel(20,)im  f. 53.  graiSltist  taif=s(l+Ä.).^»~|p-.i^ 

SS  ■"*  ■"'■ ,  oder  aujdi 

tnptBs^tnUif  ebeaaohlt  tnuiss^tuttt,    tn»is=  ^..tn%,    11.8.  w. 

O9  nuo  toti^=tang«,8:t9og(i]tf)  wird,  wenn  r  hinlSagliob  grolii  oder 
lieber  unendlich  grols  genommen  wird,  so  erhalt  man  durch  die  Moltipli- 
eation  der  vorstehenden  Gleichungen  die  Formel 

^  ^     '  MWl      U»2      ••■s      ^A  ' 

Die  Faotoren  dieses  Produotes  eonvei^ireo  nun  sehr  rasch  gegen  dte  Grena» 
Eins,  da  Ar  =  ^r  =  ^  ist,  und  zwar  desto  rascher,  je  kleiner  der  Mo» 
dul  A:  ist 

Der  Fonpel  jinfii  =  j-^^j^«snti   des    $«  51«  gemafs  ist   snir^  ss; 

r4?V«n?^/   ebenso   8niia= -jr-fV-snUi,  sn^s?— ^^^snii,^  as.w. 

Da  nun  snti^  ss  sin()}ti)  wird  bei  gehöriger  Kleinheit  von  k^  oder  Griilse 
fron  Ty  80  erblilt  inpn  durch  die  Mukjph'cfition  jener  Gleichqngen 

3*    /    ^x    •    /fs    /   2iifi  2iii*  2m.  QfrtM  \ 

^  '''    ^  ^    \m-|-A   Wj+A^   m^-f^»  ^^  +  A«  ' 

Der  Formel  (7.)  des  f.  51e  gemals  ist   snoti,==  J^  =  ^^t^J^ 

2iii 
^5  — r-^r-cnti.   und  also 

2A  2A 

cnti4  =  ^q^cn  11/   ebeif  so  kt  ionii2^^j^-^^^oaUi,   Ue  «•  w# 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  eben  so,  wie  vorhin 

A  /     >  /?>  /  2A,       2A,  2A,         2A-  \ 

^'    '^  ^  ^/i+A  /ij-f  Ai  w,+A,  n^+A,         / 

Im  Allgemeinen  hat  keine  der  drei  Formeln  (2«),  (3.),  (4«)  einen  Vorzug 
vor  der  anderen;  die  eine  convergirt  so  rasch  als  die  andere;  die  sltmmt* 
liehen  briggiscben  Logarithmen ,  welche  bei  ihrer  Anwendung  vorkonv- 
ineP)  kapea  auch  schon  bei  der  recurrireoden  Berechnung  der  Grfifsen 
Ai,  A:t,  A3,  A|  eto«  yor,  und  die  Nodular r Zahle»  des  |.  55«,  welche 
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hier  wieder  gebraneht  werden^  dienten  sohon  kup  Berechnung  vom  i];  ist 
ffu  nadi  einer  von  diesen  Formeln  beredbnet  worden^so  erhält  man  durch 
Division  die  GrOlse  von  u  selbst.  Die  Berechnung  von  A^  =  /*(! — A^  siii^^) 
kann  durch  ein  bekanntes  Verfahren  erleichtert  werden« 

Zusatz.     Setzen  wir  in  den  obigen   Formeln  ui^  Uii,  u^i  etc. 
(iir  u,  Uly  ti2  etc.,   ohne  den  Modul  mit  dem  coojugirten  zu  vertaosdien^ 

SO  verwandelt  sich   A=dn«   in   A  =  — ^  = /*(1 +**tn''ti);    setzen 

whrnun  am'll  =  ^^,  so  ist  A  =  vr(l+  k'  tang^  ^P)  =  ^^^  '^Z^J^^^ ^^^  ^^ 
Modular-Zahlen  bleiben  nun  dieselben ,  wie  im  $.  55.,  auch  bleiben  dm 
Formeln  (1.)  ungeandert,  welche  zur  Berechnung  von  A^,  A^i  A^  ettL 
aus  Ass/'Cl+Ar'tang^'^)  dienen,  obgleich  diese  Grölsen  selbst  nun  an» 
dere  Werthe  erbalten. 

Da  Ayg     (mr  — wrgin  xifr)  j^j    ^^  erhalten  wir  auch  nun.  wenn 

cos  Xpr 

«•r=^=Bi)  geworden  ist, 

^^^  ^'- — Zi^ — ~  ^• 

Da  sich  nun  aber  tang^=tnt^  in  tsn'ti  =  tsinv//;  cos(p  =  cnti  in 
-7—«=: — p  und  sin(P  =  snii  in  ttn^tissitang\/^  abändert,  so  erhalten 

CB    U  COS  XI/ 

wir  die  Formeln: 

5.      So>,9(,»)=    ri„^.(A..|^.^.Au....), 

^'  cosy     \/t-|-A   iij  +  Ai    n^+Aji         / 

Die  Anwendung  der  ersten  Formel  für  5an9(>)ii)  ist  nicht  zu  empfehlen, 
wenn  u  beträchtlich  grofs  ist,  weil  der  fAxcni(f\u)  aus  dem  bekannten 
Werthe  von  !^ang(9]ii)  dann  nicht  scharf  genug  bestimmt  werden  kann. 

S.    59. 

Die  Gröfse  17 u  dargestellt  io  rasch  coofergireodeo  Reihen,  weoo  anti  oder  am' 11  gegebto  kL 
in  Anwendung  derselben  Modniar- Zahlen ,  welche  aur  Berechnung  fon  17  oder  K  diesen« 

Setzt  man  in  den  Formeln  des  §.  52«,  wie  auch  in  der  Formel  (2.\ 

des  $.  51.  und  der  Formel  (30.)  des  $.  53.  jetzt  n  für  y ,   y,  fdr  r  und 

4^1  für  Ä.,  so  erhalt  man 


rirrttr    4  h  9  e  fi^  i  t  t.      $.59.  1|(^ 

(In  M  -4*<Jo'*K 


dnri  — dit€u 

amn  a=  'Jainiii4:iaro8ln(Äi8oiii)  =  ^aqaiix  +  iÄrotaogf-^^^M. 
Wenden  irir  dieselben  Modular- Zahlen  ^  wie  in  §.  55.  an^  so  haben  wir^ 
fis= — ; — fix  oder   — =5=—^;  eben  «o  wt  2.— ^==-^,  2.  — =— ^u.  «,  w. 

iii"J-w  III         »1  I  '  iHj        wij  11I2        iWj 

Werden  diese  Gleichungen  ipit  einander  niukiplicirt|  so  erhalt  man  2\u  =?  —  • 


ntr 


Da  sich  nun  nir  der  Grenze  tj  nähert ,  so  nähert  sich  also  ^  der  GrenM 

fim,  und  !^^p^  derselben  Grenze  i)ti^  da  sich  der  Modul  kr  der  Grenze 
JfuU  nähert. 

Setzt  man  wieder    dnii  =s  — ,     dntix  =  — ^,    dnif^  =  — :  • ,  , 

m  iii|  nij 

.,,  dnti,  =  ^%    so  ist   Zi^'^"      V^"^    oder  Vx  =  i(v+^V     Da 
mn aas;!*  {st,  80  kaoo  die  Formel  auch  also  gesdiriebeo  werden; 

fVi  =  i(v+^)}    eben  so  is^ 


V 
U^   S#    Wf 


(s-i)- 


Ferner  ist    cnti.  s=  -^ ^^ ,    und  also 

m  -—II 


^,co«.  =  l(V-^). 


m  —  n 

nnic.    ^=    j-  I  \/  — 

jlns  dinier  Gleichung  und  der  vorhin  hergeleiteten  erhält  nj^n  durch  Ad> 
^itipn  ^-^.cotii4.yi=sy  und  also  rSokwiirts: 

CL=f.cntix=  7  — V„ 

Wir  vreoden  noch  die  folgende  Bezeichnung  an; 

15* 


116  ritrfr    AI  t  eh\itU      §.  d9. 

f\  fii— '71  ^^  ^ ^  nt •  ""•ff. 

dl  =  — 2 — •™«i>  *»  =        2      *^°^> 

und  eotwickeln,    ehe  wir  weiter  gehen ,  die  Formeln  ^  welche  2a  einer 
scharfen  Berechnung  der  Groben  ^i,  ^2>  ^3^  ^4»  eto.  dienen.    Es  ist  zn« 

nächst  ^1=1 -j—.sn Vi  und  snliis=^        doK tj    — ^  ^^^^ 

amtic=:(p^  also  Vs=  1^(1— *^ sin' ^)  gesetzt  wird;  daher  ist 

2V 
Die  folgenden  Coedicienten  Ja»  J31  ^4»  ^s  etc.  können  bequemer  berech« 
net  werden« 

0,         m—n    sotfj '  '  00«, 

2jiiii8n«icn«i  ist,  so  bt 

^,    ___  m*  —  n]   «WM,^ 

da  aber    cn«.  ss ^^^^ — i-  ist,  so  ODtsteht 

£i  _   2(m*-n*)   V-V, 

Dieser  Ausdruck  gestattet  noch  eine  Redactioo. 

Aus  den  Gleichungen   mi«=B    ■^■-  und  Ui  =s  /"(mn)  Tolgt  auf  der 
Stelle  m^  —  n;  s  ^'"~''^*,  und  es  ist  also 

dt  e=  -—_— 1..5;=  .i ^  ^ — T.   eben  so  ist 

2V,  2V.2Vi 

$   __  V.  — V,    »^  _   (V— V.)(V,— V,).t*9ioycwy 

'  2V,      *   *  2V.2V,.2V,  * 

3.  {  ^^  =  ^i-v»  j  _.  (V— v.)(V.-v«)(v»— v«)-**w»yco«y 

^    *  2V,      *   '  2V.2Vi.2V,.2V,  * 

^  =  "^»-"^4  ^  —  (v-v.)(v.-Vt)(V,-v»)(V.-v«^-*'«°y'»«'y 

*  2V4     *  *  2V.2V..2V,.2V,.2V. 

u.  8.  rr. 
Die  Groben  Sj,  83,  ^t,  ^t  etc.  werden  nicht  alle  positiv  sein,  wenn  ancli 
Si  positiv  ist,    weil  auch  die  Differenzen  V— -Vi,  V,— V,,   Vj— ;^j^ 


yiert0rAb9ekHitU     §.59.  ItZ 

Vj-^V«  eto.  nidit  Immer  positrr  sein  werdeo«  Uebrigen  oiherii  sioh 
.die  Gröfsen  V,  V^,  V2,  V^,  V4  etc.  sehr  rasch  dem  YerhS|teiste  der' 
Gleichheit,  und  es  irird  V^ssi],  wenn  m^ssn^si}  wird.  Eine  Folge 
hienron  ist  aberi  dafs  die  Gröfsen  ^2>  ^3>  ^4>  ^5  etc.  eine  überaus  rasdi 
qmiTergireiide  Reibe  bilden;  in  den  meisten  Fällen  ist  schon  S^  hinläog« 
lidi  genau  s=s  0« 

Nach  diesen  Torbereitungen  ist  es  nun  leicht,   tfU  in  einer  rasch  con- 
Tergvaiden  Reihe  darzustellen«    Es  nt  am  ti  s  ^am  fix  + 1  arc  sin  (^1  sn ti|), 

da  aber  *,  =  j^p  =  ^^  ist,  so  haben  wir 


amtf  SB  ^amiii  +  |arosin(^\;  d)en  so  ist: 

^amtii  =  iamtfi  +  iarcsin^^), 

iamfh  =  iamtia  +  |arc  sin  (^) 
u.  s.  w. 
Durch  die  Addition  dieser  Gleichungen  erhalt  man 

amti==2ra«^r  +  iarcsin(jj^)  +  iarcsin(jjj^)  +  ^arcsin(jj^^ 

•  ...  +  i:arcsin(i^). 

Yergrölsert  man  aber  r  hinlänglich,  so  nShertsich  -^amti^  derGrense  tjU^ 

und  es  ist  also 

4.    ijti=$>-i-arcsin(^)— iarcsin(^)~iarcsin(^)— ^VarcM^ 

—  ^^arcsinf— *) —  etc. 

Da  aro8in(A;|SntiO=r  +  arcoos(dntii)=3arctang(^^^^ 

csarctang^zr^^  ist,  so  kann  die  vorige  Reihe  auch  also  dargestellt  werden: 

5.      i|ti  =  <P--iarctang(^)  — iarctang(^)  — ^arctang(^) 

—  ^  arc  tang  (^)  —  ^  arc  tang  (^)  —  etc. 

Die  einzelnen  Glieder,  welche  in  diesen  Reihen  auf  (f)  folgen,  haben  on« 
geachtet  der  Vorzeichen  ( — )  yor  ihnen  nicht  jedesmal  eine  Verminde^ 

mng  zur  Folge,  da  unter  den  Grüfseu  ii^  $2^  ^3,  ^4^  ^5  etc.  einige  auch 
aegati?  sein  werden. 


199  P  ü  nf4  er    Jb  s  c  h.n  ii  f..    %ei^. 

neo  Reihen  «ineo  im  Ganzen  gleichen  Grad  der  Convergenz  habend  wels- 
cher nieht  von  der  Grüfse  der  Amplitudeli  (P  und  k^^  sondern  lediglioh 
Ton  der  Gröfiie  des  Moduls  k  oder  k^  abhiingU  Ist  der  Modul  der  g^e- 
benen  AmpUtude  <^  sin -7- 9  so  wird  man  sie  s=^=samtr  setzen^  und  also 
die  Formeln  (2.)^  (3.),  (4.)  des  $.58.  oder  die  Formeln  (4.)»  (i.)^  (7.) 
des  $•  59.  anwenden ;  ist  dber  der  Modul  der  gegebenen  Äpiplitude  ^sin  -7- 1 
so  wird  man  sie  =^s=am'if  setzen ,  nnd  dann  überhaupt  die  Formela 
(5.)  9  (6.)  9  (7.)  des  $.58^  oder  die  Formeln  (9.)  und  (10.)  des  §.  S9»  an» 
wenden,  wenn  in  beiden  Fallen  die  Rechnung  so  kurz,  »Is  ippglich,  a^ 
soll.  Wir  werden,  wie  hier,  so  in  dar  Zukunft  immer  uns  den  Modul  k 
ab  '<sin-2-t  und  den  Modul  k'  als  ^  sin -j-  vorstellen,  wenn  dasGegenir 
theil  nicht  ausdrücklich  erwähnt  wird. 

Anmerkung  2.  Wenn  man  in  der  viel  gebraiychtenftloduIar-GIiai^ 
ehung  A.a=^  ,  ^  statt  des  Moduls  k  setzt  y»  «o  erhalt  man  A.c=^  .  .^, 
wie  im  §.49«,  und  es  kann  dieser  Ausdruck  auch  also  dargestellt  werden: 
^«(^I^^iy^)*-     Wena  »an  gleichzeitig  ku  ßr  n  setet,   so 

verwandeln  sich  die  ForQiela  des  $.  dl«,  $•  52«,  §,  53.  in  die  des  |^.  48^ 

und  §•  49, 


Fünfter      Absobpitt, 

§.  6p. 

Ypo  der  Ipteg^ration  ^r  Modolar-FoDCtlones« 

Differenziirt  man  den  Ausdruck  f^^Y  ^^(%^^di^^^^  ^^f^)f  indem 
man  u  als  veränderlich  betrachtet,  so  erhalt  man  dt^^^^^'t^. 

Dieser  Ausdruck  kann  auch  also  dargestellt  werden;  ""  ^        1^^^    '^'.ßu 
nnd  es  ist  also 

Setzt  man  in  dieser  Formel  a-^-iK'  für  a,  so  verwandelt  sie  sich  zu« 
nüohst  in 


Xi 


ff        du         I  Bu 

und  es  ist  also 

3etzt  man  in  der  Formel  (1.)  zuerst  K-^a  fm  a,  no  verwaadett 
SMP  siöh  iß: 

/ancfa  —  M)  +  8iic(a  +  |i)  #j^.  ^  cu     ^        /w  n 

— ^ 2  ~  Y9trc$ön9(Ä8poiisnii)j 

setzt  man  in  dieser  Formel  nun  k^a  für  a  und  A:^u  fpr  ti,  femer  ^  statt 
des  Moduls  k^  so  erbalt  man  auf  der  Stelle; 

W   — ^^ ^    ^  ^    ,  3  w  ==  —  arc tang  [-jpona  qqouj  ,    oder 

Tertausoht  man  in  dieser  Formel  den  Modul  k  mit  k^y  indem  man  ai  fiir 
a  und  tit  Tiir  ti  setzt,  so  verw^^delt  sie  sieh  in: 

Setzt  man  in  der  Formel  (3.)  ka  für  ß,  ku  Cur  fi  und  -r  statt  des 
Moduls  ky  so  verwandelt  sie  sich  in: 

^      /    '  \    .     J  ^  ^^tl  =  arotang(dnatnfi), 

was  mit  den  Formeln   (13.)  und  (14.)   im  $•  12.  übereinstimmt»    Setzt 
man  in  dieser  Formel  K — a  für  a,  so  verwandelt  sie  sich  in: 

Vertauscht  man  in  der  Formel  (1.)  die  beiden  eonjugirten  Modul ,  und 
setzt  man  ai  fSpr  a,  wie  auch  ui  Tur  ti,  so  erhalt  man: 

und  eben  so  erhalt  man  aus  der  Formel  (^,) 

16 


P  ÜJi/t  9r    A  b  9  ekniii.      {.61« 

Der  Formel  dnm(a±1i)  sst  ±dn(a±U)du  gemSlk  ist  rSckwärte 
f     dn(a-f-t^)«dii  =fe  atn(a -{-ü) ']'Connt4    und 

/  .-«do(a — ü).du  CS  ain(a  — lf)-f-con8h 
lo  beiden  Ffill«"»  findet  man  die  Constante  =— ^amo^  und  es  ist  aUd 

!f    dn  (a+ü) .  du  =  am  (a-|-fi)  -  ama  =  aro  tang  {in(a+ü))^aro  tang  (tna)^ 
y  — dn(a-ii).5ii  ==  am(a-ti)--amii  =  arotang(tn(a— ti))— arotang(tnii)ir 
Aus  diesen  beiden  Formeln  erhält  man  durch  Addition: 

y^dn(a+M)  —  doffl  —  u)  ^              Am (a -I- ü) -4- am (a  —  u) 
■'     ^ — ?, — ^ ^öti  :=  —    ^    "^ — i^ ^*— amo. 
0                  2                                                    2 

und  diese  Formel  verwandelt  sioh  nach  $•  12.  in: 

2.     ^in(.+  ,.)--dn(a-u)g^  ^  arc  tHDg  (ta  g  do  «)  -  STC  taog  (to  a) , 
oder  auch  in: 

yr  dn(a  — M)  —  HnCo  +  w)  »j  a         /tnafl  — dOM)\ 

Setzt  mau  in  den  Formeln  (!•)  K — a  fär  a,  so  erhalt  man: 

oj[ler  auch 

f^^A»{a-u)  ~  jjr[arctang(Ä'tB«)--arotong(A:'tn(fl— «))], 

Die  Formel  (2.)  aber  vervrandelt  sich  ia 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (I.)  ka  für  a,  ku  für  tr,  und  —  statt  des 
Moduls  kf   so  erhält  man: 

j/     ,.(,  +  „).a„  =  4[.„,..g(^i=L^)_.ro...g(i=l?)], 

jy  _cn(a-«).a«  =  -[arc tang (^ij^^^)-arc tang (-j;^)J, 

und  die  Formel  (2.)  giebt  eben  so: 

/•  —  eo(a— u)4-ca(a-htt)   •.  ,         IT        .         /^8nacnii\       ^«^4^_^/^Ma\l 


3. 


fünfter  4b$phnith    fc  ß>-  tOS 

S^zt  man  fo  den  Glefchungea  (5.)  /gri  für  a^  ii{  fdr  u^  Qwhdmi  mtQ  4m 
beiden  conjogirten  Modul  mit  einander  vertauscht  hat,  ao  «rhtilt  OMint 

und  die  Formel  (6«)  verwandelt  iich  in 

Setzt  pian  in  der  F/ormel  (5.)  £— ,^  lar  li^  «o  bat  man  sun&ehat 

f  cnQ{a—u).du  =  -j^[arotaug(pcn(^— II))  — arotang(p0na)], 
HierjBius  erbSlt  man  n^oh  $•  31^  sofort 

!/ 8n(a— ti).5tt  =  rrr^rcS;ang(Ar8no(a— -t!i))-^^c$an3(A8noa)]» 
J  wa{a'\'U).8u  =  j{2(rcJaii9(*«nca)~3(rc5attg (Ar 8no(a +  «))], 
Wird  auoh  in  der  Forn^el  (0.)  gesetzt  K — a  fiir  a,  so  wird  sie 

/Coc(a  +  ii)  —  cnc(a  — ii)    ^  ^  \        m.         f  ^  \  ^       /^  \1 

upd  dem  $•  Sl^i  gen^Sls  verwandelt  sie  sich  in 

t  • 

Aus  d«i  FormelD  (7.)  erblUt  map  io  gleicher  Weine; 

!r     /  "    .  =F  8trc$an9(»nofl)-r  8trc$ong(fDo(a-fw))   uad 

und  aus  (8.)  erhiilt  man; 

Yertausobt  man  die  beiden  oonjugirten  Modul ,  und  setzt  mau  Qt   liir  a, 
wie  auch  ui  für  ti^  so  erbglt  man  noch: 

(  r  1 

l  /  tn  (a — «) .  5 II  ==  —  [^rc  Jang  (docn)  —  9(rc ^ang  (dQo(ii  —  «))] , 

[J  tn(a+ii).öti  =  p[2(rc$ang(dnc(Ä+fi))-^arc$aiig(doca)l, 

14.  p^^-'¥u)-t,i.a-ui^Q^  s«  i['»rc5ang('£?) 

•  16« 


15. 


Itl  Pümft  er   Abachnitt     f.  61. 

/  iS(7^n)  ~  '^rctan3(dDtf)--9(rcJaii3(dn(a+«)), 

Zusatz.    Aus  den  entwiekeltön  Formeln  machen  wir  nun  nodi 
folgende  Zusammenstellung  s 


1. 

2. 

3. 
4. 

S. 

6. 


/sog  cniidon^tt       . 

/CO  a  do  a  »n  u  9  k         . 
1— .fc*  80*  a  SU*  M    "" 

/eng  cflu^M         ^^ 

/sna  doasou  doiidtf  ^^ 

/*     do  a  do  u  •  d  M 

/A:^  sna  eXiaMucnu  du 
1  — fc* 


-j^  3(rc$an9(AP8na  snii)  +  C 

—  ^9(rc  Jan9(*  snca  sncii)  +  C, 
Y  arc tang  (—  ena  onotij  +  C> 

—  arotaDg^— onoacDti)+  C, 
arotaog(dQa  teil)  +  C 


sn ry  cn a  da u.du 

ea^asn^u 

do  a  80  u  CO  M  •  d  m 


/^        80  CT  CO  g  da  1 

8     A- 

*  •/c0*aC0*«  — *'*  80^0  80^14 

Ij      P  cnadna  cnuAnu  du 

•  ^  eil*  O  CO*  II  —  Ä'*  80*  a  80*  M 

in       /*  ^'*  80  g  80 1/ .  ^  M 

•  y  co*gco*u  — Ä:'*8o*g80*  u 

/80  g  CO  II  do  li  d  u 
80*  a — 80^11 

/CO g  do g  80 M  g M 
80*  g  —  80*  u 

I A        /^ cog  CO  u  d  u 

«/  €ii*a  CO*  ii-^ik'*  80*  g  8o*tt 

1d      /*      ong  dog  8011  doM  ^11 

*  J  «ii*aca*tt— A^*  8a*aBii'u 


12. 


s:  arc  tang  (tn  a  do  ti)  +  C, 

=  p  9(r<$an3  (A:'  tn  atnu)  +  C, 

=  aKSan9(£Sj  +  C, 


Fünfter   ^  ft  «.«  A«  <  f  <.     §.  ei  m^ 

•  ^  /*       X:^  snorna  RBficnii  du  1  ^         ,,  ^     n    t    ^ 

•^-        /".:.7i-;:.t°a«ta,9(^:)+fi 

Alle  vorbin  betrachtete  Integrale  lassen  sich  also  als  Amplituden^    oder 
auch  entweder  als  cyklische  oder  als  hyperbolische  Arcus  darstellen« 


i.  62. 

Zweite  Differcoziele  der  cjkliecheB  Medular-Foncliooeo  aod  ihrer  naturliched  Legaridmieo. 

Differenziirt  man  die  Gleichung  d  sntisscnfi  dntf.dfi  noch  einmal^ 
so  erhält  man  d^snii  s=  ( — Ai^snfion^ti— snfidn^fi)dtf^^    und  es  ist  also 

Eben  so  findet  man  noch  die  Formeln: 

2.  f^£^  =  (— l  +  2*')cnti  — 2*»cn'ii, 

3.  i^  =  (!  +  *'')  tnn  +  2k^  tn'tt, 

4.  il^  =  (l+Ä'^)dnii-2dn'ii. 

Ist  also  z  irgend  eine  Nodular -Function  des  Argumentes  tf^  so  hat  ihr 
swdtes  DiflPerenziaUYerbältnÜs  jeden  Falles  die  Form 

Da  überhaupt   d  logP=  ^  ist,  so  erhalt  man 


diogsou  ^_^    eau  inu  ^_^    doM  k'  enu 

du       "^       80 u       *~    tou  eaeu 


9 


eeeu 


UHt  tÜHfttrAkiM^hnitU      $.62, 

— V 1«*^ — j- SS  *-^  sntf  sficii^ 

dU^txku  dim  dmi  t 

Differeoziirt  man  diese  Formela  noch  einmfily  8o  arliSlt  fn»Q  P9cb  einer 
leichten  Reduotion: 

O»         '     K   . JFS  — »  Co  tl  "^  — r— • 

CM*  »»»I«» 

j3l4»  ^  10*11 

Da  1—- Ar^— ^^==0  »t,  so  kann  die  Formel  (6.)  auch  also  gesohrfeben 
werden : 

Ott*  CII*M 

Zum  Beschlüsse  entwickeln  wir  noch  d^s  zweite  pifferenziaUYeph^Itnilii 
von  dn^H»     Es  ist 

— 5 s=  — 2A:^sniicntidnfi, 

du  ^ 

also 

^yj*"  =;c  2Ä^dn'tisn^tirf-2Äfsn^«cn^tt  — 2*'cn^tidn^ii. 

Setzen  wir    der   Kurze    wegen    dn^ti  =s  ^^     also     &^  sn'ti  =  t  —  t    imd 
*^cn'ii  =  /— Ä'^^  so  ist 

0  SP  2^(1-0 +  2(l-.0(^-*^)-2<(/-^''), 

oder,  iveon  man  nach  Potenzeo  von  /  ordnet, 

|^=  —2*'?+ 4(1 +*")/— 6/?,    ßr     ^=:dn'ir, 


m 


Si^ohnter     Absohnitf« 

Von  den  Modular- Integralen  der  ersten  Art 

i.  63. 

Von  dea  Modolar-Ioiegralen  der  ersten  Art  uud  den  elliptiscbeo  Quadranten  überhaupt 

Wenn  man  eine  Modular- Function  den  Argumentes  u  oder  a  +  U  mit 
du  muUiplicirt  und  dann  intogrirt,  so  ISfst  sich  das  Integral  jedesmal  als 
eino  Amplitude 9  nämlich  entweder  als  ein  hyperbolischer  oder  oyklischer 
Arcus  darstellen 9  und  es  bieten  diese  Integrationen,   welche  im  vorigen 

Abschnitte  sehr  ausführlich  bebandelt,  und  aus  der  Formel  amu=ydntidu 

hergeleitet  wurden,  wenig  oder  gar  keine  Schwierigkeiten  dar.  Wenn 
wir  aber  das  Quadrat  einer  Modular- Function  des  Argumentes  u  mit  dti 
multipliciren,  und  die  Integration  versuchen,  so  kann  dieselbe  durch  die 
bisherigen  Hiilfsmittel  nicht  gefunden  werden,  und  es  ist  also  die  Wahl 
einer  transceudenten  Function  erforderlich,  welche,  weil  die  Amplituden 
die  Aushülfe  versagen,  an  ihre  Stelle  treten  muls,  und  worauf  nun  die 
gesuchten  Integrale  zurückgeführt  werden  müssen« 

Die  drei  Integrale  /  sn'ii.dti^  fca^u.du  und  y  dn^fi.dti  können 

sehr  leicht  auf  einander  zurückgeführt  werden;  wir  nennen  sie  Modular^ 
l$Uegrale  der  ersten  Art,  und  werden  demnächst  noch  einige  zu  ihnea 
hinzufügen* 

Da  das  Integral  amuss/dnu.du  unter  den   ihm  ähnlichen  das 

nfachste  ist,  so  wählen  wir  jetzt  ebenfalls  das  Integral  fdn^u.du  zur 

iiodform,  worauf  die  ihm  ähnlichen  zurückzuführen  sind.    Da  die  Recti« 
^tion  der  ebenen  Ellipsen  von  diesem  Integrale  abhängt,  und  durch  das- 
le  im  Grunde  ein  Bogen  einer  Ellipse,   wie  wir  nachher  zeigen  wer- 
I  ausgedrückt  wird,  so  setzen  wir: 

L      elti  =  y  dn^ti.öu. 

durch  dieses  Integral  vorgestellte  transcendente  Function  nennen  wir 
fggsweUe  dae  cjfküecke  Modular  ^Int^al  der  ersten  Art. 
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Wird  usbK  gesetzt  9  so  haben  wir  du  beitimmtes  lotegral^  wel- 
ches wir  duroh  E  bezeiohoeDt    Hiernach  ist; 

2.      JE  ^J^""  du'u.du. 

Die  Grölse  elti  hängt  von  dem  Modul  A:  und  d^m  Argumente  u 
zugleich  ab^  die  GrGbe  E  h&ogt  ledigh*ch  von  dem  Modul  Ar  ab. 

Wird  statt  des  Moduls  k  der  conjugirte  jk^  genommen^  so  dient  die 
Bezeichnung 

3.     erti=  fdu'^u.du   und   £' =  /''dn'^ti.fltr, 

%/o  •/o 

Die  GruCieo  E  und  E^  nennen  wir  aus  dem  schon  fingeführten  Grunde 
die  den  Moduln  k  und  k^  zugehörigen  und  insofern  conjugirten  elliptischen 
Quadranten,  wodurch  sie  von  den  conjugirten  Mpdular- Quadranten  K 
und  K'  hinlänglich  unterschieden  werden. 

Wird  die  Function  elti  auf  das  Argument  K — tf  bezogeu,  und 
also  K—u  fiir  u  gesetzt^  so  setzen  wir  elcti=;;el(i^ — fi),  iiqd  ebenso 
istelc'ttr=el'(i^'— «)• 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (1.)  — u  fiir  u,  also  -^Bu  Sm  u,  so 
hat  man  el(-^ii)  =  -r-/'dn?ti.3ii  oder  el(-r-ii)  =  — elti. 

•/o 

Da  dnti.dtis=  damn  ist^  so  kann  die  Formel  (!•)  auch  also  dar- 
gestellt werden: 

4.      e\u  s=  f  dnti.damti. 

Setzen  wir  am  ti  =s  (P,  so  ist  also 

elti  =  /*a(p.v^(l— Ä'sin'(P> 

r 

Nehmen  wir  hierin  zuerst  den  Modul  k=^0,  so  ist  das  Integral  /  d(p  =(P; 
netzen  wir  aber  k  =  l,  so  ist  das  Integral  y   d^.cos(psssin(P,  daher  ist 

das  Modular "Integral  elti  immer  zwischen  den  Grenzen  (p  und  sinip, 
oder  also  zwischen  den  Grenzen  amti  und  snti  enthalten^ 

Da  immer  (P>>8in^;  also  auch  amti]>snti  ist,  so  verkleinert  ausb 
also  bei  der  Vergrulserung  des  Moduls  k  die  Function  elti,  wenn  n  un« 
geändert  bleibt.    Für  den  elliptischen  Quadranten  haben  wir  die  Formel 

n 

E  «^^'ötP-Z-Cl— ^sin^^). 

Der  Quadrant  E  ist  also  immer  zwischen  den  Grenzen  ^  und  1  enthaltbo^ 
und  er  verkleinert  sich  also  bei  der  YergröDieraDg  des  Moduls« 


Zorfickftihniiig  aller  ojrklischeD  Modolar-Iotegrale  der  ersteo  Art  aof  daa  cinifge  du. 

Da  dn^tt=t— &\8o'if  ist,  so  hifän^u.Bux^U'^ie.j'na^u.Bu, 
und  also  rückwärts 

1.      /sn'u.öii  =  i^. 

Da  dn^UÄÄ'^+Ä'on'iiist,  wktfaxx'u.du^k^.u+k'J^cti^n.du, 
und  also 


2.    fwi^u.Bu 


ÄU'^V^.u  u — Au 


MuIUpUdrt  man  die  Gleichung  ^'^ "g=-^Jp'f<  + j^  ipit  dti  und  in. 
tegrirt  tbaOf  so  erhält  man: 

-.Ä^snvsnc«  « -el  II  +  Ä^.^  ji^ip, 
oder  ♦ 

Q          /•    du            du — Je*  sniiTOCM 
^'     Jod^"^  '^ k^ ^* 

Es  kann  diese  Formel   auch   also   dargestellt    werden:    f""  äac^u.dusa 

eltf — A^sntisncti.  Nimmt  man  mm  swei  Argumente  u  und  u^  so,  dafii 
n"\'U's=i  K  ist,  so  haben  wir 

E  =  f^dMpu.3u  S3:y"*dn'ti.aii+/ *dn'ii,aii 
oder 

Fuhrt  man  nun  die  Grobe  u'^s^K — u  ein,  so  hat  man  dfisss — du'p 
und  da  für  HS? £  ist  fi^sO,  so  h^t  man  £  =:  elii+ A  dnoV.dif^ 
Ebenso  ht  E  ^elu^+f""  dne^u.du,  alsoJE?— dcii==/*'*dnc^ii,5ii,  und 

wird  dieser  Werth  in  der  obigen  Gleichung  substituirt,  so  erhalt  man 

üß  Formel 

4»      E  =^  elfi-}*doti — A^^snii  sncfi, 

wodurch  die  Functionen  elot^  und  eltf  auf  einander  zurudkgefahrt  sind. 
Bald  nachher  werden  wir  diese  Formel  aus  emer  noch  allgemeineren 
herleiten« 

MuUiplicirt  man  Äe  Gleichung  ^l^EJiits^  — Ä^cn^tf— ^-^  mit  du, 

und  integrirt  man  hierauf  so  erhfilt  man  sunSchst 

17 
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und  8ub8tituirt  man  hierin  den  Werth  aus  Formel  (2.)^  so  hat  man 
woraus^  wenn  K — u  für  u  gesetzt  wird^  nooh  folgt 


/  — r-  = ^2 hconst. 


Da   tn^ti  =  ^=^  =  ~ 1  ist,  «o  ist 


wu.du  = — — — ,    Dod  aho 

^       0  ^ 

Da  der  Formel  (1.)  lemäfii  8no'tt.ö«  =  -ö(^^=|f^)  =^ü±f^ 
ist,  so  erhält  man  durch  die  Integration 

f  mc'u.du  =  ?i±^  +  oonst. 
Setzt  man  wirklich  ^  =  0,  so  hat  man  Oss—  -|-*  oonst«  und  also 

^         f        2  .   ^              M  — (J?— eleu) 
7.      /   snc^tl.dll   =  i— T -i 

diese  Formel  kann  mit  Benutzung  der  Formel  (4«)  aooh  also  geschrieben 

werden : 

y^       9       Q             u4-A:^sniisncii — elu 
^sno'«.a«  =  -^ . 

Der  Formel  (2.)  gemäls  ist 

cnc^ti.aii=—ö( —i: — )  = — '--^ ; 

daher  ist 

cnc^ii«dti  =  const« ri • 

r.  "  E 

Wird  wirklich  t£=sO  gesetzt,  so  hat  man  0  =  const. —  — ,    und  also 


8.     /  cnc^tt.öti  = 

^  0 


£— eleu  — A:^*#u  el  ti — k^  soii  sncti — k'^.u 

k^  ^  k* 


Setzt  man  in  der  Gleichung  — ^^-^  =ik^sn^u —  für  u  an  die  Stelle 

K — tt,  80  wird  sie   — >— ^— =&*suc^ii -j-*    Wird  diese  Gleiehnng 


#  r  p  A  •  I  «  r    Abtdiniff.     §.4«.' 

mit   Bu  mDltipIioirt   ubJ  dann   bateffbt,  «o   erftült  imvt    ^l^^l^^  = 

du 
—  cur  i/dueif  A/*  Ui  u 


da  aber 


&<  Anc'ttöa-./'-Jii.,  daher  iat 


8nci4  dnii 

>    du 


^"    -^el«+Ä'8n«8iiott  +  ^liJi^  +  «; 


ist^  so  reducirt  sich  die  Formel  auf 

Man  gelangt  zu  eben  dieser  Formel  kSrzer  auf  folgende  Art«    Nach  §.  62« 

Formel  9,  ist  •. — ^^^=1— dn^ti: — 1^5  multiplimrt  man  diese  Formel 

mit  du^  und  iotpgrirt  man,  so  erhalt  man  auf  der  Stelle 

/  — ^   Ä  /  -^du  =  tntfdnu  +  ti— elfl. 
t/o  »HC* II        t/o  cii*tt  • 

Die  Function  ein  wird  nicht  uoschicklioh  die  elliptische  Function  des  Ar*- 

gumentes  u  genannt« 

§.  65. 

Allgemeine  Relation  nnter  den  Fnnctionen  el(a^ru)y  ela   und  elu.    EntwicUoi^  der 
ellipliscben  Function  eii^ea  Trinoms. 

Das  Modular- Integral  el(a±fi)  des  Binoms  a  +  u  lädt  sich  aus  den 
Modular -Integralen  ela  und  elti  der  Theile  des  Binoms  zusammensetzenV 
und  zu  der  Entwickelung  der  dazu  dienenden  allgemeinen  Formel  gehen 
wir  jetzt  über«    Es  ist  nach  $•  34. 

dn(a  +  ii)  +  dn(a~u)  =  ,     l^,""f^'\        und 
werden  diese  beiden  Formeln  mit  einander  mulciplicirt,  so  erhalt  man 

,9/  \        1  a/     t      \  4X:' sna  cna  dna.spumudnii 

^  ^  v^  I      /  (1-T-A:*8n*a80*i«)' 

DiSerenziirt  nran  den  Bruch  1 — r; — r r-»  w  erhält  man 

^  / 1 \    ^^    2A:*8n^a8»KcniidoM.  9u 

\l-rifc?8n*a8n*ii/  (1  — ifc*8n*a8o*ii)* 

und  es  kann  also  die  yorige  Formel  auch  also  dargestellt  werden: 

17* 
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dn«(«-«).a«-.Ai'(fl+«).a«  =  ^s^a(t,,..*.,..J; 

da  ferner  d(A(a — «)  =  — dn'(a— tf).dti  und  dtH(a+u)=s  da?(a+uydu 
ist,  so  erhält  man  durch  Integration 

eo™t._el«.-«)-d(«+«)  =  ^^-i-f.!..,..' 
Setzt  man,  um  die  Constante  zu  bestunmeni  tis=0^  so  ist 

X         rk     1  Scoadna 

eonst.  — 2.ela  = 

und  wird  diese  Gleichung  von  der  vorigen  subtrahirt^  so  erhalt  man 

2ela-el(a-t£)-el(a  +  ii)  =  ^fi^ilif.  (,— -^ — i l)t 

oder,  da  5 — r^ — r — ; 1  «=  3 — ■  !°  ^P"  "    ist  so  findet  man  die  Glei- 

chung: 

*•  2  =  eia  I_iki8n»a8n«ii    > 

wodurch  schon  ein  Zusammenhang  zwischen  den  drei  sich  auf  denselben 
Modul  k  beziehenden  Functionen  el(a  4*^)9  el(a*— li)  und  ela  ausge- 
drückt wird« 

Beachtet  man,  dals  el(t^ — a)  =  el( — (a — u))ss: — el(a— «)  b^ 
und  vertauscht  man  in  der  vorigen  Gleichung  a  mit  tt,  so  erhalt  man 
sogleich  noch  die  Formel: 

ty         el  (q'^u)  —  el  (a  — u)  «  I:*  sn^aBuncniidnK 

welche  man  übrigens  auch  gerade  eben  so  hätte  herleiten  können,  wie  die 
Gleichung  (1.)  hergeleitet  worden  ist.  Werden  die  beiden  Gleichungen 
(le)  und  (2.)  addirt,  so  erhält  man: 

a  +  u)  ==  ela  +  elii— Ar'snasnfi. 3 — rr-^^ — i , 

welche  Formel  noch  einfacher  also  dargestellt  werden  kann: 

3.  el(a-}-ii)  =  ela  +  eltl — Ar'snasntisn(a  +  t^)« 
Setzt  man  hierin  — u  für  ti^  so  erhält  man: 

4.  el(a  — ti)  =?  ela — elti+^^*D^snti8n(a — 11), 

und  dieselbe  Formel  findet  man  auch,  wenn  man  (2.)  von  (1.)  subtrahirt« 
Aus  den  vorigen  Formeln  leiten  wir  noch  durch  Zusammensetzung 
einige  allgemeinere  Formeln  her.    Es  ist. 
el(ii-f-t;  +  a)  =  ela  +  el(ii  +  r)— Ä^8oasn(ii  +  r)8n(tt  +  r  +  a)    und 
el(ii+t;)  =  elti  +  elü— A:^sniisnrsn(ti-{-t')i    also 


und  da  nach  §•  44« 

Bst)  SO  erhalten  wir: 

5.     el(ti+r  +  fl)  sa 
6ltt+  elr+  du— Ar^n  (ii+ii)8o(v+^)  8Q(tl+t?)  (1 +A:V(ntt8iir  snasn  (ii+«'+^))« 
Diese  Formel  ist  symmetrisch  in  Ansehung  der  drei  Elemente  u, 
V  und  a.    Setzen  wir  — n  fHr  o^  so  verwandelt  sie  sieh  in 

el(v  +  ü— a)  = 
el  tt + elr—  el  a— Ä^snC«— a)  sn(t^— a)  bu(u+v)  (l—khnu  snr  sna  sn  (tt+r— a)). 
Wird  in  dieser  Formel  ti+a  fiir  ii  und  v-j^^  ^^  ^  gesetzt,  so  verwan« 
delt  sie  sich  in: 

el(ii+«^+«)  =  el(i«+a)  +  el(ü  +  a)— ela 
— /r^snvsnrsn(tt  +  ü  +  2a).(l — A;^sn(2«  +  ^)8i^(<^  +  ^)8Q^sn(ti4-f +  ^))« 
Da  aber  der  Sohlufsformd  des  S.44.  gemals  ist: 

1— *'sn*asn^(ti+r+a)  = 
(1 — A^sn(fi+a)sn(9^-*a)snasn(fi-|-r+^))(l+^^8i^^rarsnasn(u-f4^4'^)), 

femer 

u-\'V  +  2a  =^  (U'^v  +  ä)  +  a^    also 

f      t        tr}\  nn(u'{'V'^a)cnadna'\^snacn(u'^V'i'a)ia{u'^v-^'a) 

sn^ii-t-r-t-^a;  «  l_ifc«8u»a8ii»(u+i;4-a) 

isty  so  reduoirt  sich  die  vorige  Formel  auf: 

6.      el(ii+ü  +  a)  =  el(ti  +  a)  +  el(r  +  «) — ela 

k^9nuBnvsn(u'\'V'-\'a)cüaina'{'k^snusnvsnacn{u'^V'^a)in(u'\'V'{'a) 

und  sie  kann  noch  einbcher  also  dargestellt  werden 

el(ii+ü+a)  =3  el(ti-f-a)+el(&+a)— ela si-Z _ ^^^^^^% 

wenn  man  u  und  v  als  constant  und  a  als  veränderlich  betrachtet« 

i.  66. 
Setzt  man  in  der  Formel  (3.)  a:=K—u,  so  ist  eli(a  +  u)s=ze\K 
^=sE,  und  man  erhalt  also 

5u      E  =  elotf  +  elfi  —  A:^sntisncf£^ 
wcfiche  dieselbe  ist  mit  der  im  $•  64,  gefundenen  Formel  (4«). 
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Setzen  wir  aber  -^  +  ^  ß«^  «  und  -^ u  für  tt,  so  erhalten  wir 

6.      £==el(|.+ti)  +  el(f  ~ti)-*^sn(-^  +  ff).an(|.-ti). 

IC 

Wenn  wir  in  der  Formel  (2.)  des  §.  37,  setzen  a  =  —  und  b  =  u,  so 
erbalten  wir 

V2     •      /         \2  /  cn2ii — cnÄ  cii2i«      ' 

und  es  \fA  also  auob 

7,      JBcxel(|.  +  ti)  +  el(A--«) ^+4". 

\2      '      /    '        \2  /        8nc2M   '    cn2i4 

Den  Formeln  (6.)  und  (7.)  gemals  kann  man  die  Wertbe  von  elii^  wenn 

^>-Y  ^^  soloben  Wertben  von  elti^  (fir  welche  «^  <y  ist,  berleiteii. 
Setzt  man  in  der  Formel  (6.)  ti  =  0,  so  erbalt  man 

*•    ^*2-=2-+nr- 

Wenn  man  in  der  Formel  (5.)  setzt  — ti  für  t^  so  erh&lt  man; 

E  =  el(ür+ti) — elfi4-A;^snti  sncti, 
und  wird  diese  Gleichung  zu  (5.)  addirt,  so  bekommt  man 

9.  el(Ä  +  ti)  +  el(Ä:— II)  =  2E. 
Will  man  also  die  Wertbe  von  elti  in  eine  Tabelle  bringen,  so  kann 
man  sich  auf  die  Ausdehnung  dieser  Tafel  zwischen  den  Grenzen  fi=D 
und  11=  IC  beschranken,  weil  die  Wertbe  von  elti,  wenn  u^K  ist, 
leicht  aus  den  in  den  Tafeln  enthaltenen  Werthen  zusammengesetzt  wer- 
den können« 

Setzt  man  in  der  vorigen  Formel  K — u  fiir  Uy  so  wird  sie 
el(2Ä:— ii)  +  elM  =  2E, 
und  wird  u  entgegengesetzt  {genommen,  so  bat  man 

el(2Ä:+ii)  =±=  elti  +  2JE;. 
Wird  also  das  Argument  u  um  2K  vergröfsert^  so  vergröfsert  sich  die 
Function  q\u  jedesmal  um  2E. 

Eine  unmittelbare  Folge  von  der  so  eben  bewiesenen  ist  die  Formel 
10.  el(ti+2;iiÄ:)  =  elu  +  2mE,  oder  e\(u^2mK)  —  clu  —  2mE, 
worin  unter  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  verstanden  wird. 
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Entwiddimg  Ton  el{K±ui)  and  d(ii  +  i£0. 

DerAusdrook  Er^dcu  ist  ssQ  lar  11  =  0,  daher  wird  die  Fonotioii 

~ V^"     wieder  reel  seiof  setzen  wir  y=    ""  .^     \  so  erhalten  wir 

durchs  Di£Pereoziiren  dy  =  dno^(tii).dii=s  A:'^8DO^^tl•^u9  und  es  ist  also, 

wenn  wir  nun  wieder  so  integriren^  dab  das  Integral  auf  beiden  Seiten 

fSr  iic=0  verschwindet^ 

Vertauschen  wir  aber  in  der  Formel  (7.)  des  §•  64,  den  Modul  k  mit  k', 
so  haben  wir  ' 

J^m-u.Bu  =  j^n =  -=^ -VI , 

und  wird  dieser  Werth  substituirt^  so  entsteht  die  Formel: 

Ezd^  =  fZ-Cß'— elc'ti)  =  ti  +  Ä'^sn^iisnc'i#-el'ii, 
oder 

leI(J5C— iii)  =  JE?— t(ii  +  elc'ii— £')  =  ß— «(«+*''«' «*snc'«*—era) 


*'•  |el(Ä+wO=^  +  «>  +  elc'tt— £?0==i^+«\w+Ä'^8n'iisnc'v— el^^^^ 
Aus  dieser  Function  können  wir  bequem  den  Werth  von  elt«  herleiten, 
wenn  t^  =  jGT-f- iJBl^  gesetzt  wird,  denn  zu  diesem  Ende  brauchen  wir  in 
der  Formel  (11«)  nur  u^=^K!  zu  setzen;  da  dann  aber  elc't^  =  0  wird, 
so  erhalten  wir: 

12.  eI(JS:— tlirO  =  iS?— i(Ä'— JEO  und  eI(Ä  +  ;ÄO  =  £?+t(lSC'— ^0- 
Wird  auch  in  der  Formel  (5.)  des  §.66.  gesetzt  ui  für  ti^  so  erhält  man: 

£? — elc(i£t)  =s  el(iii) — A:^sn(i£i)snc(iii), 
und  es  ist  also: 

13.      el(ii)t— Ä'sn(wi)  snc(tii)  =  i(w  — (iE'— elo'ii)) 

=  i(u  +  A;'^sn'usnc'ti — el'ii). 
Setzen  wir  jetzt  y=3el(ii+**^09  ^^  erhalten  vfir  durchs  Difierenzüren 

ay  =  dn^(w+tK0.3«O  und  da  dn(w  +  «liCO  =  =^  nach  §.28.  ist,  so  ist 

also  3y  = ~y  folglich  y  =  const* +/  ^^  "■•  Setzen  wir  in  der  zwei- 
ten von  den  Formeln  (6.)  des  $•  64.  aber  K — u  für  Uy  so  erhalten  wir 

II— ^=s5(tncM  dncii — elcw),  .und  es  i»t  also 

el(ii  +  «ürO  =  tnctidncii— elew  +  const. 
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Die  Constante  können  wir  nun  nicht  dadurch  bestimmen  ^  dab  wir  ii  asO 

setzen,  weil  tncOastnJSCsss^  ist,  wohl  aber  dadurch^  dals  wir  u^sK 

setzen;  der  obigen  Formd  (12.)  gemSIs  erhalten  wir  nun 

elCÄ+tÄO  ^  E+KK'^E!)  ^  const., 
and  es  ist  also 

iel(u+iK')  =  Ä-.olot^+tnc«idncti  +  t(JK7— Ä0> 
"•      {el(ti— füCO  =  iS— doti+tnot^dncv— t(-8C'— JBO. 
Es  lassen  sich  diese  Formeln  noch  etwas  einÜEiqher  darstellen:  da  nSmliob 
JS— elcti  i?5  elfi — -TT ,      tnctfdncii  — 


und 

am     ■       A:*sniicnu  ^_^  cnufi — A:*8ii*u\  muinu  ^_^  inu 

snudnii  dnii         ***"  dnwV       ^u       /  "Hn«       ^"^  ton 

ist,  so  erhalten  wir: 

Ul(ii+iifO  =  eU  +  ^  +  iCÄ'-JBO, 

jel(ii-iJSCO  =  elu  +  '^^KK'-E'). 

Setzen  wir  in  dieser  Formel  11=0,  so  erhalten  wir  für  el(i£0  einen 
Ausdruck,  dessen  reeller  Tbeii  unendlich  i^t;  dasselbe  findet  Statt,  weno 
u  irgend  ein  Yielfc^ches  von  2£  ist,  daher  ist  überhaupt 

16.      e\(2mK±iK0  ^  *. 
Setzen  wir  noch  einmal  u  -{-  iK^  Hir  u,  so  erbalten  wir  zunSchst 

Da  aber  nach  §.28.  ist    °|]J^'^,^  ^  "ü^  *®'^  soreducirt  sich  die  For- 
mel auf 
17.  el  (u+2iK)  =  elti  +  2t{K'—K')  und  el {u—2iK)  =  fAu-\ii{Kf  ^E"). 

Wird  also  u  um  2iK'  vergrößert  oder  vermindert,  so  verme/trf  oder 
vermindert  sich  elu  tan  2i(K* — E')^  Aqs  diesen  Formeln  leiten  wir  so-- 
fort  die  allgemeinere 

el(w  +  2n«K0  =  elw  +  2iii(lS:'— JBO> 
oder,  wenn  man  noch  t#-|-3inJEC  für  u  setzt,  die  folgende  her 

18.    e\(M  +  2mK+2niK)  =  e\u  +  2mE+2ni(K'-'E')^ 

in  welcher  m  und  n  beliebige  positiTO  oder  negative  ganze  Zahlen  sind« 


^  t  §  k  s  t  €r    A  b  $c  hmitu     §.  6S>  1^7 

1  ik 

ZorflckCilmiiig  dee  Modttlar-Iotegrals  du  mit  eioem  der  Modal  -r-  md  p-  Mrf  eine  toldit 

Fonctioii  mit  dem  Modal  K 
Bezeichnet  el^A^if^  yj  das  Nodular -Integral  bezogen  aof  das  Ar» 

gument  ku  und  den  Modul  — ,  so  ist 

d(*ti,^)  =  &.^dn^(*ii,y).aii. 

Da  abw  nach  $•  30«  ist  dn^A:ti^  — jsscnti,  so  erhalten  wir  el(A:if^  —  j 
=  k.  Ton^ ndn,  und  wird  hierin  der  Werth  aus  Formel  (2.)  des  $•  64» 
substituirt,  so  erhalt  mant 

Wollen  wir  den  elliptischen  Quadranten  für  den  Modul  y  erhalten,  so 

haben  wir  in  dieser  Formel  nur  (vir  ku  den  zum  Modul  y  gehörigen 

Modular-Quadranten  k{K-^tK%  zu  substituiren.  Ist  aber  Arnes  Ap(JiC—JlCO» 
so  ist  iic=£ — iKf}  daher  ist  der  gesuchte  elliptisohe  Quadrant 

k  • 

Da  aber  e\{K^iK)^E^i{K'—E')  ist,  so  erhalten  wir 

^        E--k'^K^i{E'—k^K^) 

jcum  Ausdrucke  des  elRpHscAen  Quadranten,  welcher  zum  Modul  -r-  gehört. 

Der  Ausdruck  el(A:^ti,  ^j  bezeichne  das  Modular- Integral  bezogen 

»f  d«  Arguo^.  *-.  «od  «rf  d«  Modul  ii,  d»«  «  el(*'^  li)  = 

Äy  dn^  (ä'ii,  p-j.9ii  s=  ^•J  '^T'i   *"°^  «^^®  "^Äoh  $•  64« 

o  i/i^       '^\  ein— fc*8uw8ncw  E — eleu 

3.      eH*'«,  p-;  =  jg; =>  —jp 

ik  * 

Den  elliptischen  Quadranten  für  den  Modul  y  erhalten  wir,  wenn  wir  in 
dieser  Formel  nur  kf.u^=^  k\K,  also  u^=:K  setzen;  daher  ist  dieser  ellip» 

ik 

tisdie  Quadrant  fSr  den  Modul  —  gleidi 

*•      kf  • 

18 
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Wir  fessen  die  gefuDdenen  Resultate  in  die  beiden  folgenden  Lehr-» 
sStze  asusammen: 

L    Wird  statt  des  Moduls  ^  gesetzt  -j  (also  ^  ^^  ^)»  so  ver- 
wandeU  sich 

k  '  t  ' 


K'^E'm—j- und     ^^^-g;  m  ^^5^;-^,^, 

[esetzt  / 
ein  in 


und  wird  au&erdem.noch  gesetzt  ku  rdv  u,  w  verwandelt  sich: 

ein— Jfc^ 

1     ; 

IT.     Wird  -p  statt  des  Moduls  k  (also  —  statt  k*)  gesetzt^  so  ver- 
wandelt sich  t 

JK  in  p-,     ferner    Jb'  in  -^ ^,    also 

K—E'  m j^; *)  und    — ^—  in   —^ 1; 

und  setzt  man  aulserdem  noch  k'u  für  u,  so  verwandelt  sich 

elu  in  ^^^     und     Ä-elcu  in  ^. 

Diese  Lehrsätze  sind  also  als  ein  Nachtrag  zu  denen  des  §•  30.  und  §.31. 
anzusehen» 

Eatmcklung  fon  elf— +  ^^1  and  elfii  +  ^pj. 

Der  Formel  el^Apu^  -j^)  =  --^^ gemäls  ist  auch  rückwärts 

elu  =  k.%\\^u,  y)"!*^^'  "°^  ^'"^  zunächst 

Da  nach  Formel  (8.)  des  §•  66.  ist  el  (y)  =  ^  "^ — T — *  *^  verwandelt 

sich  diese  Formel,  wenn  in  ihr  —  statt  des  Moduls  k  gesetzt  wird,  in: 

,  (HK—iW)     \\  _   E—k'^K+i(E'—k^K')  ,  k^ik' 
®H        2         »   k) 2k  '^     2k     * 

*)    Es  Terwandelt  sich  m'inilich  K^  m  kf.{Kf'^iK)^  and   bienrou  mab  der  Aosdrack, 
w  weichen  E'  ubergeht|  subirabirt  werden. 
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und  wird  dieser  Werth  m  der  friihereo  Gleichung  substituirt^  so  erbfilt  mau: 

^'V2          2/**                      2                     '^          2  "^""T^* 
Dieser  Ausdruck  reducirt  sich  auf  den  einfachem 

,/Ä       iK\          E-^-iiK'—m.k-^W  , 

I  ^'  \1 T)   ~  2 '"  ~2 — ^  ^^^  "^  '•' 

^'\Y  +  ir/    "•-  2  ■*"~2~' 

Man  kann  zu   diesen  Formeln  auch  auf  folgende  Art   gelangen« 
Setzt  man  in  der  Formel  (3.)  des  $•  65«  das  Argument  a  s=  ti,  so  erhält  man: 

,              el(2M)    ,    Är*8n'M8n2M 
ell^   r=  -y-H 2 • 

Da  femer  nach  §.32.dL  ist  k^m^u  =    ~  ^  »  ^,  so  verwandelt  sich  diese 
Formel  in 


oder 


2.      el  (-)  =  ^  +  __|^__.. 


Setzt  man  in  dieser  Formel  u^=K+iK^,  so  ist  dnfi  =  0^  cnii=— ~^ 

und  snw  =  — ,  und  da  vir—^  =     """'"gs  A+iA:'  ist.  so  erhalten  wir 

,  /ir+iÄ>\  _  E+i(K'^EO   .k±W 
ei\^—Y-J j 1 2— > 

wenn  der  Werth  Ton  eiu  nach  Formel  (12.)  im  §•  67.  substitnirt  wird, 
umUalso  dasselbe  Resultat^  wie  vorhin« 

Setzen  wir  in  der  Formel  (2.)  u-^-iK^  für  u,  so  erhalten  wir,  da 

dann  dnif  sich  in  P^,    snti  in  t —  und  cnti  in  ^ — -  verwandelt«  für 
(l-d,u)(l-a.u)  j^^  A„,jruck 


mu 


/8aM+»rDK\   ^^^^^^   ,    .^^^.  _^k9n^u—cnuAnu+isnu(dBu+kcnu) 

\8DW/'^  ~  ^  Süll 

=  kmu — — ^  +  i(dnii  +  Äcnii), 

tun  ^  *  '^ 

und  da  der  Formel  (15,)  im  §•  67«  gemäfs 


du 

ist,  so  erbalten  wir  also 


eI(i*  +  iiS:')  =  ^\u^^^^KK'-E') 


.  /  M    ,   i  JPX    d«  I    *«•»"   I    •  (g^ — g^ + J" » + ^ "P '0 

^\2'^~T)   ~"2~+~2~  +  * 2 ♦ 

18» 
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oder  ftuob 

(    l(     I  »g'X  _  «'(2«)   I  t>nf2tt)   ,  i(g^~y-Ha2tt-H:c«2M> 

)®H«  +  T"y 2~  +  "~2~"  + 2  ''  » 

J   1^        »Ä'\         •l(2tt)   ,  fcwi(2i«)       i(K'— Ä'+dii2«-H:ai2u) 

(«H** — r/  =  ~2~+"~2 2 • 

Setzt  man  in  dieser  Formel  tf  s=0)  so  erhült  man: 

ond  dieses  particolfoe  Resultat  konnte  aus  der  Formel  (2.)9  indem  man 
nz=z%K'  setzte 9  nicht  unmittelbar  hergeleitet  werden ^  weil  dann  Au  un- 
endlich wird« 

Setzen  wir  in  den  Formeln  (3.)  ti  s=  JK^,  so  wird  el2tf  =  2JS, 
snSussO^  cn2ua= — 1  und  dn2ii  :=  1»  daher  haben  wir 

5.    ei(js:±f)  =  £?±i^^±(l=i*>i. 

$.  70. 

Ton  deo  Werthen  der  Fonction  Slu  ss  tS^ , 

i 

.Setzt  man  in  der  Gleichung  elu^if  du'u.Bu  jetzt  ui  tut  u,  90 
cthält  man:  el(ti*)  =  i.f^n^u.du.    Das  Integral 

1.      ©«  =  y^  !Dn»«.  a» 
ist  das  hyperbolische  Nodular -Integral  der  ersten  Art,  und  auf  dassdbe 
können  die  Integrale  y@n''ttdti^     J'iS.n'udu,    Jtxi^udu,    J*^^* 

f^>  /^  ""^/^  '-  ä"»»«**«'  Weise  zuruckgefiihrt  wer- 
den,  wie  dieses  an  den  cjkh'sohen  Modular- Integralen  in  Beziehung  auf 
die  Function  ein  gezeigt  worden  ist.     So  wie 

2.      ^  =  &u  ist,  so  ist  auch  umgekehrt    ^^  =  ein. 

Die  Integrale  Sltf  und  elti  können  auch  also  dargestellt  werden: 

Wird  statt  des  Moduls  k  der  Modul  k*  gesetzt,  so  schreiben  ^'r  (H'u  für 
diu.  Setzt  man  in  der  Gleichung  (3.)  des  §.  65.  ai  für  a  und  «t  für  u, 
so  rerwandelt  sie  sich  sofort  in: 


S«ch*t«rAb$eknttt.      §.70.  141 

i&ia-^u)  SS  ^«•f-C^rti+^.@naen«@n(a+«)    und 

Der  Gleidiaog  am  Schlüsse  des  $.  64.  gemSis  ist; 

i&u-^-du  ^  u-^ta  uänu  ssi  u+taag^ttm2u    und 
€(«+eFtf  s=  «-)-tn'»dn^«  =  «H-tangiam'2» 
s=  tt4-Snt(£)ntf  s  ti+San9^3(m2tf. 
Ako 


t 


j.elii  =  u+-=^  oder  :ii^^  +  el'ii  =  !!+—;-• 


Setzt  man  in  der  letzten  Formel  ussK^^  ako  axnf2utssn',  so  erhält  man: 

Die  Function  &u  wfiolist  ako  zwkohen  den  Grenzen  ifsO  und  u^sKf 
sehr  rasch  und  zwar  immer  mehr  beschleunigt,  wenn  sich  u  der  Grenze 
JE'  nähert.  Setzt  man  K'-^u  für  tf,  so  erhiilt  man,  da  am'(2£'— 2ii)  = 
X — am'2ti  ist,  die  Formel: 

welche  dcb,  wenn  — ti  inr  ti  genommen  wird,  verwandelt  in 

nnd  eine  bemerkenswerthe  Eigenschaft  der  Function  &u  erkennen  Ialst# 
Nimmt  man  nämlich  u  sehr  klein,  so  hat  das  letzte  Glied  dieser  Formel 
einen  sehr  groken  Werth,  und  da  dasselbe  negativ  ist,  so  erhellet,  dafs  auch 
&(K^+u)  selbst  negativ  ist.  Setzt  man  u^==^K',  so  wird  das  Glied  .^^^^ 
s  0  und  man  erhält  also: 

9.  ©(21iC0  =  2K'—2E'  =  2(K'^E% 
l>a  nun  E'<Zir  und  lf'>lT,  folgUch  Jf'>Ä'  ist,  so  kt  also  &(2K) 
positiv.  Hiemach  kt  ako  die  Function  &u  zwischen  den  Grenzen  u=^K' 
und  uc=2f  zuerst  negativ  und  nachher  wieder  positiv,  nnd  eine  Folge 
hiervon  ist,  dak  es  zwkchen  eben  diesen  Grenzen  einen  Werth  u  giebt, 
für  welchen  ^li^sO  kt.  Da  nun  el(ui)  =  i.iilu  ist,  so  ist  die  Func^ 
tum  el(iiO  =  0  nicht  blofs  für  ti  =  0,  sondern  auch  für  einen  zwischen 
den  Grenzen  u^K^  und  u=s2K'  ent/taltenen  Werth  von  u,  welcher 
nnfehlbar  von  dem  Modul  k  abhanden  wird. 

Dasselbe  läkt  sich  auch  aus  der  ersten  von  den  Gleichungen  (15.) 
im  §.67.  herleiten,  wenn  man  darin  tit  far  ti  setzt.    Aus  den  Gleidiun- 
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gen  (70  und  (8.)  erhalt  man  durch  Addition  dje  Formel: 

welche  sioh^  da  el\K'—u)  +  eV{K'+u)=^2E'  ist,  susammendeht  auf  v 

10.      &iK+u)+&(K'--u)  =  2{K!^Ey 
Multiplioirt  man  die  Gleichung 

el(ii  +  2iiJB:— 2«iiJS:0  =  eIii+2nJ5— 2»i«(Jf'— EO 
mit  t,  80  erhalt  man^ 

©(wi  +  2«iÄ:'  +  2iiiJK:)  ==  gl(tii)+2m(Ä:'-JB0  +  2ni£:, 

und  setzt  man  hierin  -r-  für  u,  so  wird  sie 

11.     €I(ii  +  2«iir'  +  2niÄ:)  =  €rii+2m(jK:'— JE70  +  2nfß, 
und  ako  fiir  n=:0  insbesondere 

®(u  +  2mJS:0  =  ©ti  +  2m(Ä'-J&0- 
Zusatz.  So  wie  es  zwischen  den  Grenzen  K'  und  2K^  einen 
Werth  Ton  u  giebt,  fHr  welchen  el(ift)=^0  ist,  so  giebt  es  zwischen  den 
Grenzen  ZK'  und4£^  einen  zweiten,  zwischen  hK*  und  ^K'  einen  drit- 
ten, zwischen  IK'  und  SjE^  einen  vierten  n.s.w»  Werth  Ton  u,  fiir  wel- 
chen el(ui)s=:0  ist.  Diese  auf  einander  folgenden  Werthe  von  ti^  far 
weiche  el(ui)=:0  ist,  und  deren  Anzahl  unendlich  ist,  bilden  aber  keine 
arithmetisohe  Progression,  sondern  befolgen  ein  anderes  sehr  verwideet* 
tes  Gesetz. 

$.  71. 

Redudion  der  Integrale  Ton  der  Form  fx^.duf   in  welcher  x  eine  Modolar-Fnncfioo  im 
Argomentes  u  ist,  auf  Blodular- Integrale  aod  auf  Amplitaden. 

Es  sei  derKiirzewegen  JR  =  a-(-26j7^-{'^^>  und  durch  [n]  werde 

/cc^  dx 
yl„  .     Differenziirt  man    den   Ausdnick   v=: 

af^.^B,  so  erhalt  man  zunächst: 


dy 


SR 
oder  da  ^==4Ja?+4cj;^  ist 


3^  ""  -/"Ä 


ex* 


Wird  dieses  DiSerenzial  im  Zähler  nach  Potenzen  von  x  geordnet,  so 
entsteht: 


i  t  e  h  $  t  e  r    A  b  s'e  h  nit  t,      §.  71.  143 

.      __  («-~3)aae*-*.ajg-K«--2).2>.«— «aa?+(ii— l)g»»aa? 

uad  wenn  maa  gliedweise  iotegrirt,  so  erhält  man  die  Reduotionsformel: 

ar-»./-Ä  =  (n— 3)a.[»— 4]+2(n— 2)Ä.[ii— 2].+  (n— l)c.[n]. 
Ist,  >Tie  wir  hier  voraussetzen,  n  eine  positive  ganze  2Sahl,  so  wird  das 

y^j^    durch  diese  Formd  auf  die  beiden  Integrale  [a--2J 
und  [»T'^]  zurBokgefiihrt. 

Ist  nun  ar=8n«,  so  ist  '^«  =  y(i_(i^f,^^,^t,„.j  »«<*  S-». 
Da  nun  1— (1 +Ä')a:'+Ä'ar*==cn'«dn'«  =  Ä  =  a+2Äx*  +  c»*  ist,  so 
hat  man  a=:l,  2ö=s — (1-^^^)  und  csssj^;  daher  verwandelt  sich  die 
allgemeine  Formel  in 

1.      (»— l)*'./8n"«a« 

=  (»— 2)(l+*')./8n"-»ii.a«— (n--3)./W-*«.d«  +  on«.dni<sn»-'tt. 
Setzt  man  afs^oau,  .so  ist   dx  ss  — snudntf. dti^  also  — dti  as 
dx    __  Qjc  r  I  r  1% 

snflidntf  sss  ^ Ä  =a  ^(«+2Jjp'+cjp*), 
ond  also  a  =  &",  26  ss  ^'— ^'%  « s  ^te.    Werden  diese  Werthe  in  der 
allgemeinen  Formel  substituirt,  so  verwandelt  sie  sich  in 

=  (n-'2)(fc'—k'^).J'cn'-^u.du+  (n^i)k^.ßa'-*u.Bu-\'  sntf .  dnM.cn"'«. 
Wird  d^ssdntf  gesetzt, also  Bx=s — A^snticnu.dti,  seist  — dtf » 

t« luc.u  =  V(-ifc'»  +(i%»)^»-^.) >    ««»o   »ril  =  *^sn«cnfi,    ferner 
a  =— A;'^   26=sl+A:'^,  c  =  — 1;  die  Reductions- Formel  ist  also 

3.      (»— l)ydn"«.ö« 
8  (»—2X1+*«)  .y*dn"-»ti.  du—(n—3)k'\/da'^u.  du  +Ä'sntt.cntt.dn''-'i». 

Setzt  man  in  der  Formel  (1.)  k'  Tür  k,  timet  ui  im  u,  so  ver- 
wandelt sie  sich  sofort  in 

4.      (n— l)Ä''./tn"w.att 

-=  —(n-~'2)(^l^k'^).Jin''-^u.du—in-'i).J^ta"-*u.du+  ^  ta'-^u. 

Ist  nun  n  in  diesen  Gleichungen  eine  gerade  Zahl,  so  werden  die 
auf  der  linken  Seite  in  diesen  Gleichungen  stehenden  Integrale  durch  wie- 
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derholte  Anwendung  derselben  Reduotions- Formeln  cul^tst  snrfiokgebraobt 
auf  solche  zwei  Integrale,  in  welchen  der  Exponent  n=sO  und  s=2  irt» 
Für  n  s=  0  hat  man  aber  das  Integral  fdu  s=  u  und  (Br  n  =  2  kann  am 
Integral  dem  $•  64.  gemäls  immer  auf  das  Nodular -Integral  ein  zurnd^ 
gebracht  werden«  Ist  n  aber  eine  ungerade  Zahl,  so  können  die  Int»» 
grale  sSmmtlioh  auf  solche  surSckgebracht  werden,  für  welche  n  =5  1  and 
n=:3  ist«  Der  Exponent  nsS  kann  aber  noch  auf  den  Exponenten 
nsl  zurückgebracht  werden;  denn  man  kann  die  Gleichungen  (1.)  bis 
(4.)  im  §.62«  multipliciren  mit  du,  und  gliederweise  integriren,  wodurch 
man  echSIt: 

2A^./sn'ii.5ii  s=   (1+A:^)  /snti.du+cntidnti, 

2k^.fcD?u.Bu  =s  (k^ — Ä'^)./cnti.3f«  +  8nf^dnw, 

und  dieselben  Resultate  erhalt  man  auch,  wenn  man  in  den  früheren  all- 
gemeinen Formeln  nur  n  ss  3  setzt*  Die  Integrale  für  n  s  1  lassen  sich 
aber  durch  cyklische  oder  hyperbolische  Arcus,  d.  h.  durch  Amplituden 
ausdrucken« 

Setzt  man  in  der  Formel  (1.)  ti+tlC'  für  u,  so  verwandelt  sie 
sich  sofort  in 

oder,  wenn  man  K — u  für  u  setzt,  in  die  folgende 

5.     .(«_i)./Jii- 

^  ^  %/  snc"  u 

Yertauficht  man  in  der  Formel  (2.)  die  beiden  conjugirten  Modul  und  setct 
man  dann  tit  für  Uj  so  verwandelt  sie  sich  in 

Die  Formeln  (3.)  und  (4.)  können  in   ahnlk)he  umgesetzt  werden 
für  negative  Exponenten,  indem  man  nur  K^-^u  für  u  setzt,  da  dncii 


S.ith«niA.r   Ahawihmitu    .$.  72i  %$$ 

a^^  und  fnotrsBjT^  Ist  Hferduwh  ictimiJeit  rieh  ge  Fownel  (3»)  fa 

Siebenter    Absobnitk 

f.  12. 

Voll  den  Modalar-Logarithara  Iidm  oad  2mii» 

Die  beiden  im  Torigen  AbBchnitte  bebanddten  Moduhr-Infegrale 
du  nnd  Sttr^  auf  weldie  wir  spSter  noeh  oft  zurSckkonimen  werden^  sind  nnr 
erste  Difierenziale  einer  neuen  Function^  wovon  es  ebenfaUs  zwei  Neben« 
formen  giebt,  die  sioh^  wie  die  cyklisdien  nnd  byperboüsoben  Functionen^ 
gegenüberstehen  nnd  daher  auch  als  zwei  Functionen  zn  behandeln  sind, 
damit  man  im  Stande  sei,  die  imaginären  Formen  auf  reelle  zuriickzu* 
bringen«  Es  haben  diese  neuen  Functionen  dne  loyarWmische  Naturj 
denn  last  in  alle  sie  betreffende  Relationen  mischen  sieb  die  natnrlidhen 
Logarithmen  ein,  und  da  sie  nicht  blols  von  dem  Argumente  u,  sondern 
auch  von  einem  Modul  abhängen^  yo  werden  wir  sie  ^kusche  und  kyper^ 
boÜsche  Modular^  Loyarühmen  nennen^  und  durch  Imu*)  den  eyklisbhen, 
sowie  durch  imu  den  bjperbolischen  Modular- Logarithmen  des  Argu« 
mentes  u  bezeichnen,  wenn  der  Modul  A  ist,  hingegen  jenen  mit  Im^v 
nnd  diesen  mit  2mfu,  wenn  der  Modul  ^  ist»  Der  Trähergehenden  £r» 
klarung  gemSls  ist  also 

1«      Ima^  =  /  duMUß    oder  umgekehrt    dti  es  -^^,     und 

2.     imu  SS  fdu.&v,   «der  umgekehrt  &u  =  ^$^. 

Aus  diesen  einfachen  Formeln  müssen  alle  Eigenschaften  der  Modular« 
Logarithmen  hergeleitet  werden* 


^)  Die  BncbsfAben  I  ood  m  der  Characteristik  Imu  Bind  die  Anfangs -RarhstAbeo  Ton 
logaritbmos  modularis.  Di»  Charaktere  Im  ond  Soi  sind  hiulAnglich  uutersrhieden  t<hi  dea 
tiofarbfn  Z«'irhen  I  und  S,  vodnreh  narb  §.  37.  des  ernten  Theiles  bjperboliscbe  Areas  anf 
cyklisi'be  und  umgekehrt  zarfickgebracht  werden. 
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Setxt  maa  ia  dßt  Formel  (L)  — m  Vk  Uf  no  erbfili;  um«  lai( — n) 

«sy   el( — ti).d(— 1#);  und  da  el( — u)  s  — elti  ist,  so  erhalt  man: 

3.    '  Im (—11)  =  Imtf^     nnd  eben  so     Jm( — u)  =  Ümu. 
Wird  abo  statt  dnes  Argumentes  das  gleioh  grolse  entgegengesetzte  ge* 
nommen^  so  wird  der  Nodular -Logarithme  desselben  nicht  geflndert. 

Setzt  man  ui  (or  t^  so  hat  man  lm(uf)=  f  idu.el(ut)i  da  aber 
el(ui)=iu&u  und  Tss  — 1  igt^  so  erhalten  yriri 

lm(ut)  =  ^f  du.&u^ 
und  also  der  Formel  (2.)  gemab: 

4.      Im(ti0  a=  — imuf    eben  so  findet  man    £m(tii)  =  — ein. 
Die  Nodular- Logarithmen  werden  also  nicht  imaginär,  wenn  man  auch 
ui  statt  des  Argumentes  u  setzt;  rie  befolgen  in  dieser  Beziehung  em 

Bhnliches  Gesetz  vne  die  Functionen  los — -  und  log<Soäti^  denn  es  Ist  be« 
kanntlioh  log  — r-x  =  log  ts-t-  •    oder 

'^«SScI^O  ~  — Joggoöir    und     log^ci(ni)  =  — log^^. 
Multiplioirt  man  die  Gleichungen  (5.)  des  f.70»  mit  du,  und  integrirtman 
gliedwdse^  so  erh&lt  man  die  Fornieln: 

Wii+Imii  =  y +  log^-^  «  -5^  +  log€n% 

A  i  *  -f 

|jmt^  +lm'ii  =  y  +  logßnt^  =  ^  +  log -j-;-, 

wodurch  die  beiden  Nebenformen  der  Nodular  -  Logarithmen ,  wenn  ihre 
Nodul  conjugirt  sind,  ohne  Hälfe  des  Imaginären  auf  einander  zuruckge« 
bracht  sind«  Schon  in  diesen  Relationen  zeigen  sich  die  natürlichen  Lo» 
garithmen. 

Wegen  der  Einfachheit  des  durch  die  Formeln  (4.)  und  (5.)  aus* 
gedrBckten  Zusammenhanges  unter  den  cyklischen  und  hyperbolischen  No- 
dular* Logarithmen  ^  werden  wir  uns  im  Folgenden  grölnten  Theiles  auf 
die  Betrachtung  der  cyklischen  Nodular -Logarithmen  beschränken« 

Nultjplicirt  man  die  zweite  der  Formeln  (5.)  mit  —1^  und  setzt  man 
fSr  —l^mi^  seinen  Werth  lm(t^i)  der  Formel  (4«)  gemüls  an  die  Stella  so 
bat  man  ^ 

6.      Im(ii0  =  lm't^--^~logjl^, 
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und  dieie  Formel  dt<mt  als  FuodamentaU  Formel  iSr  ^  naohfolgt^ide  Be« 
trachtuog  der  cyklischenModuIar«- Logarithmen  solober  ArgnmeBtey  ^ekte 
ganz  oder  zum  Theil  imagiofir  sind« 

«.  T3. 

Reblio0  oftter  des  Modiilar-I^iogiirilhmen  Iin(a  +  i/),  Ima  nod  linii,    Eolwickloag  des 
Modalar-LogarUbmea  eiots  Triooms. 

Es  Ist  nach  f.  65. 

el(a  +  ir)-el(a~ii)  =  2eU+ "V' ";!"T"T^°% 
wird  diese  Gleichung  mit  Bu  multiplicirt,   so  erhalt  man 

du.e\(a+u)--Su.e\(a-^v)  =  251mi«+ölog(l— A^sn^asn^n). 
Da  ferner  d]m(a-\'V)^=^dfi.e\(a'\'ti)  und  dlm(ii — ii)s=s — el(a— ii).^« 
ist,  so  erhalt  man  durch  Integration 

lm(a+ti)  +  Im(a-^v)  =  const. +2  Im  m  +  log  (1—A^snVsn^  ti). 
Setzt  man,  um  die  Constante  zu  bestimmen,  i^  as  0,  so  findet  sich  eonst« 
t:^2lmaf  es  ist  also 

1.      Im(a4-ii)+lm(a— ^)  =«=  21ma+21mas^+log(l— Ä'sn'flsn^ti). 
Setzt  man  in  dieser  Formel  a=^Kj  so  hat  man 

2.      Im(ir  +  »)  +  lm(ir— w)  tx=  2Imir+2Imi^-}-21ogdn<r, 
ond  setzt  man  a  s=  il>  so  entsteht 

3.      Im 2 V  SP  4 lm¥  +  log (1— *'  sn*i^). 
Mach  $«66.  ist  el(K+v)  +  eliK  —  v)  ==  2J3.    MuItipUcirt  man  diese  Glel- 
cbung  mit  Btß,   und  integrirt  man,  so  entsteht,  da   du  ^s^  d(K'^u)  tss 
^d{K^u)  ist,  die  Gleichung 

Eine  Constante  braucht  nicht  hinzugefügt  zu  werden,  da  jede  Seite  der 
Gleichung  für  ti  =  0  verschwindet* 

Setzen  wir  in  dieser  Formel  ti  =ss  JT,  so  erhalten  wir 
5.      lm(2Ä)  =  2E.K, 

Setzen  wir  aber  ti{  fiir  ti,  so  entsteht  die  Gleichung 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (3.)  u^ssK,  so  erbSk  man  \m{2K)^ 
41m^+2logA*',   daher  ist 

7.      lmir«^  +  Iogl/l. 
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j^Q;  S  leb  emtirAhiohnitUfi,  76. 

uty  80  erhält  man  durch  die  Substitution  dieses  Ausdrucks  diel|lleiahaDg 

Der  Ausdruck  aqf  der  linken  Seite  enthalt  ganz  eben  so  das  Argument 
114-2191X9  wie  der  auf  der  rechten  Seite  das  Argument  n,  und  da  diese 
Ausdrücke  sich  gleich  sind^  so  haben  wir  also  den  Satzi 

DerAuBdrueklmu^^.^-^  Ondert  seinen  Werth  nicht,  wenn  mili 

das  Argument  u  in  ihn  um  ein  beliebißes  Vielfaches  von  2K  vermehrt^ 
öder  auch  vermindert f  er  ist  also  eine  periodische  Function  mit  reellen 
Perioden;  der  Vnfang  einer  jeden  Periode  ist  ^^2K* 

f.  75. 

Entwicklong  too  Im (K +  111)  nud  \m{K+iK% 
Nach  Formel  (lL)des§.  67.  ist  el(jK:--tii}==£— i(ii+eic'if-^£7; 
multiplidrt  nuin  diese  Gleichung  mit  d(— tit)sB — idu^  so  erhalt  man: 

5(K— tit),el(JK:— tit)  5=:  ^iE.Bu—iuBu  +  Ao'u.Bu^E'.Bu) 
und  durch  Integration  entsteht  hieraus 

Im(JS:— tit)  =  const.— fß.fi— (y  — Im'CÜL^— tt)~Ä.ti) 
oder  auch 

lla(K—ui)  ss=  oonst.  — JB.iit~-^+lmo'i^+jB'.ti^ 

wenn  wir  Imctf  für  \m{K^-u)f  also  auch  Imc^ii  für  lm'(K! — ti)  schreii- 
ben.    Setzen  wir,  um  die  Constante  zu  finden,  u^=^0,  so  erhalten  wir: 
ImK  =  const.  +  lm^£^0     also    const.  =  ImJSC^ — Im'ÜC^ 

Da  nach  5.  73.  ist  UnÄ«  ^+  logj/1,    also    Un'Ä'«  ^'  +  log|/l, 
so  erbalten  wir  const.ss  — ZZ^ -|-  log  [r  —  ,  und  es  ist  also: 

Imo(tif)  =  lm(£ — ui) 
**~^''^'  +  Iog|/^^  +  lmc'i^  +  £^ii-^-.i&.tii 

lmc( — ui)  =  lm(£+^0 
^^-  + >og  |/'^ +  Imc'l/  +  £^ll-I^  + JB,iif\ 
Substituirt  man  für  Imc'ii  der  Gleichung  (9.)  des  $.  73.  gemals  den  Werth 
Imc'ti  =  ^  +  lin'i^  +  log(5^')-£;\„, 


1.       ^  ^ 


so  eASU  ttan  die  noob  ebfiuAeren  AusdrSokat  «  : 

(lm(Ä-«0  «  f^+l«n't.+Iog(^)~f -i?.«;, 

jlm(Ä+«0  =  ^+lm'u+Iog(^)-^+JE?.«|. 
Setzt  man  m  den  Formeln  (1.)  noch  ussKf,w  entsteht 

oder  abo 

■'•    ji„(g+ig)  =.  ^'+"f-'"+i.^|/i.+flg.i 

Die  Formeln  (2.)  lassen  sich  auch  also  herleiten.     Setzt  man  in 

den  Formeln  (9.)  des  §.73.  ui  ßt  u,  wodurch  sich  dnfi  verwandelt  in  A^« 
ao  erhalten  ynr 

lm(JC+Uf)  =  f^+hp(iiO  +  log(^)±iB.ii,^ 

und  da  nach  Formel  (6.)  des  f.  12.  ist  kn(tfO  +  Iog  i^^A  ^  im'ti— y, 

so  erhSIt  man  durch  die  Substitution  dieses  Werthes  augenblicklich  die 
Formeln  (2.),  woraus  die  Formeln  (L)  leicht  herzuleiten  sind« 

i.   76. 

Zosaameohang  switdieo  ien  beiden  ModQlar-Qaadranten  K  und  Kf  and  den  beiden 
dliplischen  Quadranten  E  ond  £^ 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (6.)  des  $•  72«  für  u  an  die  Stelle 
K' — 0,  so  erhält  man: 

lm{iK'-uf)  =  lm'(J!:'~«)~fc^-log(js;^)i 

eben  so  ist 

lm(.-iC'+«0  =  '"'(X'+")-'^'-'»g(sTO)-. 
und  da  cn'(J^^  +  ti)  =  — ca\K' — u)  ist^  so  erhält  man,  wenn  die  obere 
Glttchung  von  der  unteren  subtrahirt  wird : 

ImCiJK'+ttt)— Im(fÄ'— III)  =  2E'U'--2K'u—log{^), 

da  nach  Formel  (4.)  des  $.73.  ist  lm'(K'  +  u)—lm\K'—u)^2E'.u. 

Setzt  man  in  dieser  Formel  -j-  ss  — ai  für  u,  und  beachtet  mauj^  dais 


110  Sitbtmttr    ji  b  ».e  k  ui  t  t.      $.78. 

Wird  die  GieiolittDg  (2.)  dureh  2  divldirt,  und  der  m 
dtoe  Wertb  «iibatituirt,  so  erlifilt  man 

8.     -<'+'^+'"'-)  =:g+lm«  +  l.g(J:g). 

Bieraiui  and  aus  (4*)  erhält  man  dordi  Addition  und  Subtraotion 

SUn(ir~u)=    hnou    =J^+lmu  +  log(^)  — JB.ti    mä 
lmCliC+u)  =  lmc(-ti)=:  ^ +lmu  +  log(^)  + B.u. 

Eine  Relation  unter  Nodular -Logarithmen,  welche  noch  allg( 
ner  ab  die  Formel  (!#)  ist,  ISCit  sich  auf  folgende  Art  herldten« 
plioirt  man  die  Gleichung  (6.)  des  $•  65«  mit  da  und  integrirt  man,  so 
liflt  man 

hn(u^ä)+\m(p+ä) — Ima — Iog(i+£^snasn^sn9sn(tf-ft'-f^))4-oonat» 

Setzt  ma%  um  die  Constante  zu  finden,  a  s;:  0,  so  liat  man 

im(u-f*^)  =^  lmu-|*^<'+ ^^st* 
und  also 

10,    lm(uHh<'+^) ^ lmiU'\'ä)+\m(v+ä)+lm(u+v) — Imti-— Imr— In« 

— -log(l-|-A^snif8nrsnasn(u+t'+.4))* 
Setzt  man  in  dieser  Formd  u^=^b  und  v=i—b,  so  verwandelt  sie  iSdk 
in  die  firShere  Formd  (1.);  setzt  man  —  a  für  ii^  und  beachtet  man,  dab 
lm(*-0)sslm(4-A)  ist,  so  erh&lt  man 

lm(ti+9— a)  SS  lm(ii— a)+lm(i^— fl)+Im(ii+r)— Imii— Imr— .UttÄ 

— log(l — A^sntfsnrsnasn(ti-]-r— a))» 
Wird  diese  Gldchung  ron  der  friiheren  subtrahirt,  so  erhält  man 
IK      [lm(ii  +  r+a) — \m(u+a)  —  \m(v+ä)] 
—  [lm(fi  +  r— n)  —  lm(f#— a)  —  lm(r— a)] 

Zusatz«    Setzt  man  in  der  Formel  (3.)  u:=ziK,  so  erhalt  man 
jiunSQhst  4elmig=hng+log(^_^/^^,^^);  da  aber  »n^iif =-j:pp, 

'also  ^8nH^gg(i^jfcy  =1^  "»*  1—*' sn* ^iC SS  j^  ist,  so  «^ 
halten  wir 


.      •  f.  74. 

BatviddoBg  tm  lm{u±2mK)  aad  iwIIm  periedisdi««  Tarbütts  ie»  Andndn 

Seilt  mfln  b  dir  Fonad  (4.)  des  f.  73.  fetet  JT?«  für  «,  m»  ver» 
wsndelt  »e  sich  in: 
^lmCiK—u)ssimu-^2E(K'^)  and  Im(2jBL+«)srIin«+2iK(X+u). 

Aus  der  letzten  Formel  leiten  wir  noch  eine  allgemeinere  her,  in» 
dem  wir  darm  nadi  ^nander  u+2E^  «+4<i^  u-^6K  eto,  fSr«  setzen; 
addiren  wir  aber  die  Gladiongen: 

ba(u+2K)  S3  lm«-\-2E.(u+K)f 

hn(«+4JS:)  =  hn(tt+2Ä)+2ß.(«+3JK:), 

lm(«+6£)  s  hD(«+4JC)+2JS.(w+5iC), 


hn(t(+2mJS0  «=  lm(tf+2(«»— l)£)+3J?.(«+(2in— 1)£), 
hl  welchen  die  unter  einander  stehenden  zweiten  Glieder,  welche  den 
gem^schafitlichen  Factor  2  £7  haben,  eine  aridimetische  Progression  aus- 
machen und  also  dadurdi  summirt  werden,  dals  man  die  halbe  SumiQie 
der  beiden  fiufitersten  Glieder  mit  der  AnzaU  der  Glieder  mult^lidrt.  So 
erhält  man  die  Formel: 

2.     lm(u+2mK)  =s  Imt(+2jC.(ffi«+m'£), 
in  welcher  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  yonsr«  2SahI  vorstellt. 
Dals  diese  Formel  nSrolich  auch  dann  gOt^  wenn  m  eine  negative  ganze 
ZaU  bedeutet,  ISIst  sich  kurz  so  zdgen.    Setzt  man  in  der  Formel  (2.) 
—u  for  «,  so  erhSlt  man: 

ba('—u+2mK)  s  hntf+217.(— mtr+m'JiC), 
Da  nun  aber  '-'U'\-2mK=3^(u — 2mK)  und  also  auch  Im(— «•l>2m£) 
s=slm(t( — 2fiiJr)  ut,  so  erhSIt  man: 

lm(u-~2mK)  a  ha«+2E.(r~mu+m'K), 
also  dieselbe  Formel,  welche  man  auch  erhSIt,  wenn  man  — m  statt  m 
in  der  Gleichung  (2.)  setzt.    Der  Gleichung  (2.)  gemülk  ist: 
lm(u  +  2mK)  ss  hntf+£(2mti+2m'iC) 

lm(«  +  2m£)  =  hntf+^(40itfii:+4»i'JBC'). 
Da  aber  (u+2mKysati^^AmuK+4m'E^,  und  also  auch 
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Die  Gonttante  kann  nun  nicht  dadurch  gefandeo  werdmii  dafii  man  ti  ss  O 
airtzty  wohl  aber,  iodem  man  u^s^K  setzt;» dadurch  erhalt  man 

coDst.  =  Im(lC+iJS:0  — ImJK— f(if^-JBOÄ. 
Werden  hierin  die  Werthe  ron  lm(K'\-iKf)  aus  $«75.  und  von  hni^ 
aus  $«  73«  substituirty  so  erhalt  man  dieselbe  Formel^  wie  oben. 

§.  78. 
Entwicklong  Ton  lm{u+^^,  ^{^   ""*   liii(^^'^'). 
Nach  S.  73.  Formel  (3.)  ist  4.hnif  =  lm2ii-~log(l--iE:^8n^u);  fer* 
ner  ist  nach  $,32.  sn^ii  =  ^~!^^"  und  k  m^u=i  .7  "o'^t  aho 
ir  sn*fi  =a TT-T — o-tttt-t-tH  1  und folsiich  1 — Ä'sn  u  =  /.  .     ..  x;. .  ^  .;  v* 

(l  +  cn2«)(l+dn2a)'  *»  (If  cu2tf)(l-i-da2tf) 

Hiernach  v^erwandelt  sich  die  Formel  in 

4.1m I.  =  hnSn+log^  I(cn24dn2u)-      ^* 

4lm-g-  =  Imti  +\og^^tr^^t'r^^ 
2  '       "      2(cntt-{-du(/) 

Setzt  man  in  dieser  Formel  u+iK^  f&r  ii,  so  verwandelt  sich  cnti  io 

^ und  dn  II  in  — — -t  also  verwandelt  sich  der  Bruch 

(l-t"Ctm)(i4"dnii)     •        (ksnu — idnii)(cnii4"»8PM) 
2(diiu4~cnii)  2(dnu4-A:c'Uu)8nu 

Wird  nun  auch  fiir  lm(fi  + ^^0  «ein  Werth  aus  §•  77.  substituirt^  so  he» 

ben  sich  die  Glieder  -{-logfinu  und  — logsnti  auf  und  man  erbalt: 

4ta.(2dj£.)  =  _£(^  +  ta„+i.g(^)+i<,(*„«_.-a.«) 

-|-log(cnti+isnu — log(dnti4-Äcnw)+t((JSC' — E')u  +  lr)» 
Da  aber    log(Asnfi — idnti)  s=  i  aresin  (dnfi)  es  jarccos  (Asnu)    und 
log(cnfi+^^'^^)^=^*a™^  i^^9  ^^  erhält  man: 

4i„(!:^)  =  _£y|=£)+,og(:^_i„s(a.«+*«a«)+to. 

+  t(^r — arccos(Ä:snfi)  +  amfi+(iK' — EO^)f 
und  da  ^tt — arccos(A:snti)ecarcsin(A:snti)  ist^  so  reducirt  sich  der  Aua« 
druck  auf  den  einfacheren 

1.     iai(.-:n_)== g i  +  |log(^^j_j-^ 

+H  1  /> 

in  welchem  aiuch  noch  am^iirf/^-^)  für  aresin (Arsn«)  gesetzt  werden  kana» 


Si  »h  9mt  tr   jtb  $  ehnitu     $.79.  15) 

Hieraus  erbliU  »190  noob  für  tissO  das  perdooISre  und  redifc 
Resultat: 

2.      lin(-2-)  = 8—  +  iM2äw)' 

und  far  uss  K  findet  sich  ein  zweites,  aber  imaginäres  Resultat 

wdches  Bich  noch  zusammenziehen  Vilbt  auf 

S.  79, 

Eotwicklnng  tob  Ua{u-i-2niK')  und  prriodiacfaes  TerhAllen  des  Aosdraeks 

lm«-(l-^).^. 

Es  ist  dem  $.76.  oder  auch  77.  gemäls  hn  (u -{^i KT)  s=  Im  (v  —  iK') 
+  2i((K'—^')wi-iir),  Setzt  man  in  dieser  Formel  u±tK'  fiir  u,  so 
verwandelt  sie  sich  in 

1.      lm(«±2aJC0  =  \mu±2i((K'—E')(u±iK')+iv), 
oder  auch,  wenn  man  für  7  t  wieder  log( — 1)  an  die  Stelle  setzt,  in 

lm(»  +  2JK0  =  2t(Ä'— £;')(!*+   iJf')  +  iog(— l)+lm(«) 

lm(M  +  4iÄ0  =  2iiK'^E'Xu  +  UK')  +  log(— l)  +  lm(t»  +  2»iC0 

lm(«  +  6iÄ0~2«(Ä'— e')(««  +  5tÄ:')  +  Iog(— l)+lm(«+4tiC') 

lm{u-i.2niK')=^2KK'-E'Xv+(2n-l)iK')+]og(rl)  +  \m(u+(2n-2)iK'). 
Addirt  man  diese  Gleichungen,  deren  Anzahl  =s  n  ist,  so  erbSIt  man  die 
aJIgemeiuere  Formel 

2.    lm(«  +  2n»JE')  =  lm«  +  2a(iSC'-^')(»«+«'».K:0  +  log((— I)"). 
Es  lälst  sich  diese  Formel  auch  also  darstellen: 

lm(»  +  2«tiC')  =  lm«  +  ^^^^4ntt»lf'  +  4n'rÄ'»)  +  log((-l)-), 

und  da  4»«ilC'-|-4»'?JC'»=(«i  +  2»ilC')'— «^  »t»  ■<>  verwandelt  sich 
die  Formel  in: 

to(«+2»Ä0-(t-f)-'^'±¥^='»«-(i-D4+N((-W. 
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159  3  i  0  b  e  nt  €  r    Ah  9  ck  nitu      §.60. 

Abgeselieii  von  dem  Gliedte  log((--l)'')  enthSIt  der  Ausdruck  auf  der  Vat^ 
ken  Seite  eben  so  das  Argument  U'\'2ntK',  wie  der  auf  der  reoiiteo  Seitrf 
das  Argument  U}  das  Glied  log(( — 1)'^)  lullt  aber  auoh  weg,  wenn  man 
2  n  für  it  setzt ;  denn  dann  ist  ( — 1 )"  s=s  1  und  also  log  (( —  1)")  s  log  f  s=s  a 

Daher  haben  wir  den  Lehrsatz:    Der  Ausdruck  Im« — (( — -^^  «Zu* 

dert  seinen  Werth  mehl,  wenn  man  das  Argument  u  in  ihm  heSebig  ofi 
um  ^iK'  vermehrt  oder  auch  vermindert}  er  ist  also  periodisch;  die  Pe^ 
rioden  sind  aber  imaginär,  da  der  Umfang  dner  jeden  r=s4iK'  ist 

Zusatz.    Für  die  bjperbolisohen  Modular-Logarlthmen  erhSlt  roao 
leiobt  die  Formeln 
«m(«+2nJS:')  =  Smii+2(K^— iBOC^w+n'irO— log(— 1)-   und 

Jm(«+2«Ä')-(l-^).Öl±|^  =  Sm»-(t-|).^-log((-l).). 

welche,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  nt,  nichts  Imaginäres  enthalten« 

i.  80. 

Eötwickloog  TOD  \mfy'\-2mK'\'2niK')  ood  aozfthlige  daraos  abgleitete  periodie^ 

Aasdrucke« 

Die  Entwicklung  von  ImCtf+^^^+^^^^O  ^^^i  «loh  durch 
die  Zusammensetzung  der  Formel  (2.)  im  $•  74.  und  der  Formel  (2.)  im 
im  79«  Um  die  bei  dieser  Zusammensetzung  möglichen  Reductionen  besser 
übersehen  zu  können^  eliminiren  wir  aus  der  zuletzt  genannten  Fomael 
den  elliptischen  Quadranten  E\    Da  nach  Legendre^s  Satze  im  $•  76«  ist  i 

-^  +  ;;g;— -1  =  2^^'*  ^       T'^iTO'^        Ä^*  '^  verwandelt  Sieh 
jene  Formel  in 

lm(u+2niK')  ^lmu  +  i(^^—^)(nu+nHK')  +  log(i'-^^^^ 

oder,  der  Umformung  am  Schlüsse  des  $.70«  gemüTs, 

Un(ti  +  2nilfO-2|(t^+2niÄOH4^(«+2iitÄO' 

=  Unii-2|ii^-+^-^,.i.^+log(~^^^^ 
Setzt  man  hierin  t« -{- 2  mJC  für  »^  so  entsteht 
lin(«+2mK+2niJS:0—  ^(u+2mK-\'2mKy  +  ^(u+'2mK-\'2iüS^* 


Si»b»mt*rAb$okmitt.     §.8a  iS7 

Daaberiiaoh  f. 74.  Im(«-f  2m)jr— ^(ii+2mZ)>ssImt(— ^«*  is^ 
so  erhält  man,  wenn  man  der  Kurze  wegen  tat  den  Augenblick  setst: 
I/sUnu— ^.«*   und 

I7'=  lmCtt+  2mK+2niK')  —  ^(u-^2mK+2ttiK% 

durch  die  Substitution  des  angegebenen  Werthes  die  Gleichung 

V'-tr+j^(u+2mK^2niKy-^(u+2mXy-^log((r-rr)  =  a 

Durch  Entwicklung  findet  man  (u+2mK+2niKy—(u+2mX)'^ 
=»  4niK'  (u+2mX)  +  in^P£'^  =  4iilir'(tt  +  2»iir  +  »ijrO  = 
2«tir'(2«+4»ii:+2nti:0  =  2ni£'(2u+2mK+2niK')+4mniXK'i 
und  wird  dieser  Werth  substituirt,  so  verwandelt  sich  die  vorige  Glei- 
ohuDg  in 

ü'—U+^i2u+2mK  ■\'2niE')+mniri—log(r-iT  =  0. 
Da  nun  aber 

(«+2»»£+2»ii:0'— tt'=(2«  +  2»iX+2«»irO(2«iJr  +  2ii»jrO 
ist,  so  kann  die  Gleichung  auch  also  dargestellt  werden: 

g^~t^+4jf^^7^„,jg.j((«+2mJr+2mgO'->«^  +  log((--l)"<-^>)  =  0, 

wenn  man  zugleich  bedenkt,  dals  mn^rtss +IogC— 1)""  ist.    Setzt  man 

nodi  auiserdem  ^  rs  — ,  und  für  U  und  U'  die  Werthe,  so  hat  man  endlidi 

1.      im(v  +  2m£+2niS0  +  [ji^^^£^iji.^—^)' ä 

Ist  nun  f»  eine  beliebige  ganze  Zabl^  aber  n  eine  gerade  Zahl^  oder  ist 
n  eine  beliebige  ganze  Zabl^  aber  m  eine  ungerade  Zahl^  so  ist  in  jedem 
dieser  beiden  Falle  log((— l)"^"*"^^)s=Iog(+l)ss09  und  der  bewiesenen 

Formel  gemals  bleibt  also  der  Ausdruck  ^g^^+iy.o  Kl^2iK')  —  Ä/'^S" 
nngeanderty  wenn  darin  li-(*2»iir-^2iifit^  für  u  gesetzt  wird^  oder 
also  u  um  2xiiir-^2ittir'  beliebig  oft  vermehrt  oder  auch  vermindert 
wird»  sofern  nur  das  YerhaltnÜs .  fA  =3  —  unverändert  bleibt.  Der  Aus« 
druck  ist  insofern  periodhoh  und  der  Umfang  einer  jeden  Periode  2(1  K-j;» 
2iK',  da  2mK'{^2niK'  zsn(2iiK+2iK')  ist. 


1^58  Sie^benierAbMohniiU      §.81. 


Setzt  moD  fiir  u  deo  Werth  —  in  dw  Förmd  wieder  ao  ^e  Stelle^ 
und  flohreibt  man  für 

80  rerwandelt  sich  die  Formel  in 

=  Imti— log((— 1)"^'»-*^), 
oder  auch 

2.     Un(ii  +  2mir+2niJj:0  » 

Setzt  man  in  ^eser  Formel  n=:0,  so  erhalt  man  die  Gleichung  (2.)  des 
$»74,;  setzt  man  aber  msssO,  so  erhält  man  die  Gleichung  (2.)  des  $.79» 

§•  8h 

1  ik 

Zaruckfuhrimg;  dtr  Modolar- Logarithmen  Bit  den  Moduln  —  nnd  ^r-  auf  eben  soldie 

Fonctionen  mit  dem  Hodol  A:. 
Im  §.  68.  wurde  gefunden  el  \ku,  —jz=2^-^~—^.  Wird  diese  Glei» 

chung  mit  kdü  multiplicirt  und  so  integrirt^  dafii  für  1^  =  0  beide  Seiten 
der  Gleichung  yerschwinden ,  so  erhält  man  auf  der  Stelle  die  einfache 
Gleichung 

1.      Im  (äii,  4)  =  Imti-*'^.^. 

Setzen  wir  in  dieser  Formul  A:  ti  gleich  dem  Modular- Quadranten  k{K^K^) 

fiir  den  Modul  y  f  so  verwandelt  sich  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  in 

Substituiren  wir  hier  in  ]m{K—iK)  =  ^^^^'^[-^'^  ^  i^g  |/|.  ^EK\i 

(nach  §.75.),  und  ^ ^=5 ^ . tk'^KK',    so   erhalten 

wir  schon 

ais  Ausdruck  des  WertAes,  in  welchen  Im  Ül  überye/U,  wenn  4-  statt  des 

IC 

Moduls  k  gesetzt  wird. 


Wir  leiten  diesen  Auadniok,  welchen  wir  mit  St  hezddmaaf  nodi 
auf  eine  andere  Art  her.  Nach  $•  73«  Formel  (7.)  ist  ImKss  -^  -f.  log  y^, 
und  dieser  Ausdruck  mu£s  in  St  Sbergehen^  wenn  man  substituirts 
•^  für  k',  g-^'> K+HE'^Jc^K^  ^  jg  ^^^^  ^  qg^^  ^^  *(JK-tKO  «&  Ä. 

Wird  diese  Substitution  ausgeführt^  so  erhalt  man : 

— logiTt. 
Der  reelle  Theil  dieses  Ausdrucks,  welchen  wir  mit  A  beaseichneni  ist 

Er  stimmt  schon  mit  dem  reellen  Thdle  des  Ausdrucks  (2.)  fiberein* 
Setzen  wir  femer 

p^^K^E'—k^Kf)    und    q  =:  K'iE^k'^K), 
so  ist 

Ä  =  J[  +  i(&=5)-log/-.-=^  +  .-(£=^)-^'. 
Wenn  man  aber  p  und  q  addirt,  so  erhält  man 
p+q^KE'^k^KK'+EiJS:'—k^KK'^KE'+K'E—KK':=Jt^ 

nach  $•  76.;  also  ist  p—q=:i\ir — 2q;  und  wird  dieser  Werth  substituirt, 
•o  erbalt  man: 

St^A^^-^qi-^    oder    St  ^  A—qh 
und  dieser  Ausdruck  ist  mit  (2.)  einerlei,  wenn  man  nur  noch  für  A  und 
q  ihre  Bedeutungen  an  die  Stelle  setzt» 

Um  nun  auch  den  Modular- Logarithmen,  \m\kfUy  \g\  mit  dem  iMb« 

dul  ~  auf  den  Modul  k  zurückzufahren,  haben  wir  die  GMchung 

d^Ä'tt,  — j  =  — - —  = des  $•  68.  mit  kfu  zu  multi- 

pticiren,  und  so  zu  integriren,  da6  das  Integral  auf  beiden  Seiten  fSr  o  =  0 
verschwindet.    Dadurch  erhalten  wir  den  einfachen  Ausdruck 

3.      Im  [k'u,  ~)  =3  Imii  +  logdnii. 

ik 

Der  ModuIar<-Logarithme  des  Quadranten  (Br  den  Modul  —  ist  also  lm£ 
'\'\o^l^  oder  auch 

4-      ^+logirÄ'. 


Achter    Abscliaitt« 

§•  82. 
ZmamiMahaiig  mter  den  elliptischen  Fnncttoneo  der  ArgimeBte  u^  ^u  nni  v  mft  im 

Moduln  Je  und  X  des  §«5L 

Es  KBt  nach  §,.S1.  dn^vssz  iJilkf*!^^^^  ^^  °^^  {•52«  dors« 
±^^9  oder  endlich  mDgekehrt  dn  j^if  aa   * ^ JT  i"* ^>  nach  $•  53.  Von 

[eder  dieser  drei  Formeln  kann  man  ausgehen,  wenn  man  die  gesuchta 
Relation  swisdien  den  Modular-Integralen  der  Argumente  9  und  u  (oder 
^n)  mit  den  Moduln  TS.  und  k,  welche  durch  die  Gleichungen  (1.)  und 
(2«)  des  $•  51«  mit  einander  verbunden  sind,  herleiten  will«  Wir  gehen 
von  dw  letzten  Formel  aus,  weil  sie  am  einfachsten  zum  Ziele  führt,  und 
beziehen  also  die  Function  e\p  auf  den  Modul  7^  die  Function  ein  und 
el(ifi)  aber  auf  den  Modul  k.  Durch  Quadrirung  erhalten  wir 
;i  2  1—         dn*v+2icni;dnv+A*cp*t; 

dn  in  «  ^ -^(T+ÄJ^ » 

oder  da  Vai'r=5Bdn*r— ^'^  ist,  die  wenig  veränderte  Formel 

Da  nun  aber  nadi  §.5L  ti=:(l+\).r,  also  auch  -^=(1+\),y^  Jstr 
so  verwandelt  sich  |ene  Gleichung,  wenn  sie  hiermit  multiplicirt  und  dann 
integrirt  wird,  sogleich  in  die  folgende; 

^11*.  e\v  +  XsnV'^iX''^.v 

eliti  =    .    ~  i^^ 

oder. 

1         o  Ml-         2.elt;+.2lwv--a'*.» 
*•       -^•elt«  =  — r,= jqjj — '— ^ — • 

Aus  dieser  Relation  leiten  wir  einen  Ausdruck  von  ein  selbst  durch  eltr 
her.    Da  nfimlidi  nach  §•  69. 

2.el(iii)  =  elti4.(l— dnti)|/j^^,    oder  umgekehrt, 

ein  =  2.el(in)-(t-dnn)l/J^ 

ist,  so  brauchen  wir  in  den  Ausdruck  (1— dnn)y-r^^^  nur  die  Nodular^ 
Functionen  des  Argumentes  v  eiozuführen«    Es  ist  aber  nach  §•  53« 

cnrdnr  (1— •il).CQt;  doif 

*'"  l-f-Asu>v  do«tf  — AcB»©  » 


H  cht  fr   Jf>f9^ntt't.     §,82.  101 

ferner  ist  dn«  ==  J=:^%    al«,    I~dn«=j|^.     and 

Da  nun  aber    (l>~dntt).]/^~^"  =    "^j^J*"  (1  — cnti)    und  also 
sEs  r-j-T-sDp— rq^.snvcntt  ist,  80  erbSItman  durch  die  Substitution  die- 
ses Werthes» 

!el«  =  2Mv^Xy+2Xnnvan.    ^^ 
el«  _  ^     1+Xm*v 

Wir  kehren  nun  auch  nodi  die  Formefai  (1«)  und  (2.)  um.    Der  ersten 
gemlils  ist: 

(l+^).el(^tt)  +  ^~^8n|>  =  elr. 

Da  aber  l+^^rp"'»  '^''«(TPr  ""^  *>^^^,u,  also  ^=, 

Tpp  ""^  ^«'*'  *=  Vrfk>  Vr+iTIi  -  i+p  Vi+dinr  "'»  ~>  verwandelt 
sich  diese  Formel  in 

3,      el  »  =5= ^- "l+*üi- 


Kehren  wir  auch  die  erste  der  Gleichungen  (2.)  um,  so  haben  wir  sunSchst 

l±^.elti  +  i~— \sn»ontt  s=  el». 

Da  aber  Ksn v  =  •  v"i  j  "•*  i>^  *o  reducirt  sich  der  Ausdmdc  auf 

elu4-A/u T-T— ; elM+I/M4 si^-i = 

M        » l  +  dim  '         ' o« 

*.    ei»  —  j;pp  3=  j^p, 

Die  vorstehenden  vier  Gleichungen  drücken  nun  den  Zusammeohaug  zwi- 
schen den  Modular- Integralen  el«,  el(J«)  und  elv,  wovon  sich  die  bei* 
den  ersten  auf  den  Modul  k  beziehen,  das  letzte  aber  auf  den  Modul  K 
bezieht,  aufs  voUstüodigste  aus* 

Zusatz.  Da  sich  in  der  Formel  (3.)  die  Function  el(]^tf)  auf  das 
Argument  \Uj  die  Modular- Function  dnti  aber  auf  das  Argument  u  selbst 
bezieht,  so  mufs  die  Formel  noch   geändert  werben.    Nach  §.32.  a.  ist 
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aber,   wen«  man  daselbst  2a  =  w  setzt,  i-rr— ^== rn =^;   Jancr 

v<'rwandelt  sieb  die  Formel  sogleich  in 

ö.  eiV j^ip;  — . 

83. 

Relation  swischea  dfu  nnd  d^Vf  weoo  u^  Vf  und  die  Modolo  kf  ood  X*  dieselben  sind  wie 

im  §•  51. 

Die  Tier  Formeln  des  $•  82«  beziehen  sich  auf  einen  Zusammen* 
bang  zwisohen  den  beiden  Moduln  K  und  k  und  den  conjugirten  Kf  und 
k^,  wacher  durch  die  vier  Gleichungen  (1.)  des  §•  51«  ausgedrückt  wird« 
Nach  §•  54»  darf  man  aber  gleichzeitig  K*  Tur  k,  K  ßr  kf,  k  für  K  und  A: 
für  K'  setzen^  ohne  dals  jene  Gleichungen  dadurch  geändert  würden«    Neh« 

men  wir  auch,  dieselbe  Veränderung  mit  der  Gleichung  9  =  — |— «u  oder 
il=s(l+7^)t?  vor,  setzen  wir  aber  gleichzeitig  r  für  ff,  damit  die  Functio» 
nen  ron  v  sich  demnächst  auf  den  Modul  K'  beziehen  und  bezeichnen 
wir  den  dadurch  geänderten  Werth  des  früheren  v  mit  x,  so  Torwandelt 

sich  die  Gleichung  vz=,—^.u  in  a?=-^  .r,  und,  da  (1  -f-\)ü  =  «  ist, 

so  ist  ors^fi.  Man  darf  daher  in  den  vorstehenden  vier  Gleichungen 
gleichzeitig  K'  iut  k,  K  für  kf,  V  fdr  \  k  fdr  K',  v  für  u  und  ^tc  für  ü 
setzen^  wenn  dieselben  Aenderongen  auch  gleichzeitig  mit  allen  Formeln 
im  S.51«,  §«52«  und  S«53«  vorgenommen  werden«  Setzt  man  2t7  für  «^ 
so  muÜB  man  tc  für  t?  setzen,  da  das  Terhältnib  zwischen  u  und  v  con« 
staut  ist«  Macht  man  z«  B«  in  der  Gleichung  (3.)  des  $•  82«  die  angezeigt 
ten  Abänderungen,  so  verwandelt  sie  sich  sofort  in 

oder,  vrfSi  nach  $.  32.a.  yj^^^^r^  sssK'  sa'vm&v  ist,  to  die  folgende: 

-  u     2eVv-{-2Xv—X'*sa'vsn&v 

1.        61  « j^ . 

Die  GIdohuagen  des  $.  52«  verwandeln  sich  aber  b  • 


A  cht  »r   Ah»9.initU     $.84.  j;|||3 

.^         do'w — diM/v 

\wd!u  =s  ^;r — amc'r+am'ü, 

1— itn'>v  co82aiii't;  +  ft* 

E9  HFird  aber  nioht  nnzweckmSlBig  seiD,  wenn  wir  die  Ricbtigkeit  dieser 

Gleichungen  durch  die  ausgeführte  Rechnung  nachweisen.    Es  ist     ^^^'^ 

^-K^Bn^vmo%  also  ^^'^/j^"^^"^  =  +in-v-^^+dn-v^dJc^v 
(nach  §•  62«  Formel  7.).   Di^erenziiren  wir  also  die  Gleichung  (L),  so  be- 

kommen  wir     dti.dn^ii  =  ör^ — j^jt ^ j 

=  a^(<'°-^+2A+«'-c/«.)  ^  3v(ä.'v+^c'vy^    Setzen  w  aber  a«  » 

(l  +  A-)*d<^^  SO  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in  der  That  in  dn^ii=i 
^%\Vrr^'  °^^  dn't«=:^t^,  welche  gerade  die  dritte  von  den 
Gleichungen  (2.)  ist^  und  woraus  die  übrigen  folgen« 

Die  Gleichungen  v  =  -^.«^  oder  ti  =  (1  -{-7^)«I,  wie  auch  die  Mo- 

dular- Gleichungen  A-  =  fXj^>.  '^'~iXF>  ^^^^JXT  "^^  ^^^^^iXl  •*°^ 
wieder  dieselben^  wie  vorbin» 

§.   84. 

Eiofarlies  Terfahren  der  Berechnnng  der  elliptidchen  Qoadranten  E  OBd  E'  aos  denselben 
Modular- Zahlen,  irelebe  aor  Berecbnnng  des  Quadranten  K  dienen. 

Bezeichnen  wir  den  Nodular -Quadranten  fBr  den  verkleinerten  Mo- 
dul K<Zk  mit  Kl  und  den  elliptischen  Quadranten  fBr  eben  diesen  Modnl 
mit  El  y  und  setzen  vfir  in  der  Gleichung  (2.)  des  §•  82.  das  Argument 
rsüCiy  also  u  =  K,  so  verwandelt  sich  die  Function  elu  in  £?  und  elr 
in  Elf  daher  haben  wir  die  Gleichung 

Jg==^-^'~^^''^^    und  noch  aufiierdem  Ä=(l +X)./iCi. 

1)ividirt  mau  jene  Gleichung  durch  diese ^   so  entsteht 


|.(l+7v)'  =  2.|i— \«. 
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Wird  das  Verfahren  der  Terkleineruog  des  Moduls  wiederholt,  so  werden 
die  Grofsea  E,  Ei,  E2,  E^  eto«  immer  grö&er  und  o&hem  sich  der 
Grenze  i^.  Eben  so  werden  die  Grolsen  jK^^  Ki,  K2,  K^  eto,  immer  klei» 
ner,  und  auch  sie  nähern  sich  der  Grenze  \^.    Setzen  wir  daher 

^=i-|,   A=i-^;    ^=i-|j;   'i=i-^  etc., 

so  nahem  sich  die  Grolsen  t,  h,  t^,  t^,  t^  etc.,  welche  durch  fortgesetzte 
Yerkldnerung  des  Moduls  entstehen,  sehr  rasch  der  Grenze  NulL  Fiib- 
ren  wir  t  und  /i  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  wird  sie 

(1  +  \)^(1— 0  =  2(1 -O-^^ 
oder 

/(l+^)»  =  2t  +  (l+^)^+V'— 2,    und  also    tit^Kf  =i2t,^2K. 
Setzen  wir  nun,    wie   in   $•  55»,   \=iki   und  wenden  wir  überhaupt 
dieselbe  Bezeichnung,   wie  am  angefahrten  Orte  an,    so  ist  l-)-\  =s 

7^  =  4c-  =  ^    mid  K=SS  =  tE^-   folglich  ist 

t,m^  =  2.ti.m\  +^i(»t — n). 
Addiren  wir  aber  die  Gleichungen 

n^.t  =   2m\.ti'\-    (m  —  n)mi, 
2i»J./i  =  4inJ.f2  +  2(»ii — n^)fn., 

4in;.f2=   8»»J./3  +  4(m2— n2)«»3> 
Sm\.t^  s=  16 m]|. ^4 -{-8(1113—113)1714 
u.  s«  w., 
so  entsteht  der  Ausdruck 

m\t  =  2'+^«i^i./r+i  +  (»*— »)»»i4-2(i»ir-ni)«t2  +  *('W2— il2)«»3 
+  8(»i3 — ^3)1^4  ••••  +  2''.(i»,. — ii,.)«in,^.|« 

Nimmt  man  nun  r  grols  genug,  oder  eigentlich  unendlich  grofs,  so  ist 
;^^i  =  0,  und  man  erhält,  da  auch  m^ssl  ist,  die  sehr  rasch  convergi« 
rende  Reihe 

\.      /  =i  (191—11)17114-2(^1—^1)^2  +  4(^2 — n2)m3-)-8(m3  — fi3)M4 

+  16  (7/I4 — n^)  ms  +  etc. 

TT 

Ist  nach  dieser  Formel  t  berechnet,  so  hat  man,  da  -^=;  1 — ^  bt, 

2*      E  ^  K'^Ktt  s=  rr^""^« — •^^ 

2n     2fi    ^ 

und  da  nach  Legendre's  Theoreme  xT^^TkW^^ —  7-  ist,  so  hat  man 
auch  noch 
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3.       JB'  =  1j  +  Ül'.^ 
lo  weloher  Formel  wieder  i]  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  im  §«55«,  der 
Quadrant  Kf  aber  nach  der  Formel  (3.)  des  $•  57.  zu  berechnen  irt* 

Anmerkung.  Es  ist  zwar  streng  genommen  Z^+i  nur  dann  =0, 
wenn  r  unendlich  ist;  aber  bd  einem  vorgeschriebenen  Grade  derGenau^ 
keit,  welchem  gemäfii  der  unvermeidliche  Fehler  <C  Tqt  sein  soll,  ist  schon 
/s  hinlänglich  genau  =^0,  zumal  da,  wie  wir  voraussetzen,  der  Modid 
1c^%\n\;7r  ist«  Sind  die  beiden  Nodular -Quadranten  K  mid  Kf  beretts 
berechnet,  so  geht  die  Berechnung  von  E  und  E^  aus  denselben  Modular« 
Zahlen  sehr  bequem  von  Statten» 

f.  85. 

Zweiter  Beweis  der  Fomiel  7?"  +"7?7  *"  ^  =  ^juk)  " 

Setzen  wir  in  den  Formeln  des  §•  83«  das  Argument  r  =  iC^ ,  also 
snc't?  =  0,  so  wird  sn^tf  =sO  oder  u=i2K\  und  da  u=^(i+K}v  ist,  so  ist 

und  da  sich  die  Formel  (1.)  des  $.  83.  nun  verwandelt  in  2£;'=:^^^^^, 
so  erhalten  wir  also  durch  die  Division: 

Da  Terner  nach  §.84.  /(l+^)^=3  2»/i  +  2\  ist,  so  erhalten  wir,  wenn 
diese  Gleichung  von  der  vorigen  subtrahirt  wird. 

Setzen  wir  nun  zur  Abkürzung 

Ä  =  -^  +  ^  —  l      und      ^1=^5^+^  — 1> 

so  ist  jene  Gleichung; 

Ä(1  +  ^)^  =  2.Ä,. 

Setzen  wir  nun   wieder   Kss  ki^   wie  im   $.  55.,   und  also    l-f-\  = 

2                2m            m  .  . 

s=  r—  =  ,     so   ist 


l-f"*«'        m-(-«        Big 
eben  so  ist 

Werdeo  diese  Gleichungen  mit  einander  multiplioirt,  so  entsteht 
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Ist  mm  aber  r  grob  genüge  soht  mr  =  ^i  ferner  ist  ^r  =  -=7  + J  —  1, 
and  da  ^  =  |J  =  1,  femer  El  =»  1,  also  Ä.  =  p  wird,  so  M 
^=:2'.^-^.-|-=^.2^-^*    Da  aber  aueh  nach  §.  57.  2^^  =  ^ 

iat^  so  erhalten  wir  daroh  die  Substitution  dieses  Werthes :  ^  =  tt  *  'T^   <>der 

auch  £  s=  2KK'  '  ^^^  bewiesen  werden  sollte« 

Zusatz  zu  §«85.,  zu  §.  841  und  $.59«  Die  Grofse  3^mr  kann 
leicht  unmittelbar  durch  die  auf  einander  folgenden  immer  kleiner  wer- 
denden Moduln  k^  k^,  k2,  h,  k^  etc.  ausgedruckt  werden.    Es  ist  offenbar 

mr  =  ^i-.-^.  ^  ••••  -^^  ,  oder  auch 

m  llt|        m^  THr— i 

2'.«,,  =  7n±nm^±n^m^±n,  mr^^nj^    ^^^  ^^ 

V.      2\mr  =  (1+*0(I+ä;)(1+ä;)-.-(1  +  äU). 
Ferner  ist   1  +  Ag^=  ^  ,  ^    und  1+Äi=— ^,  also  1-|-A:'  =  ^?s^;  eben 

so  ist  1  +  Ä^  =  rTJr  j  u.  s.  w.  Daher  erhalten  wir  durch  die  Substitution 
dieser  Werthe: 

2^-"»'  =  vt;- v^- >^ ••••  ^  «***'^  «"^*» 

Kr 

Wir  benutzen  diese  Formel  noch  zur  Umformung  der  Formel  (L)  im  $.  84b 
Erheben  wir  dieselbe  zum  Quadrate  ^  so  erhalten  wir^  nach  Fortsohaffung 
des  Nenners: 

K  •  /»i  •  fvo  •  iCx  •  •  •  •  rT^ 

=  4^»i»Av*  =  4'(iii?— m,'Ä^')  =  4'(»i,»— n*)  =  4'.2(m,~n,).«i,+,, 
und  also  räckwürts: 

Wird  dieser  Werth  in  der  Reihe  (1.)  des  §.  84.  beuutzt,  so  verwanflMt 
sie  sich  in 

<  =.  ^  +  ^  +  ^^-|^  +  ^*  \^'*  "'  +  ^^^^^  +  etc.  oder  auch  in 

•»  * ^     M  _L  *  »   _L       '      «    .1.  ">!  *«  "•»     I      «I  «2  ^»  "4      I       ^1  "»  *"s  ^"4  *■»    _1_  -t„  \ 

J.    '  — yV^^T^^  ^~^      8      ^        16        '  32  retc.^. 
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I»t  der  Modul  k  selbst  schon  sehr  klein,  so  hat  man  also  nShemngswebe 
<=:y  oder  ^=f-+nf^J  U.B.W.    Ferner  ist  l+*'  =  Hp:^  i^k[     . 

—  2V^,    1  ^-ä;  =  ^p^  u.  8.  w.     Werden  diese  Werthe  in  der  For^ 
-mel  (L)  substituirt,  so  verwandelt  sie  sich  in 

..       _  Vfc'  vx  YUb,     y^^ ;^ 

*r       *•        *»  *r  ir^C*;. *;.*;....  fcU) 

oder  da  titr.A^  =  n,  ist,  in  den  Ausdruck 

.  J V 

Km  K»  .  ^9   *  ^A  *  *   *  *  *^m^ 

woraus,  wenn  r  unendlich  genommen  wird,  folgt: 

Die  Factoren  im  Nenner  nähern  sich  sehr  rasch  der  Grenze  Eins» 

Nach  §.  59.  ist   Sr^'^^^===^=^^  und 

nadi  Formel  (2.)  verwandelt  sich  dieser  Ausdruck  in 

^r  =  ^.-—^^  {k^lhk^.. .  .kr^i).mur. 
Da  femer 

nach  $•  51*  ist,  so  ist  also 

6*      Sr  =  §r^(kik2k^....kr).BnUr. 

86. 

Erste  All  der  Berechnong  von  elu  nnd  el^u  aus  amu  und  umfu  in  Aoweadiuig  derselben 
ModaIar-ZableO|  welche  sor  Berechuniig  von  ^  oder  K  dienen. 

In  der  Formel   elti=: ~^^ ist  r<«  und  auph 

k^k.    YerKnden  wir  diese  Gleichung  (2.)  des  $«82.  mit  der  Gleichung 

^t^+^)^  =  2.^ — K^f  so  werden  wir  diese  Gleichung  asuvor  mit  der 

Gleichung  ii=:(14- 7^)t^  multiplidren  müssen,  um  das  Argument  K'^v  zu 
eliminiren  und  auch  den  gleichen  Nenner  1 4*  A*  2u  erhalten«    Es  ist 
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und  wird  diese  GleiohuDg  von  der  obigen  lubfrahirt^  so  erhalten  wir 

elti— •jf*'  = ijlX ^^*  auch 

1.      du  — |-ii  =  (l+A0(elt?  — •|^r)  +  (l-ÄOMrcnii. 

fietzen  wir  in  dieser  Gleichung  nun  hf  9s—  und  A.  =  A:.  also  k\:=:^t 

ferner  r  ss  tCi  ^  und  wenden  wir  überhaupt  dieselbe  Bezeichnung,  wie  im 
§•  55. 1  §•  58«  und  §•  84«  an ,  so  haben  wir  die  Gleichung 

«i(elii  — -^ii)  =2  2iiii(eltii— -^tij)  +  (m  — n)chtisnfix. 

Eben  so  ist 

2mA(eItii— ^tix)  =  4in2(elii2— -^ti2)  +  2(mi— iix)cniiisnii2, 

4«i2(eltii— -^«2)  =  8ms  (eltij— ^1/3)4-4(1112— ii2)cnii2snii, 

u«  8.  w« 
Wenn  man  diese  Gleichungen  addirt,  so  erhält  man,  da  ms:  1  ist, 

el«— ^ti  =  2^m,.(elti^—-^ii^)-j-(m—ii)cntisntii+2(Wx— »Jen  IIa  ^^ 

+  4  (^2— iij)  cn  1I2  sn  ti3  • . ,  •  +  2^^*  (wir-i— n^^O  cn  u,^^  sn «^'t 
Wird  nun  r  immer  mehr  vergröCiert,  so  nähert  sich  kr  der  Grenze  Null, 
also  eltir  der  Grenze  u^  und  also  eXu^ — -^^r  der  Grenze  Null,  da  J?^«8 
Kr^\ir  wird.     Daher  haben  wir  die  Reibe 

elti=  ^ti-f-(m — ii)cntisniii  + 2(17)1 — iii)cntiiSati2  +  4(m2— iio)cn«;entrj 

+  8(^3 — ^)  cniij  8nii4  -j-  etc., 
welche  sehr  rasch  convergirt.    Ist  nir  s=  n^  =  1]  geworden,  so  ist  auch  dM 
Glied,  in  welchem  m^ — n^  als  Factor  vorkommt,  gleich  Null,  uod  da  wir 
uns  den  Modul  k  als  <[sin|T  vorstellen,  so  ist  in  gewöhDlicben  Reeb* 
nuDgen  schon  m^ — n«  hinlänglich  genau  =0«     Setzen  wir  nun,   wie  im 

A^  A.  Q  _-, 

§•58.,  wieder  dni/  =  — ,    duti^s — ^,  so  ist  soti^  s= — t-tt  sn  11  •  odir 
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.  *  *  ■ 

da  abfer  auch  nach   §.  58.     A?  =  ^^±^.iiiin,,  also  A]^^A=:J!l<!:!JZJ^ 

CS  !1=^  (A^— «')  ist,  so  erhalten  wir 

m+A  ^  ^      »  ^, 

(m-n)cn«8nti,  =  A,.  |/^^-=-^^=^^. 

In  übniioher  Weise  können  auch  die  übrigen  Gh*eder  dargestellt  werden, 
und  es  ut  also  ^   ^ 

Die  in  dieser  Reibe  vorkommenden  Groben  A^  Ax^As^Aj  eto*  sind 
sammt  den  Modular*  Zahlen  dieselben^  welche  dem  §.  5&  gemals  auoh  zur 

Berechnung  von  u  aus  amti  =  ^  dienen«  Das  Yerhaltnifs  -^  ==  1 — t  mub 
nach  f.  84.  berechnet  werden.  Durch  die  in  einer  geometrischen  Pro- 
gression stehenden  Coefficienten  1,  2,  4/8,  16  eto«  wird  die  Conver- 
geuz  wenig  oder  gar  nicht  verringert;  sie  bewirken  höchstens  einen 
Fehler  in  der  letzten  Decimalziffer  des  Resultates,  welchen  man  dadurch^ 
dais  man  eine  Decimalziffer  mehr  berechnet^  leicht  und  sicher  vermei* 
den  kann. 

Zusatz.  Setzt  man  in  den  vorhin  gefundenen  Formeln  irt  ftir  tr^ 
also  auch  u,i  fSr  fii,  u^i  für  tij»  u^i  für  u^  etc.  und  setzt  man  A  es 
ir(l+Ä^tn'=w),   so  verwandelt  sich  A  =  ^(m'm^u+n^sa'ü)   m  i|(  s 

Nun  ist  A  nicht  mehr  zwischen  den  Grenzen  m  und  n  enthalten,  sondsm 
es  ist  inuner  A]>ii  und  also  A  — »  positiv;  aber  m — A  ist  negativ.  Die 
vorige  Reibe  verwandelt  sich  nun  also  in 

Da  aber  erw  =  fi  +  tn'wdn'w— €lti  =  tt  + Asn'ii— 51«  ist,  so  erhalt>pn 
wir  nun,  wenn  am'w  =  \l^  gesetzt  wird,  und  also  A  =  /"(l  +Ä*tang-^), 
für  eVu  die  folgende  Reihe: 

el'u  =  (l^|■)«  +  A,in^^-A,]/^■^=^^-=^--2A,^/^^'-7^^^-^^-"^) 
■  _  4  A,.  i/(^iZl2i»M2=^  -  8  A«  i/(^»-'"»)(^»-»«}  _  etc. 

22  * 
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Die  hierin  Vorkommenden  Grolsen   haben  dieselben  Bedeutungen ,   ifvie 
im  Zusätze  zu  $•  58«;    die  daselbst   angegebenen  Formeln  dienen   auch 
^xur  Bereolmung  des  Argumentes  u  aus  am^fist//,  und  1*^7  ist  nur. 
nooh  nach  $•  85.  zu  bereohnen.    Diese  Formel  ist  anzuwenden,  wenn  der 
Modul  ifc^>8iniT  ist,  weil  dann  k<Z^inir  ist. 

(    *  f.  87. 

Erste  Ali  der  Beredmong  yon  Imu  nnd  Im^ii  aas  amtt  ond  am'v 

Nach  $.80.  ist 
elii=5-«'+«»(l— *0<»iisntt|  +  2»ii(l— Ä'OenfiiSniij+eto. 

Ferner  ist  nach  $•  51.  snt?  =  sntii  =    t^iuu^  ™^  •'•^  *^  ®**®* 

«1(1— *).cn  II  sn«,  =  -f+d^ir  = ä;; • 

Werden  in  gleicher  Weise  audi  die  folgenden  Glieder   umgeformti   so 
«rhiilt  man 

elu  =  ^u^fn.^^2E(^'^  -2«n,/"'^^j+^-'"')  +  etc. 

Da  aber,  wie  im  $.  57..    ii=sÜ2^  = -^=-^  =  etc.  ond  also  auch 

'  Tfl^  lllj  Wj  \ 

m  i  nij  fti^  771^ 

so  findet  man,  wenn  man  jene  GIdohung  nut  diesen  multiplidrt  und  in* 
tegrirt,  auf  der  Stelle 

«■  to«  =  |.^  +  l.gj^+2Iog^+4I«gj4^ 

wenn  die  Constante  so  bestimmt  wird,  dab  das  Integral  fSr  fissO  ver* 
sohwindet.    Wird  die  Bezeichnung  des  $.58.  eingeführti  so  ist 

Es  convergirt  diese  Reihe  sehr  rasch  und  die  Rechnung  nach  ihr  ht  sehr 
bequem,  vorausgesetzt,  dals  auch  das  Argument  u  in  ihr  aus  amti  =  ^ 
nach  den  Formeln  des  §.  58.  berechnet  wird. 

Zusatz.     Wir  leiten  sogleich  noch  eine  Reihe  zur  Berechnung  von 
Im' ti  her,  wenn  am'tis=\//  gegeben  ist  und  die  ModuIar-2Sahlen,  wdche 
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SBur  Bereohoang  von  t)  oder  K  dienen,  wieder  gebratioht  werden  soHm. 
wir  A  =  /'(l+&^tapg^\//)  und  setzen  ut  für  u,  wodurch  die'Be» 
ingen  yon  A»  Ax,  ^2$  A3  eto.  geändert  werden ,  w&hrend   die  Art 
rer  BerechniAg  dieselbe  ^leibt,  so  erhalten  wir  sofort 

und,  da  Im'«  =  Im  (v i) + y  +  log  ^r;^  ist, 

_8,.g=^_16|„g=^_eu,. 
Auch  diese  Reihe  oonyergirt  desto  rascher,  je  grSlser  der  Modul  k*  ist» 

i.  88. 

Zweite  Art  der  Berechmng  tou  ein  oad  el'ii  ans  am  u  ond  am'ii» 

Setzt  man  in  der  Gleichung  2.el  iu  «=  h^^JLt^^^Zlh'l^  und  abo 

jMaoh  in  der  Gleichung  vs=(l+X)t;  fBr  u  an  dessen  Stelle  2u,  wie  auch 
ttb  i.b9m  geschehen  ist,  so  werden  diese  Gleichungen: 

^  2elii  = T+iT^ ^^  ~  (l+^)t^- 

^erfier  ist 

^(1  +  ^)^  =  2.^— ^^  und  also  2.  ;|ii=  (2.|ir-\'^r)«(l  +  X). 

Wird  diese  Gleichung  von  der  obigen  subtrahirt,  so  entsteht 

,           E      -      elt;^^,;+A8ii«; 
elti-y«  =  ^ 

Setzen  wir  nun  K=zki,  femer  v^ssu,  und  wenden  überhaupt  die  Be» 

Zeichnung  dos  6.59.  an,  so  ist  \  =  ^^  und  l+\5»— ^=s—    ^IsQ 
"  ^  '  m-f-n  •  m-f-n       W| 

»  (el« —  ^  m)  s=  1»!  (el«i— ^  »j)  +  S—ii  sn«! ,    oder  auoh 

i»(eltt— ^  «)  SS  }iit(el«(—  ^«1)  +  5i. 

Aus  dieser  einfaclieD  Gleiobüqi  aobUefiit  man  auf  fihnUohe  Art^  wie  im 
V.86.,  dabei«— ^ii»Ji+^3+^+^4+eto.,  also      ^ 

22» 
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4- 

ein  =  Jw  +  *i+^2+^3  +  **  +  *5+eto. 

iat^  wenn  die  Grfifiien  ^i  ^  i^j  hj  ^%  eto.  nach  den  Formeln  (3.)  den  $•  S&n 
berechnet  werden.  Diese  Formel  ist  sehr  bequem^  wenn  man  das  Arjp^ 
ment  u  nach  Formel  (4.)  oder  (5.)  im  $•  59. ^berechnet« 

Zusata.    Setzt  mai^  ui  für  u,  wie  im  Zusätze  zu  §.  59.^  sa  er» 
halt  man  die  Formel 

wenn  man  den  in  ihr  vorkommenden  Grufrien  dieselben  Bedentuogen  giebl^ 
welche  sie  im  Zusätze  zu  $•  59.  haben.  Das  Argument  u  wird  man  aus 
am^ti  ^=  ^^  nun  ebenfalls  nach  den  Formeln  (9.)  oder  (10.)  am  angefahr- 
ten Orte  berechnen.  Die  Convergenz  dieser  Formel  für  el'tt  ist  desfo 
gröJiwr,  je  grufser  der  Modul  kf  von  el^ti  ist. 

$.  89. 

Zweite  Art  der  Berecbnang  too  linu  ond  Ipfu  aas  amu  ond  am'ii. 

N«ch  f.  88.  ist 

Da  aber  nach  §.  59.  mu^  s  (1  -f- ^0  snt^ SQOif  ist,  so  kann  diese  Reihe aiii(# 
also  dargestellt  werden:  .^ 

1  Wf 

Da  nun  femer  11  =  7-7-^1119  also   <^==  2 — ^^  ^'^  ^  ^' 

in  Zm^         T1712         OiRg 

und  also  auch 

^  m  I  rr  1112  ölFij 

'Wird  die  vorige  Reihe  hiermit  multiplioirt  und  dann  integrirt,  so  entsteht 

oder  auch  mit  Benutzung  der  Gruben  V ,  Vn  Vo ,  V,  etc.  des  §.  59.  die 
Reihe 

•      Imii  =  §.^  +  lIog^+tlog|^  +  ilog^  +  Alog^+etc. 

Zusatz.    Setzt  man,  wie  im  Zinatse  su  $.  SQ.^^in  der  vorigfa 
Reihe  «•  (Br  «  und  benutzt  die  Focmel  (6.)  dea'f*  TZ»,  so  erhalt  man 


lif^ntfr    Jt  b  »  e  h  H  i  t  t,      §.90.  |73: 

noch  auf  der  St^le  die  Rei&6  V  <; 

^Ua'.  =  (,_|)4  +  l.g^-il«g2.-ilog|^ilog^ 

''  -Alog^-el-, 

in  wdohtt  die  Groften  VyV^^  V,  etc.  dieselben  Bedeutungen  habe%  wie 
im  Zusätze  zu  §.  50.,  und  in  welcher  das  Argument  u  aus  am^tfs=4^ 
nach  der  Formel  (9.),  oder  auch  Formel  (10.)  im  angeführten  Zusätze, 
zu  benehnen  ist.  Die  Convergenz  dieser  Reihe  ist  dtato  rascher,  je  grö« 
Izer  der  MdSuI  kf  von  Im^if  ist. 

Ifeunter    Abaohnitt. 

$.  00. 

Difkcnsial* Gleichungen  der  ersten  Ordnong  liSr  die  Grö&en  wgum{rp):=u^  ein,  K  nnd  E 

bei  einer  Aenderung  des  Moduls  A:. 

Die  Functionen  arg  am  (P)  und  elti=elam((P)  können  beVe  alsFunc- 
^»pen  der  Amplitude  (P,  aber  auch  beide  ab  Functionen  dm  Moduls  k  an* 
Igeaeben  werden.  Es  lassen  sich  also  auch  Differenzial- Gleichungen  unter 
der  Yoraussetzung,  dab  die  Amplitude  (p  unveränderlich,  der  Modiil  k  hin« 
gegm  veränderlich  sei ,  entwickeln.  Setzen  wir  zur  Abkürzung  A  s= 
/'(l-^Är'  sin^iP)  und  ti  s  arg  am(^),  ferner  el ti  =  el  am((P)  s  9,  so  yt 

u  ===y  ^"■X^  "°^    ^  ^y      A.5(p,   und  also 

weil  (P  und  k  ganz  unabhängig  von  einander  sind.     Das  Differenzial  voi\ 
/*(! — Ar^sin^^),    unter  Toraussetzung   der  Yeranderlichkeit   von   k,    ist 

dA  _        —Jfcgin'y —  H'mb*«;)        _  A«  — i      r  i  ,•  . 

SA  I/a       i\         a  j  ^  W  dA     .,  .. 

Tk  T\A»""Sr 
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h 

Werileo  oiese  Werthe  substituirt,  so  erhalten  "vrlr  zun8o1i|t 

-       a«  i      ff  d(p        i      ffd<p 

U^e  ite  in  diesen. Formeln  Torkommenden  Integrale  Terwandetb  8ull,.%i 
(P  =  amtt  und  aho  d(f)  =  dnu.dUf  folglich  -^ssdu  ist,  sofort  in 

*       du  _     1^  f"     du  u  dv  ^    i  a  ,: 

Wird  die  Formel  (3.)  des  §.  64.  benutzt ,  so  ist 

,    du         v  —  k^BüuBneu       ^^  1    /         .^   «nyco8y\       ^      _^. 

*-5fc  =  — J^* **  *  *?  ^''■~*  •- ^r^)-«  ""«^ . 

SteHt  man  diese  Gleichungen  wie  folgt  dar«  i» 

tfiL      0  =  Ä:^(«  +  A:.|^)  +  A:'8ntisnotis=elii; 

so  dient  die  erste  däsu,  um  aus  einem  analytischen  Ausdrucdse  von  elfll, 
oder  V  dpreh  A:  den  analytischen  Ausdruck  von  tis:argam((P)  herzuleüeo» 
INe  sweite  Gleichung  dagegen  zeigt ,  wie  aus  einem  analytischen  Am» 
dsucke  von  ti=:argam((P)  der  analytische  Ausdruck  von  r  =  elif  herni* 
leiten  wi.  Setzen  wir  ^  =:^T|  also  u  =  K  und  v  =  E,  so  verwandeln 
sich  diese  Gleichungen  in 

3«  JK    CSS    E^^^h  m'irT   y 

*•"     i2  =  *"  (Ä+*.|f). 

$.   91. 

Difiereuzial-Gleicbongea  der  zweitCD  Ordanng  (Sr  die  AbhMngigkeit  der  GrfiÜBeB  u  ss  arg «0(9) 

ond  el«ffl(9)  TOD  Modul  k. 

Der  Gleiohuog  (2.)  im  $.  00.  gemSb  ist 
dso 

a.     8(>".+(»-f).|g+£^paL) 


NtuHttrA^ahnitt,     §.91.  17S 

Werden  diese  beiden  Wertbe  in  der  Gleiofauog  (1.)  des  §.  90.  lubstitairt, 
10  wird  lae 

ut^irn+{H—it).^-\ 2 Sk~ : — • 

Transportirl  man  das  Glied  kf^m,  so  ist  die  Gleichung  durah  k  theObar, 
otod  also 

Diese  Gleidiuogy  welche  nur  noch  die  als  Function  von  k  angesehene 
Grdise«  enthält,  ist  offenbar  eine  Differenzial- Gleichung  der  zweiten  Ord-* 
Dung.  DifferenzSrt  man  wiridioh,  so  ist  noch  eine  namhafte  Reduction 
möglich.  Da  am« SS  (p  als  constant  angesehen  wird,  so  isranch  8fai(pco6(p 
eonstant,  aber  A  verfinderlich.    Es  ist  nun  aber 


•l8<l 


a/lfc««ny  coayX 

-A— gf l=*«n(Poos(p(^  +  ^);  ferner  ist 

'-^=lF-2*«-*'.|f  =  *«.||-2*«  und 


HVerden  diese  Werthe  substitnirt,  so  entsteht  die  Gleichung 

ku  «  *«||  +  *iS!!p!S-*«.||+2*,,-.(l-.3Ä^.§|-(*-4»).§^ 

kma<pmeq>       Jkdny  cosy 

S  Ä^     • 

LSlst  man  die  uch  aufhebenden  Glieder  weg,  so  Ist 
oder  auch 

Nodi  Idchter  findet  uch  die  DiflPerenzial- Gleichung  der  zwateo  Ordnung 
fSr  die  Grolse  du.  Wenn  sie  als  eine  Function  des  Moduls  k  belrach« 
tet  wira» 


11%  N  €  u  n  t  e  r    A  h  ^  h  n  i  i  U       §   92. 

Nun  ist  der  \*erth  u  =  v-k.^  und  ^^g^-^-Ar.g^j  = 
/—Ar.  TT7  in  der  Gleiohung  (2«)  des  §.  90.  zu  subttituireo.    Dadaroh  entsteht 
r  =  (l^**)!?— (*-*^).||-*^(l— Ä^).|i^+*^sniisnctt,     also  " 

(*-*)-^+~r— ^  +  '' ^  =  0,    oder 

Setzen  wir  in  den  «o  eben  entwickelten  Gleiobungen  us=:Kp  also  andb 
el«  =  £?,  so  vwwandeln  sie  sich  in  "^^ 

3.    (i_Ä').|lf+lr^.|f-jr=:o  und 

Zusatz.    Da  der  Gleichung  (I.)  gemfib 

(*-*^).|^  +  (l-3*').|-«-*«  +  !^  =  0   und 

ö(Ofc_;fc's).^) 
ist,  so  kann  die  Gleichung  (1.)  auch  also  dargestellt  werden: 


y '    dki     ^^   I  sn  u  cn  u 

dk  ^^'^  do»u  • 


§.  02. 

DiflereuziaUGIeicbangeii  der  ersten  Dod  tueilen  Ordunug  für  die  AbbAnijigkeit  der  Grolm 
II  sarg  am' (^)  nod  elaiD'(t^)  Ton  itm  Modal  k. 

Setzen  wir  in  der  Gleichung  (I.)  des  $.90.  für  u  an  dessen  Stelle 
u  i,  so  erbalten  wir  zunücbst 

Da  aber  (Slus  u  +  tn'v.dn'tf — er«  =  tf  +  «a^>^ — el'«  ist,  wenn  wir 
A  =  ^(1  +*'tang't//)  und  also    |^  =  ^^^^  setzen,  so  ist 

und  da  8int^(A— *'y'^)=^    ist,   so  reducirt  sich  die  GMehati^ 

# 
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wieder  auf 

Da  ferner  A  =  ^,  also  ^  =  ^'^a^u  "  "^  ***  *"'"*  *®  Gleidiung  auch 
also  dargestellt  werden  t 

2.     *.|--  =  *.^-d'«+5^-. 
Seist  man  in  der  Gleichung  (2.)  des  $.90.  audi  ui  fSat  u,  m  wM  sie 


tn'tidn'ti sjt;^  =  — SF^r"  *»*> ' 

chuog  in 


-erii+ii+tn'«dn'ii  =  Ä'^ti+ÄÄ^H  +  i^ 


Da  abw  tn^udn^ti Aznr^ — a^TIT — wt,  ao  verwandelt  awh die  GW- 


4.      el'ti  =  A^tt— *Ä'^||  + 


Ä/*8n'ucn'u 


da' II        * 

Substituirt  man  den  Werth  A;.^^,  welchen  die  Gloobung  (2.)  giebt,  in 
der  Gleichung  (4.)}  so  erhalt  man 

d't«  =  Ä»tt— *&".^  +  *«el'tt    oder 

J^u^l^eVu^kk!^,^,    oder  auch 

Diese  Gleiohung  und  die  vorige  (4.)  lassen  sich  auch  kürzer  also  herlei« 
ten»  Yertausoht  man  in  der  Gleichung  (1.)  des  $•  90.  den  Modul  k  mit 
hf,  so  hat  man 

Da  nun  aber  ä^  +  ä'^ssI,  also  VBJ^^sz — kdk,  und  also  gX'^^I^ 

ist|  so  erhält  man  durch  die  Substitution  dieses  Werthes  unmittelbar 

u  =  el  ti  +  —  «-TT — ; 

welches  die  Gleichung  (5.)  ist«  Ganz  eben  so  läfst  sich  die  Gleichung  (4.) 
aus  der  Gleiohung  (2.)  des  $•  90«  herleiten«  Setzen  wir  in  den  vorstehen« 
den  beiden  Gleichungen  u^=^E!p  also  eVu^^E',  so  bekiOmmen  wir  noch 


ß.      K  z=.E'  +  ^.^  und 


23 
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7,      JE'  =  kKK'—kk".^,    woraus  leicht  folgt 

Wenn  wir  in  der  Gleichung  (1,)  des  $•  91.  fBr  ii  seteen  ui,  so  verwandelt 
sie  sich  sofort  io 

und  hat  nun  mit  der  Gleichung  (1.)  des  §.  OK  selbst  wieder  grolse  Aehn» 
Uohkeit«  Setzen  wir  auch  in  der  Gleichung  (2,)  des  §.01.  far  ti  an  des* 
sen  Stelle  ui,  so  verwandelt  sie  sich  in 

Am  dieser  Gldohung  lälst  sich  bequem  dne  Differenssial- Gleichung  der 
zwdten  Ordnung  für  die  Differenz  u — el'tf  herleiten.  Da  nämlich  €(tf 
s=« — el'ti+ta'tidn'ti  ist,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  far  den  Augen- 
blick u — d'ussz  und  A  =: /"(l+A^tang^r^),  also  am'ti=s%p  setzen^ 
&u=z+iAn^.A,    also    Ö®«^  |z^»rijM^«^,    ß«  ferner 

—TUT  = Ä5 =  25  "*'  ■**  "*  "ä*^  =  ^«  + S«"~* 

Werden  diese  Werthe  substituirt,  so  entsteht  die  Gleichung 

/■%      1A\   ^'■s  _i_  1— t*  5«  j^     j^  y*8mv/tang«  v>  j^  fc**  «in  if»  <ang*  ^ 

+  tn'«dn'«— ^=aO. 

Die  vier  letzten  Glieder  der  Gleichung  haben  den  Factor  tang%^=.tn^tf 
gemeinschaftlich.   Lassen  wir  ihn  fdr  den  Augenblick  weg^  so  sind  dieselben 

k'^  6u'»  u  cn'»  u   .    y^  80^»  M    ,    ,   / 1_  V^  8n^>  u  cn^»  u 

du"u         ~      dii'tt     ~  dn'w   ^"  do'*ii         * 

und  wird  der  Factor  tn^fi  wieder  beigefügt,  so  haben  wir  die  Gleichung 

^  ^  dk^  '        fc  dA;         '  '  du^u 

Man  konnte  aus  dieser  Gleichung  leicht  eine  DifferenziaU  Gleichung  von  4er 
«weiten  Ordnung  für  die  Grube  el^ai  in  ihrer  Abhängigkeit  von  k  her» 
leiten«    Wir  verfahren  aber  zu  diesem  Zwecke  anders.    Es  ist  — kdk^sL 

kdk',  öder  d*'  =  — jidA:,  also  f^  =  -|^.i^.  Difierenziiren 
wir  noch  einmal^  so  entsteht 


H  0  unt  e  r   AbsehnitU      §.03.  |^ 

ji  /dd'u\  /k'    d^eVu.BtVu  kBy^k'dk\         ,     , 

SP         *»•  difc»       a*  'ik»' 

Stellt  man  nun  die  Gleiobung  (2.)  des  §.  91.,  indem  man  zugleich  die  bei- 
den conjugirten  Modul  mit  einander  Tertauscht}  also  dart 

„        Kay  )    ,  k*    acl'a   ,     ,.,       tm'uco'u         ^ 

und  subetituirt  man  hierin  die  vorhin  angegebenen  Differenzial-Verhfilt- 
nisse^  so  erhält  man 

*  "jk* — T'-äT— *--Tr  +** " — s?ir  =  °  ^^ 

Setzen  wir  in  den  Gleichungen  (8.),  (9.)  und  (10.)  tt  =£^,  so  haben  wir  noch 

13.      (._*.).    ^    -l±^.-|f        +B'  =  0. 

Zusatz.     Vertauscht  man  auch  in  der  Gleichung  (9.)  die  Leiden 
conjugirten  Modul,  so  entsteht 

und  durch  dasselbe  Yorfahren,  wodurch  die  Gleichung  (10.)  hergeldtet 
wurde,  findet  man  auch 

(1-**).— äjfcä r--~^— +"'"®*«+— si^z ^' 

Wird  also  us=K  gesetzt,  so  haben  wir  noch 

$.  93. 

Dritter  Beweis  der  Formel  KB'-^-K'E  —  KK'ss  in. 

Die  Formeln  (3.)  und  (4.)  des  $.  90.  und  die  Formdn  (6.)  und  (7.) 
te  9*  92.  können  auch  also  dargestellt  werden: 

23» 
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worans  nooh  folgt 

3-  -äifc— =  F7  ""^  — 5*—=  — T* 
Diese  Formeln  mossen  immer  beim  Difierenzüren  angewandt  werden^ 
wenn  in  einer  Gleichung  Modular- Quadranten  oder  auch  elliptische  Qua* 
dranten  vorkommen,  welche  als  veränderlich  betrachtet  werden«  In  An« 
Wendung  dieser  Formeln  lälst  sich,  was  liegendre  selbst  eingesehen  ba^ 
das  von  ihm  gefundene  merkwürdige  Theorem  beweisen,  wodurch  dn 
Zusammenhang  unter  den  vier  Quadranten  £,  K'y  E  und  E'  ausg^ 
drückt  wird. 

Es  ist  der  obigen  Formel  gemSis 

dk      '"  k    "^   k    *  Tk~  ~        »Jf»   •"    k'*   » 

K9E'  __     kKK'       kKE'^  E'BK  _       EE'       KE' 

dk     "~        *'»  k'*    '*  dk     ""      kkf*  k    * 

Durch  die  Addition  dieser  vier  Gleichungen  erhält  man 

K'dE-^-EdK'-^-KdE'-^-E'dK  __  SjK'E+KE')  _  KK' (t* - kf*)-\-EKf^ KE' 
dk  dk  kk'*  • 

„  .  ^    K'dK       EK'       KK'    ^  ;,     KdK'         k    ^„,      KE'         , 

Femerist   -57-  =  »*^"— I"    »"^    -JiT  =  FT ^^— jüF»    «^ 
K'dK  +  KdK'  __  djEK*)  __  jrg^(ib«  — y«)  +  EK'—KE' 
dk  "^       dk      "'         ^  kkf*  ' 

folglich  ist     §^:E±^^IlilM!l^o,    Integrirt  mü  ako,  so  eofsteht 

K'E+KE'—KK'  =  Gonst. 
Die  Constante  ist  s=  i^,  wie  am  Schlüsse  des  $•  76.  geze^t  worden  ist. 

(.  94. 

Differenual-GIekhoag  der  ersten  Ordnimg  für  das  YerhXllnils  -7-,  ood  Ausdndc  desselbes 
dordi  eise  nach  Foteoien  ton  k  fortschreitende  Reihe. 

(K*xKE       E>    .  EK\^^ 

Es  ist  d(^)z^ — = _ ^(nacb 

$.  93.).   Di?idirt  man  wirklich  jedes  Glied  des  Zählers  duroh  den  Nenner  JE* 


N  eumttr   Ab  9  ohmitu     §.04,  ||1 

imd  setzt,  wie  im  $.84.9  das  Yerhältniifl  -^ s  t-^i,  so  erhSIt  Idan 

dt  1   I  1-«     (1— 0*  ,1— f     , 

dt  1        2(1— 0,    (!—<)»        ,    , 

dt  _  (i-2<))fc  ,     <« 

Stellt  man  sich  die  Grolse  t  in  eine  nach  Potenzen  von  k  fortsohrd- 
tende  Reihe  entwickelt  Tor^  so  kann  man  nach  der  im  Zusätze  zu  $•  85t 
gefundenen  Formel  schlieliieni  dab  das  Anfangs -GUed  jener  Reihe  ebenfalls 

Y  sein  werde.    Setzt  man  daher  tssi-^.Vj  so  wird  das  Anfongs« Glied 

«ner  nach  Potenzen  Ton  k  fortsdweitenden  Reihe  für  v  die  Einheit  sdn. 
Aus  der  Gleichung 

«  =  i^.  r  folg»  .Ü«r|-J  =  I' .  ^ +  *r,  <»  =  i^  r',  Ao  9  =  i^, 

1—2^  ^  1 — k'v:  daher  haben  wir  die  Gleichung 

2(*-Ä').||  +  4(l— A?)»— 4+4Ä^»)— A?i^=sO    oder 

2(*— *»).|^  +  4(»— 1)—*»»»  =  0. 

Haoh  diesw  Formel  kann  v  ziemlioh  bequem  in  eine  nach  Potenzen  Ton 
k  fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden  und  dann  hat  man 

Die  Rechnung  wird  noch  etwas  einfacher,  wenn  man  ^e  Grobe  x  ss 

^■  einfuhrt.  Dann  ist  rnckwUrto  A;  =  2/-dr,  und  dk=xp^,  also  f|=||: 
folglich  ist 

4a?(l— 4a?).||  +  4(i>— l)--4a?i>»  =  0,    oder  auch 

Zusatz.  Setzt  man  t?  =  l+öa?  +  «ar^4-ö^+ö^*+ ©tc.  und 
substituirt  man  diese  Reihe  in  der  gefundenen  Gleichung,  so  hat  man  zur 
Bestimmung  der  unbekannten  Coefificienten  die  folgenden  Formeln« 
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I 


241  s  1, 

3a  =  (4.1+2)4 

4j  =  (4.2+2)a  +  A% 

5a  es  (4.3  +  2)a  +  2a4» 

6a  =  (4.4+2)a+2aa+a% 

7a  BS  (4.5+2)a  +  2aa+2aa, 

8a  =s  (4.6+2)a  +  2aa+ 200  +  0"^ 

9a  SS  (4.7  +  2)a+2aa  +  2aa4-2aa 
u.  s.  w« 

und  aus  ihnen  findet  ndi  die  Rohe 

Da  nun  jbss^  und  fes  -^  ist,  so  erhalten  wir  endlich,  wenn  wieder 

E  ^K^Kt   und    E'  =  ^  +  Ä'./ 
gesetzt  wird  (wie  im  §.  84.)  >  lor  ^  die  Reihe 

*—  **J_*    M  I   **  I  41ft«  _,  59t^»  ,  727t"  ,  liTlt'« 
2  "^2*  '^'»2*''"  2**  2**     *      2**     "*"     2'* 

,  498409  fc"    ,  848479*"    ,   ^ 
+       2*^  ' 2»»        T®*C., 

welche  die  Eigenthumlichlceit  liat,  dab  sämmtliche  ITenner  nur  Potenzoi 
der  Zahl  2  sind.   Werden  diese  Potenzen  berechnet,  so  ist 

k*   .  k*   .  k*   .   41ft»    ,  59fc"   ,  727fc"   ,   1171*'*    ,  498409il«« 
^  "  T'^lö'^an'^  2048  ■*"  4096  "*"  66636    *"  131072  "^  67008864 

,  848479t'»    , 
"*■  134017728  "*■  ^^ 

Da  in  wirldichen  Anwendungen  dieser  Reihe  l^K.^  ist,   so  sieht  fnan, 
dals  dieselbe  immer  aaemUoh  schnell  conrergirt. 


N€uni€rJit9€hHitt.     §.  96.  md  96.  ISS 

Diffnennal-GIeiclioeg  fiir  das  TerhilbmCi  t;  as  ^    "^   \  JZ- — :     wenn  a  und  &  gans 
«illkurlidiOi  fon  k  imabiiiiiigige  Zahlen  smd, 

Setsen  wir  der  Kurze  wegen  a'sii£-fd(£'-£0  «od  acsoK+bK^^ 
so  ist  nach  (•  03« 

oder  auch  —  k .  -^  =s  a  —  a%  nnd  abo 

Femer  ist  a-a'=a(Ä:~JB)  +  4iE?',  abo  i^^  =  £^+|*  (K^-^O 

s=  — .  a',  oder^^ — "ST  ^™F»*  *'•  ^^^  hierzu  die  vorige  Gleidiung  addirt, 

so  entstdit 

da  af—a  ,    K     , 

■?* — r"ri^^' 

9(-) 
Da  nan  aber  ^  =    g^  ■  «=   ^i^^^  ■    »*,  80  setsen  wir  zusammen 

fla'  aa'— a* 

/  da  ^^  — aa^+g^>  ^^    %         «  .^        a«'  ^^  a^» 

^^dk k T'F»** r^TF^' 

—  «^    ,  2  a«'        a'« 


imd  abo  ll  =  -J^ 1 ^'I.    Oividirt  man  abo  jedes  Glied  des 

ff' 
ZShlers  durch  a\  indem  man  v  für  —  setzte  so  entsteht  die  Gleichung 

flt; i_4.2v v^ 

d*  ~        Jfc     •     ik         kk'^^ 

wdohe  abo  für  beliebige  Werthe  der  Grolsen  a  und  b  richtig  ist.     Das 

volbtändige  Integral  dieser  Differenzial- Gleichung  bt  abo 

Ansdrock  der  AbbäogigkeiC  einer  Fonction  der  Gröfse  t;  :=  — JT  ,  ^,    vom  Modol  k  durch 

aÄ  +  oX' 

eine  Differeniial  -  Gleiehong  der  ersten  Ordnnng. 
Bezeichnen  a,  b,  a%  h'  vier  ganz  willkürliche  und  abo  vtmx  Modul 
k  unabhOogige  Grölseni  nnd  setzen  wir  jetzt 


IM  N  tu.Ht  *r   Ah$ehnitt.     §.96. 

da*       ,   da 

also  r  s  ^'^  80  ist  ll  B  _lii-_lZI.  Entwiokeb  wir  nwISii^ 
die  Differems  ada' —  a'Ba.,  so  ist 

das  aöÄ  +  *aiiC'  =  (als— aA^K+JA'Ä'  — «1^0.^   «nd 

aa'  =  a'ajäC+6'aÄ'  s  (a'lS— a'A^Ä  +  J'Ä'J^'-J'^^O-nJr. 

Aus  dieseo  AusdrSoken  setzen  wir  zusammen  ada/  —  a'Ba  durch  die 
Substitution  der  vorliin  ang^ebenen  Wertlie;  durch  eine  nambailte,  aber 
leichte  Reduotion,  wal  sie  nur  im  Weglassen  gleicher  und  en^egatgeseta- 
ter  Glieder  besteht,  findet  sich 

wddier  Ausdruck  sich  nach  $.03.  noch  reduoirt  auf 

Da  nun  aber  dv  =s  ^^»'-/^'*^  also  rBckwarts  a' =  "^'^r"'^"  ist, 
80  ist 

1.     a'  =  i«-(*a'-a*0.fpr.5^. 

Femer  ist  nach  $.91.  (1—^.  J^'  4,il=l*l.|^— g=o  undoaoh 
$.  92.  ist 

Wird  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  mit  a  und  die  zwdte  mit  b  mul* 
tipli<»rt,  so  erhält  man  durch  die  Addition  dieser  beiden  Gloichungoi,  ds 

a^aK-^bK,    also    |f=«.|f +  *.|f  und 

— 5* **•      dk      +*-~^ — 

ist,  noch  die  Gldchung 

2.    (,-*o.lg-+k^.||_.  =  a 


ä-^' 
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ß     ,* 

•  '*; 

Wird  am  den  GldchungeD  (L)  und  (2.)  die  GrSlse  a  eliminirt^  so  erliaU 
ten  wir  dne  DifferenziaUGleiohuDg  der  dritten  Ordnung  mm  Ausdrucke 

der  Abhängigkeit  der  GrSIse  ^^^§^^  ^om  Modul  k    Dieee  üitt^  ^ 

renzial- Gleichung,  weldie  bekannt  ist,  werden  wir  bald  nachher  ebenfalls 
herleiten.    Es  scheint  aber  zweckmSIsigi  da  eine  Function  von  v  gefunden      ^'>j 
werden  kann,  deren  Abhängigkeit  vom  Modul  k  schon  durch  eine  sehr  ein« 
fache  Differenaal«  Gleichung  der  ersten  Ordnung  ausgedrückt  wird,  die 
Herleitung  dieser  DiflTerenziaU  Gleichung  vorauszuschicken*    Setssen  wir 

so  haben  wir,  der  Gleidrang  (2.)  gemSis,  "*/ 

(k—/^).y  +  il'-Sk')ß  —  ka^O    oder  :^ 

V       ^         :     3.      (k^^X  +  H^3k-}.^^k, 

und  es  findet  diese  Gleiobung  Statt,  es  mag  d^k  es  0  gesetzt  werden  oder 
nicht«    Aus  der  Gleichung  (1,)  folgt 

loga  =  ilog(iT(Ja'-«*'))-ilog(*-A»)~log^^|f, 
midi  abo  durch  Differenzüren 

Di?idiren  wir  diese  GlfllobuDg  durch  Bk  und  setzen  — qJT^  '^  ^>  *^  ^^ 

AV&II  diese  Gleichung  noch  einmal  differenziirt,  so  erhSIt.  man  zunSchit 
od^  wenn  man  durch  dk  dividirt,  -«^ 

Werden  diese  Werthe  von  —  und  —  in  der  Gleichung  (3.)  substituirt,  so  i 

^Vr ball  man  nach  einer  leichten  Reduction  die  einfache  DifferenziaU  Gleichung  ' 

fon  der  ersten  Ordnung,  deren  Integral  dp ss=  — ^^    ■■  und  fllso  eine  Function 

von  1?  ist  •%  ^   Vv^;^        J^^  ■  '     .  ^        '    ' 


«• 


I 


|!M  iSteunterjibsokniiU     §.97« 

AnsArock  des  Znsantaenhanges  nofer  den  beide«  Modnta  X;  ood  Jl,  wenn  die  dattt  g«h5rigeii 
9<Midraiiteo  JC  und  £«  «Dd  die  conjagirten  Qoadriintea  K^  ood  £/  darob  eine  Gleidiuig  foa 

der  Form      ^  ,  .  ^    = — ,  ,  ^,  ■  mit  eiaander  Terbaodea  madL 

Setzt  maoy  wie  im  §.  96.^  xas — ^-- —  und  rieht  man  weder 

Bkj  noch  dr  ab  oonstant  ao^  so  findet  man  durah  die  Entwicklung  die^  ^ 
;^9es  Auadnioka: 

und  wenn  man  quadrirt^ 

Wenn  man  aber  differemdirt^  so  entsteht 

''^  ^'dk   ~  dv.dk^^dv^.dk^'^  dv.dk^~'Sk^'*''^'Tk^^ 

Werden  diese  beiden  Ausdrucke  in  der  Gleichung  4.^ — 4ar'=aL7-'    j 

substituirt  und  die  sich  dabei  aufhebenden  Glieder  weggelaätei  so  erfalilt 
j^maQ  die  Gleichung 

oder  auch 

welche  sich^  wenn  man  dk  als  constant  ansieht  und  also  d^kcszd^kcaO 
setzt^  zusammenzieht  auf 

:  wenn  man  r^  obgleich  es  aus  der  Gleichung  verschwunden  lit^  tfs  dieje« 
ni|;e  Grufse  ansieht^  in  Beziehung  auf  welche  k  differenziirt  werd^  mu£k 
^    .  Sind  K  und .^.^  zwei  andere  conjugirte  Modul ^  wozu  die  Quadran«  ,« 

ten  L  und  L'  gehören,  und  setzen  wir 

indem  wieder  a,  ßj  ol',  ß'  vier  ibelieb^  imd  vonr» Modul  K  unabhSngige 


•*t 


GrSlMD  sindj  so  ut^  det  vorhin  g^fun^enen  Gleichung  gemSlsy  aaoh 

Setzen  wir  nun  außerdem  v=iv',  so  giebt  es^  da  i^  und  v^  Funotionen 
Ton  k  und  \  sind^  einen  eben  duroh  diese  Gleichung  vz=zv^  ausgedrnck« 
ten  Zusunmenhapg  zwischen  den  beidoi  Moduln  h  und  K,  wekdiem  ge- 
mafii  man  Mj^ader  k  als  eine  Function  von  K,  oder  umgekehrt  K  ab 
ebe  Functiöin  von  h,  oder  endlich  k  und  K  als  Functionen  einer  und  der- 
selben dritten  verfinderlichen  Gröfiie  ansehen  kann»  In  jedem  dieser  drei 
^alle  ist  aber  auöh  dt9  =  dt?'  und  d't^esd't?'^  und  folglich 

^2.  2.|^_3.<4Lai+e±gp*.=2.^_3.<^+{i±»;y.ax.. 

Die  bdden  Modul  k  und  K  sind  hiernach  durch  eine  DifferenziaU  Gleichung 

der  dritten  Ordnung  mit  einander  verbunden^  deren  vollständiges  Integral       c«  ^ 

die  Gleichung  rssr'  oder  auch 

uW  Sohafi);  man  in  dieser  Gleichung  die  Nenner  for^  so  erhfilt  man  eme 
Gleichung  von  der  Form 

a.KL  +  b.KL'  +  c.K'L  +  d.K'U  «  Ä 
in  welcher  o,  b,  c,  d  willkSrliche  Constanten  sind.  C^ 

Nach  5.  54.  ist  z.  B.  ^  =2.;§  oder  KL'-^^K'L^O  eineGlei- 
•  chung,  welche  unter  der  .Form  der  Gleichung  (3.)  oder  (4.)  eifJäialten  ist| 
und  die  dur<^b  die  Gleichung  A==^txi  ^^  einander  verbundenen  Modul  « 

Werden  also  die  allgemeine  BedingungRgleicbung  (2.)  befriedigen.  Die  Glei« 
chuDg  k  =  j^TjT  ist  also  ein  particulüres  Integral  der  Gleichung  (2.)  |  welche^ 
wie  weiter  unten  erhellen  wird^  unzahlige  particulSre  Integrale  hat.  Sffttzen 
wir  \  =  — ,  so  ist  nach  $,31.: 

^  =  ^-i,    also    IjK-KL''\^iKL'^0 

und  auch  \ss—  ist  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  (2.)^  wovon  ' 

man  sich  durch  die  wirkliche  Substitution  auch  leicht  a  posteriori  über«»       u| 
^eugtti.kaAn.  % 


f 


*  -     * 
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$.  98. 

TolkUndige  Integration  dreier  Diffetmntal-Glacbnngen  der  swdten  Ordung; 

Setzen  wir,   wie  im  $.96.,   as=  aK-\-bK',  so  ist 
(l-*»)^  +  !=d*!.||-a  =  Oj  addirt  man  hierzu  die  Gleichung  (1.) 
des  S.  91.,  so  erhält  man,  wenn  zssu-\-a  gesetzt  wkd,  die  Glddiung 

1         /4       tr\   3*«  I    1— 3t»  di      ^   I  einyco»y ^ 

welche  ^e  Differenzial- Gleichung  der  zweiten  Ordnung  nnd  deren  toU- 
stünd^es  Integral  also  z=iu  +  a,  oder  auch 

2.      «  =  arg am((P)  +  a Ä-f  J JSC'  ist.  5. 

Wir  leiten  nodi  zwei  dem  vorigen  ähnliche  Resultate  her.  Nadi  $.  91.  kt'^ 

'    Setzt  man  hierin  ti  s=  J^  io  hat  man  noch 

und  wenn  man  tfssStÄ'^  also  8n«  =  0  und  e\usz2i(K'—E')  setzt,  so 

erhSIt  man  noch     (1  -'Ir).  — ^^ — '- ■] — .  •     g^ — i  +  Kf-~E'  =s 0, 

welche  Glächuog  mit  der  im  Zusätze  zu  $.  92.  gefundenen  dieselbe  ist. 
^K  MuUipliciren  wir  nun  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  a,  die  dritte  mit 
T^     h,  und  addiren  wir  dann  die  drei  Gleichungen,  so  erhalten  wir 

d.      (1— Ä}.^+     j     -^T« d^;i 0, 

und  das  ToIlstSndige  Integral  dieser  Gleichung  ist  also 
«  4.      «  =  eltt+aÄ+*(Ä'— JSO 

Nach  dem  Zusätze  zu  $.  92.  ist  ^ 

(,_*^.8ii^)_l±£.?fe^) +„_,,„  + i!^;^.  =  <^ 

Aubadem  bt  nooh  (l-*^.?l^i^'-i±ü.2i|zS+Ä-B  =  0  und 


-^ 


Aus  diesen  drei  Gleichungen  setzen  wir  die  Gleichung 

5.    (i-Ä).5j^ — jr~+^+    du««     ' 

zusammen  und  ihr  vollslüadiges  Integral  ist  dann 
§*»  6.      «  =  ti— elw  +  aE'-^h{K—E), 


» 


■^  J$ 


' »      M  -^     .  i 


0 

):!•    :  if.v    lif/   ü'iilßiht.)  Oc'.    .Mi 
"fe  e  ii  n  t  e>    A1>  s*c  h  n  i  t  U 
^  ^$.  99.  . 

fortschreiten. 

Bei  diesen  ond  deii  ifolgendäü  E^n^icklaiigen  de>  j^ancfib^en^in  Rei- 
beo  ist  der  Gebrapch  der  nam^riin^hen  i^9.Qii)tJiit.eiQ,  liaafig;  wir  w^en  sie, 
so  wie^äie'liögenann^^^^^  be- 

zeichnen, wie  es  im^ei^^n  Tbeiie  gescttoh^^^^^  Be^ichnang  ge- 

mäfs  setzen  wir  ,'    u     ^^     

lä]  =  a(a — i)(a — 2) (a—n  +  V)  and 

und  •'"■    ''^^'-  ■=•  •'■•   ■■  -        -  -■'  "^■'^     ''■''  ^^^^'— -V 

[Oj*-  - ' 

Diesem  gemäCs  erhalten  «ste  f  .\.  »i.i.K   .<    ."  '   /  "      -^ 


I   I 


^un  der  dem  i^Il^emeinea  Glied^  vorgesetzte  und  ?ich  f^nfjjdje.j^^fi^ilprr.; 
lÄe  positive  ginze  Zahr'a  bap.ijhMde.94iphst^^ 

drflckt,  dafs  aas  dem  allgemeinen  Glieqe  die  besonderen  dadarcb  hergeleitet 
werden  soUen,  dafe  nüui-i«  »s  Q^d^  3^  ^,  4  4ic*  ätHttti,  im  ^dMüftcfatt  di^e 


Jeder  zn  einer  Reihe  in  der  i^i0^e{be«^n  Folge  zusammenznsetBen.    Da 
n  aber,  wenAr'amir^ä»^" testet  ijHfdfv    ' 


Glieder 
nun 
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0 

ist,  so  erbalten  wir  zanäebst 


n  =  iS(— 1)«[— H.Ä^«yßy.sia^«9)  und 

el»  =  S(—l)''i^].k"'Jd<p.aiü'"'(p. 
DiMl:ltti6gl«l,  "t^eMfeer  in  befdiMf  attgeaieiabii  Gliedern  -vioirkötiimt,  setsen  wir 

.  .  .<'  •■■ll\-,-'i",.i'. 

w     /öiP^iVy  =r  (— l)"£r4i-^'(ff)i  oder  aoch 
-0.!  'i^/^u^:'^Zf.fi4:t:»:^J^^^> M.^  umgekehrt 

^^^  1.3.ö.7....(2a— 1)     »/      ^  ^        .  ,  .,  :    ,, 

Machen  wir  vQn  dieser  Bezeichnung  Gebrancb,  so  haben  wir  die  Reihen 


welche  nach  Potenzen  des  Modals  ^  oder,  A:'  fortschreüen  iwd  in  welchen 
9  =  am  II  ist.    Die  ersten  Glieder  dieser  Reihen  sind 


! 


1.     u=fimu+^X\amu).k'  +  ^l'i,amuy.^^p^^ 


+  2':4«;6'S  ^\amii).A^+eto'    Uli4r. 


...»    -'t;. 


2.     eltirram«-li'(amti).*»-L^|jX^(am«).Ä^-.|j^|5^1Vam«).^ 

~ 2«.4«.6«.8« ^  (an»«)-*^—  etc. 

Sutln^tt^ii  'Wir  die  zweite  Reihe  von  der'eraten,  .so  erhalten  wir  riooh 
eillfe'dn^'ftet&erkeWerthe  Reihe,  näipliö^^ 


,«t 


JStkmt€k,  A  h^^>\  nitu     $.100.  |0| 


">• 


V 


§.   100, 
Erster  Ansdmck  nnd  Eigensdutften  der  HWfe-Fuocti'on  A''(i|0>  ■>>  Bengaabme  «nf  die  '-ij 

Torigei  Reibe«.  • 

Setsen  wir  im  f.  29.  des  enttn  Theiles*)  ^t  för  k,  so  erbalten  wir        ^ 
die  Formal 

(2.8io^)*'s=[2r]  +  2.iSf(-l)«[2rT.008(2a(P)   fSr  «>0, 
welche  wir  noch  ein  wenig  umformen.    Es  ist  zunSohst  [2r  ]  ^  [2r  J 

=  (r-anr-{-a)'''   '*'"*'  ^  (2 r)' =s  2.4.6....(2r).(1.3.5.... (2r— 1)) 

=  2'.r'.[l,— 2]  =  (— ir.2^r'.[-if;  und  wird  diner  Wertb  sobstitair^ 
so  erhält  man  -.-p 

j^  [2rT=  (— !)'[— 11-2'%    Werden  diese  Werthe  substituirt,  so  er^ 
^  Im  erhält  man  den  Ausdruck 

^8in''^=:(-l)'-.[-li(l+2S(-l)-[r][rT.oo8(2a(P))    ISr    o>a;'T      . 

MuItipUcirt  man  denselben  mit  d^  und  integrirt  inl  beiden  Seitm,  indedj^'^'  \ 

»^man  auf  der  linken  Seite  für  fB(pm^'-(p  denWerth(— 1X.[— i^f.7t'-(^)     .     51^ 

dem  $*  99*  gemiils  an  die  Stelle  sets^vso  erhalt  man  die  Formel  ■•• 

^'((P)  =  (P+Ä(-l)-.[rJ[r].?i2i^    fdr    a>0,  ^* 

welcbOy  weuD  man  die  Bezeichnung  der  Facultäten  aufgiebt^  abo  aussieht:  **w 

«         ^  r//fsN        /»s  ''       •    o/^   I        r(r— 1)        8in4<i)  r(r — l)(r— 2)       «06«  ;*^:a| 

1.    ^-(^)  =  <P-q:i«"2(p  +  ^-g|^^  .^ 

,         r(r-^l)(r^2)(r-3)        sin  8  9)  .^  •       .. 


und  jedesmal  von  selbst  abbricht  ^  da  oach  der  Yoraussetsuog  r  eine  po- 
sitive ganze  Zahl  ist« 

"  Setzt  man  für  r  nach  eiDander  die  Werthe  0^  1^  2^  3  etc«|  so  w» 

halt  man  folgende  speeieilen  Formeln: 

*)    Dieses  friibera^Wftk  ^  Verfiissers,  Theorie  der  INenzial-  oder  cjklisdi-liTperbo»  ^''^ 

lischea  Fnocüoiieo,  wird  8(Äl?St\jitf  mit  dea  Zeichea  6.  T.  d«  P.  F.  Aogefahrt  werdea.  £\'. 


1" 
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K»(<p)  =s  (p— i8in2<P, 

7.«((p)  =  (p-isin2(p  +  ||.^, 

-.4/^>         .f^       A    •    o^  I   *-3   8io4op       4.3  2   sinG«    ,  4.3.Z1   sinScp 

Es  hSlt  auch  nicht  schwer,  die  Grenze  anzugeben,  welcher  sich  diese  ius« 
drücke  bei  dem  Wachsen  der  Zeigezabl  r  ohne  Ende  nähern«  Stellen  wir 
den  Ausdruck  fHr  Ä.^(9)  also  dar: 

*+T  0+7  («+7) 


('-f)(t-f) 


"J!|2  +  _eto., 


»■; 


imd  setzen  auf  der  rechten  Seite  —  s=  0.   so  erhalten  wir  för  ein  ttf£^ 

V,  r  '  ^ 

endlich  grobes  r  den  Ausdruck 

>  \"((p)  =  ^— 8in2^  +  i8in4(p  — ^sin6(p  +  ism8(p— isinlO(p^ etc., 

welchen  wir  schlechtweg  mit  Ä.($)  bezeichnen«    Es  ist  also  "[ 

J  K((p)  e=s  ^ — (8in2(p — ^sin4<P  +  ^sin6(p  —  ^sinScp.«..)« 

INe  Summe  der  hier  von  (p  zu  subtrahirenden  Reihe  läist  sich  nach  6« 

T.  d.  P«  F«  $•  52.  leicht  finden.     Setzt  man  in  der  ersten  Reihe  daselbst    i 

k  ssi  2(pi,  so  erhalt  man  sogleich,  wenn  nur  <P  zwischen  den  Grenzen 

—  lir  und  +l7r  enthalten  ist, 

2.      (p  =  sin2(p—  isin4(p  +  |sin6^— isin8(p.... 
und  also  Ä.((p)  =  (p  —  ip  oder  7c  ((p)  =  0,  für  jeden  zwischen  den  GrCMimn 

—  |jr  und  +i»'  enthaltenen  Werth* 

Die  in  $.99«  entwickelten  Reihen  (L),  (2.)f  (3.)  convergiren  abo 
immer,  wenn  ^<iT  ist,  indem  sich  die  GröCien  \^(amii),  7c^(amii)|«^ 
^.^(amii)  etc.  der  Grenze  A.(amti)  =  0  nähern,  wenn  amii^lT  ist«  Dt 
nun  auch  die  übrigen  Factoren  der  Glieder  in  jenen  Reihen  für  sich  oon« 
Tergirende  Reihen  bilden,  so  haben  wir  einen  hohen  Grad  der  Conver* 
^'         genz,  wenn  zumal  der  Modul  k  nicht  >  ^}  ist« 
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$.    101. 

Anderer  Aasdrack  der  Hülb-Funclioo  X''(<p)  und  FolgemogCB  danma^ 

Differenziirt  man  das  Product  »m'^^'*'^(f)  oos(^,   so  erhSIt  man 
(2r4-l)8m"(p.a<p  — (3r+2)8in"+'(p.a<P;  daher  ist  raokwarts 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  «35  'r>  Hiwo  -i-n»  m  verwan- 
delt sie  sich  in 

2.4.6.8. ...(2r)(2r+2)       ^^-^  .;„2r+J/?) 

=  1.3.5....(2r-l)y.  ^  ^  "°   '?>-3.5.7....(2r+l)  ""^^  «»<?» 
oder  IQ  die  einfachere  Gleichung 

4.  v-^m  =  ^•'(w-..3.,%*:.';:°^;igg,^..).iu-^-^.«»^. 

Dieter  Formel  gemuls  haben  wir  also  die  folgenden  eleganten  Ausdrucke: 

Iä.*(^)=^— sin^cosip, 
jÄ.^((P)=^— sin^oo8(P — Jsin'^cosCP, 

5.  \?^\(P)=(P— 8in(pco8(P— S8in'(Pco8^— jgSin'CPcos^, 

l^*((P)==(P_gin(pco8(P— |8ln'(Pco8(p~|5»in*(Pco8(P— ^ 

\      U«   8»   W.| 

welchen  gemüls  die  auf  einander  folgenden  HuICb- Functionen  Ä.^((P),  ^^(P)9 
7\}{(P)f  K^dP)  eto.  auf  die  bequemste  Weise  recurrirond  berechnet  werden 
konneu«  Nehmen  wir  die  Zeigezahl  r  in  K'((P)  unenJIiob^  so  haben  wir, 
da  K'aP)  nnnss\(^)  =  0  wird,  wenn  ^<izr  ist,  die  Gleiefanng  oder 
linendUche  Reihe 

&  $=:sin(pcos$  +  l«°'^«^^+|73»n'^oos^+§^ 
welche  dieselbe  ist  wie  die  am  Schlüsse  des  f.  102  in  6.  T.  d«  P«  F.  auf 
andere  Art  gefundene  Reihe.  Sie  gilt  also,  dem  vorigen  Beweise  gemäls, 
so  lange  (P  zwisofaen  den  Grenzen  —  ^t  und  +|t  enthalten  ist,  nicht 
aber  in  diesen  Grenzfallen  selbst»  Es  hat  also  diese  Reihe ,  wie  auch  die 
im  §•  100  gefundene  Reihe  (2.)f  eine  ausgedehntere  Anwendbarkeit  als  die 
bekannte  Rdhe 

^  s  taog^— itang^^  +  ^taDg'^  — |tang^^  +  eto., 
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nelohe  nur  dann  anwendbar  ist,  wenn  (p  nicht  ^  ]  7  ist*  Die  Reihe  (6.) 
convergirt  unter  den  erwähnten  drei  Reiben  am  raschesten,  und  die  Aus» 
drüoke(5.)  oder  eigentlich  (p—\^*((P),  <P— \\?>),  ?>— ^'(<P),  (p— K'(®)  etc. 
sind  gerade  die  auf  einander  folgenden  Summen  der  ersten  Glieder  der 
Reibe  (6.)«  Setzt  man  ^tt — ^  für  (f)y  so  erhält  man 
\\l7r — (())  Ä  iT— (p— costpsinCP— ^co8^?)sin^— l^coÄ^tPsin^      und 

^Hi^r  +  P)  =  iT  +  <P  +  cos?)sin(p  +  g  co8'(P8in^+|y|cos'(Psin(p, 

woraus  durch  Addition  7c'(iT— (p)  +  \'(lT  +  (P)=T  folgt.    Ganz  ebenso 
zeigt  man  9  dab  überhaupt 

7.        /^"(iT— (P)  +  K\ir  +  (p)  =r  «•, 

und  wenn  man  r  unendlich  grob  nimmt,  auch 

\(i;r— (p)  +  ^(lT  +  (p)  =  «•  ist;     und  da  X(|t— ?))  =  0, 
80  ist  auch  Ä.(i^+^)  =  ^9   wenn  (f>  positiv  und    zwischen  den  Gren- 
zen 0  und  ^ir  enthalten  ist.     Außerdem  ist  noch  Ä.(;r)  =  ;r»     Setzt  man 
in  der  Gleichung  (7.)  |;r — (p  für  (P,  so  erhält  man 
K(7r—(p)+K'((f))  =  «•,    also 
V(T+?))  =  7r+K\P)y  folglich  überhaupt 

8.      K^(n7r+i>)=  n^  +  ^"(1^)$ 
wo  n  eine  ganze  Zahl  bezttobnet«    Nimmt  man  r  unendlich,  so  hat  man 

9.      K(n7r  +  ?>)  =  nr. 

Zusatz.    Daa\'^((p)=j^5^;^^^ 
man^  wenn  man  i-T — (P  für  (P  setzt, 

IntiBgrirt  man  also^  so  entsteht 

Da  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  für  tpsssO  verschwinden  soO^  ao 
arhBit  man  oottst.s=\>'(j.:r)=3-(ar  und  also 

Anmerkung*  Wegen  der  zahirdchnn  Anirendnngen,  welohe  ynm, 
den  Funotionstt  K\(P),  K\p),  K^(<P),  K*(<(>)  u.  s.  w.  gemadit,  und  w»^' 
gen  der  Ldditigkeit,  mit  welcher  ihre  Wertbe  nach  den  Formiln  (.S.)^' 
berechnet  werden  kSnneni  würe  es  lehr  iweokmfifingi  wenn  Tabdlea  ^j|^ 
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von  rerfertigt  wCrden^  zumal  da  diese  eine  lelohte  Interpolation  geatat* 
ten  werden^  und  es  nicht  notbig  sein  wird,  die  S^uDahmen  der  Amplitude  (p 
sehr  klein  aazunebmen«  Weiter  unten  werden  die  erwShnten  Functionen 
in  noch  wichtigeren  Beziehungen  zur  Anwendung  kommen;  wodurch  das 
Bediirfnilii  solcher  Tafeln  noch  fiihlbarer  werden  wird« 

$.  102. 
Ansdrucke  der  Qnadranlen  K  nud  E  darch  des  Modol  Je  aod  die  Grobe  0a:arc6!o(l:). 

Setzen  wir  in  den  Formeln  (1.),  (2.)  und  (3.)  des  §.99.  jetzt 
am»=l;r9  so  verwandelt  sich  u  in  Ky  elu  in  E;  femer  ist  V(amti) 
S5s7\w^(amii)  =7c^(amti)  eto.s=it^«   Hiernach  haben  wir  also  die  Reihen: 

1.    Xi  — i^.^jl  — 2»-'^      2V4^*'*        2*.4».6»''^       2S4».6».8**'^~®^®"y* 

3.    jr-E=iT(iW+^.*"+j^.*'+yi|;i|i|.*'+«««.)- 

Setzt  man  in  diesen  Formeln  —^  statt  des  Moduls  A:^  so  verwandelt  sioby 

nach  dem  Zusätze  2»  zu  $•  31«,  der  Quadrant  K  \n  k'K  und  nach  f.  08» 

ip 

verwandelt  sich  E  \a  •^,\  daher  erhalten  wir  noch 

iT— i    l\      **    fc*    I  1^3»    l«       1^3n5*    *•    ,  1*.3*.5'.7»    *•  \ 

•••     *•*•""  *''v~"Ji>*t'»"*'2».4**Jfc'«~2*.4».6*'*'«"''2».4»:6».Ö»*F«~"**®7» 

E  __,_./t  I  J.    »=>        <*.3    t*    ,    1».3«.5    f        1«.3«.5«.7    *•  \ 

5.        t*  —  i^V"T'2»'A'»       2».4»*f*  "*'2».4«.6>  V»      2*.4».6».8**&'»       "N* 

Diese  Reihen  convergiren  nicht  so  rasch  als  die  vorigen^  da  p  ^  A;  ist. 

Zusatz»  Setzt  man  AsasinO,  also  A:^  =  cos9;  ferner  ^'-{*9  =  i^f 
also  AscosO^  und  i^  =  sin9'i  so  ist  A,  =  ^~jy  =  ^^'a  Setzt  man  aber 
K  =5  rx^  *^^*^  ^^  Moduls  k^  so  verwandelt  sich  nach  {.  50,  der  Qua- 
drant £  in  ^  k—^'k*  ^^  ^  — '^i —  •  Macht  man  diese  Substitution  b  der 
Glachuog  (l.)y  so  erhalt  man 

Da  nun  überhaupt  r^''' aBoos(n90— '*«o(»^)  "'t  *o  ^^'^  man  zwei 
Reihen ;  die  eine  reelle  nt  =  K,  die  andere,  mit  t  multipUcirte,  ist  a  •—  iK': 

daher  ist 

25  • 
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ir«r(oo8fl'  +  goo85fl'+l^cos99'+iji^oo8l39'  +  elo.)    und 

Ä?«  »(sintf' +i;«iii50'  + l;^sin9fl'+^;^rin  ISe'  +  eto.). 

Tertauscht  man  also  9'  mit  0,  so  verwandelt  sich  die  eine  Rohe  in  dla 
andere;  wie  es  auch  sein  mols.  Fährt  man  nun  wieder  0  ein,  so  erhält  man 

JS:=jr(sb9  +  i;8in5ö  +  ^sm9fl+i;^8inl39  +  eto.), 

worin  6  =:arc8Üi(A:)  ist»  Es  versagt  diese  Reibe  iodessen,  wenn  iiian9^=:0 
setzt;  denn  for  dssO  (also  auch  Ars=sO)  miUste  K^=\t  werden,  tmd  die 
Reihe  giebt  £  =  0»  Ueberhaupt  wird  man  wegen  der  langsamen  Conver* 
genz  dieser  nur  zwischen  den  Grenzen  9  =  0  und  ^ssz^tt  gültigen  Reihe 
keinen  Gebrauch  von  ihr  machen  können» 

Aus  diesem  Grunde  Hbergeben  wir  auch  die  Herleitung  einer  fibn« 
liehen  Reihe  für  den  Quadranten  E. 

Anmerkung.  Auch  die  Convergenz  der  Reihen  (I.)  mid  (2.) 
wird  schwach,  wenn  sich  der  Modul  k  der  Grenze  Eins  nähert»  Setzen 
wir  wirklich  A  =  1 ,  so  ist  nach  G.  T.  d.  P.  F.  $»  62»  —  die  Grenze, 
weldier  sieb  die  numerischen  Coefficienten  in  der  Reibe  (L)  ohne  EoA) 
nahern»  Einen  höbern  Grad  der  Kleinheit  erreichen  sie  also  nicht,  und  nur 
so  ist  es  auch  erklärlich,  dals  die  Summe  jener  Reihe,  oder  K  selbst,  un» 
endlich  wird,  wenn  man  ft  s=  1  setzt.  Die  Convergenz  der  Reihe  (2»)  ist 
etwas  rascher,  wenn  As=sl  gesetzt  wird» 

$»  103. 

Rrihe  für  deo  Qnadraoteo  K\  irelcbe  desto  rasckr  coovei^iH,  je  grSiser  der  Modal  V 

dieses  Qnadraolen  ist. 

Da  nach  §»  56.,  wenn  der  Modul  hf  wenig  von  Eins  versohieden 
ist,  da  Quadrant  K!  durch  die  Formel 

Ä'  =  logi  +  ilog/-(l-*0 

ausgedrückt  wird,  so  kann  man  schlielsen,  dafii  der  aDgemeine  Aoadroofc 
von  K'  durch  k  die  folgende  Form  haben  werdet 

K'  =  P.logi+(?, 

wenn  man  rieh  nemlich  unter  P  und  Q  Functionen  von  k  in  der  Geitatf  01^ 
endlicher  Reihen  vorstellt,  weldie  so  besobafien  rind,  dab  Pss  1  und  Oesstl 
wird,  wenn  man  ArsO  setzt«    Sehen  wir  Kf  als  ,eine  Function  des  Mop» 
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duk  k  tOf  80  haben  ym  clie  D!fferenziaI-61eiohtmg  (11.)  im  {»OS»' 

anrawenden  und  darin  den  fiogirten  Ausdruck  von  K'  zu  sobatHubon« 
Durch  Differenzüreii  finden  wir 

dK*   _  BP.     4   ,    d()       P       - 

avK^__örp,    4  ,a^     2  ap  ,  p 


Durch  Substitution  erhalten  wir  also  die  Gleichung 

SetoeD  wir  den  CoeiBzienten  von  log  j  für  sich  =s  0^    so  entsteheo  die 
beiden  Gleichungen 

!•    (1— ^;-ap-+    jfc    -öT    ^  — "^ 

welche  aber  auch  zur  Bestimmung  von  P  und  0  hinreichen« 

Da  der  ersten  Gleichung  gemäfs  P  als  Function  von  k  eben  so 

von  diesem  Modul  abhängt,  wie  der  Gleichung  (3.)  im  §•  Ol«  gemSls  K 

von  demselben  Modul»   so   schlielst  man,    dafs  P  ^=^  a.K  sein   werde, 

wenn  durch  a  eine  Constante   vorgestellt  wird.      Da  aber   {Sr    A:  s=s  ü 

Pasl  werden  soll,  und  der  Quadrant  K  ssz^tt  wird,  so  ist 

l 
lssa.4^T  oder  tf==--, 

und  aho 

p_   Ä  _   * 

Jr   —  -T"    "^    ""• 
in  ti 

Substituiren  wir  die  Rdhe  (1.)  im  $.  102.,  so  erhalten  wir 

und  dieselbe  Reihe  kann  auch  leicht  mittelst  der  Gleichung  (1.)  hergelei- 
tet werden.    Setzen  wir  der  Kurze  wegen 

1        1»  *        1«.3«  •  _  1*.3«.5* 

«  =  2?,         «  -—  2T4»  '         *  ■"  2».4*.6«  * 

SO  dalii 
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ist»  so  ht 

P  SS  l+a*'  +  aV  +  öV  +  aV  +  eto, 
W8reii  die  drei  ersten  Glieder  der  Gleichung  (2.)  für  roh  s=  0^  so  kSimle 
wiMjfi  sbhlielseD^  dab  Q  nur  uro  einen  constanten  Factor  von  P  verschieden 
sei«     Da  übrigens  0  für  A  =  0  selbst  =  0  werden  soll ,  und  wie  man 
leicht  übersieht,  nach  Potenzen  von  k^  ebenfalls  fortschreitet,  so  setzen  wiv 

Q  BS  avk^  +  avk^  +  avV  +  at/^  +  aj/A"^  +  etc* 
Substituiren  wir  diese  Reihe  und  ihre  Differenziale   in    den  drei  ersten 
Gliedern  der  Gleichung  (2.),  so  erhalten  wir,  nach  einer  leichten  Reduotiony 

es  y  +  3*ö(v— v)&^  +  5'fl(v— v)**  +  Va(y—v)k'  +  9-a(v— v)*^  +  eto. 
Femer  erhalten  wir  durch  die  Substitution  der  Reihe  P  den  Ausdruck 

«nd  der  Gleichung  (2.)  gemiils  ist 

v  =  — 1;    v^v-^^^    ^  =  ^-570^     V  =  v-y-^;  etc.; 
woraus  folgt: 

}--(«+f,).  ^ 

'  =  — O  +  o+o)' 

»"-('+0  +  6TÖ  +  Ä) 
eto. 

Werden  diese,  nach  einem  einfachen  Gesetze  fortschrdtenden  Aasdrucke 

■ubstituirt,  so  erhalten  ivir  die  folgende  Reibe: 

2».4*.6».«»*V*  T^3.4^6.6  ^7.8/''^ 
1«.3'.5«.7«.9»    /.    ,    i_  .   ^   .   J_   ,      2    W.« 
2».4».ö».8».10»'\*T^  3.4  ^6.6  ^7.8^^9. 10/** 

—  etc., 
velcbe  aber,  wenn  der  Modal  k  nicht  sehr  klein  ist,  nur  langsam  oon- 
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rergirt.  In  dieser  Gestalt^  oder  dooh  in  nur  wenig  anderer^  bat  Legfendre 
die  Reibe  aufgestellt.  Man  kann  aber  dieselbe  durob  Umordnung  ibrer  Glie* 
der  leicbt  so  gestalten,  dals  sie  für  jeden  Modul  k^  welcber  <<  1  ist,  raaeh, 
und  zwar  scbneller  noch  als  die  Reibe  (L)  im  §•  102.  selbst,  convergirt» 
Losen  wir  nemlicb  die  Klammern  in  den  auf  das  Anfangsglied  fplgenden 
Gliedern  auf,  so  erbalten  wir 

3.4V2».4*      "*"2^4^6»      "*"2*.4».6*.8»'^'*"  ^'^V 
2    ^1V3^5»^,  ,   l».3V5».7»y^  ,  \ 

~5.6V2^4^6*'^■•"2^4^6^8*'^+®*^/ 

7.ö\2*.4».()*.8»^^2*.4».6*.8M0»'*   "t-eic; 
—  etc. 
und  die  bier  eingeklammerten  unendlicben  Reiben  lassen  sieb  summiren, 
oder  docb  auf  eine  einzige  zurückbringen.    Diese  Reibe  ist  die  oben  f&r  P 
grfundene.    Wir  setzen 

Ä  =  1  -t-gi'«  -r^rr/  ^2^4^6^'^  +  2».4».ö^8*'^ 

+  2r4*.6».8MU*       i-eic; 
femer  setzen  wir  die  Summen  der  ersten  Glieder  dieser  Reibe 

^2  =5   1  -j-  22  ^  "T  21,4«  ^-^ 
tl.  8.  W. 

Alsdann  nabem  sich  die  Griilsen  ^1 ,  ^2 ,  ^3,  ^4  etc.  der  Grenze  ^,  und  es  ist . 

2Ä 
Ä  =  — ^  oder  umgekebrt 

£  z=z^.K    und 

-7^(Ä-Ä3)-'a^(Ä-Ä4)~etc 
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Aus  dm  iuccessiven  Summen  der  ersten  Glieder  der  Reihe  JC  also 
lassen  sich  hiemaoh  beide  Quadranten  K  und  f  mit  ungefiihr  gleichem 
Grade  der  Convergenz  der  Reihen  berechnen«    Die  Convergenx  der  Reihe 

2         2         2 
TarKf  ist  noch  etwas  grober  wegen  der  Coeüßdenten  ^,  ^,  =-^  eUu 

ihrer  Glieder.  Alle  Nodular«  Quadranten  lassen  sich  aho  hiemaoh  be« 
rechnen,  indem  man  k  als  zwischen  den  Grenzen  0  und  /'^  enthal- 
ten ansieht*  Ist  der  Quadrant  K  nach  der  Formel  K  ss  ^^.^  berech- 
net worden,  so  ist  die  Berechnung  des  Quadranten  K'  nach  der  vor^ 
stehenden  Formel  sehr  bequem  und  einfach,  da  man,  indem  man  die 
Glieder  der  Reihe  St  berechnet,  zugleich  die  Werthe  von  ^i,  ^2>  ^3f 
^4  etc.  erhSIt. 

^.  10«. 
Reihe  (ur  deo  QuadraDten  E\  welche  desto  rascher  converglrt,  je  gröber  -edo  Modol  kf  ist 

Es  kann  die  gesuchte  Reibe  für  den  Quadranten  E^  augenblicklich 
aus  der  für  den  Quadranten  K^  gefundenen  Reihe 

*'  =  f'^(4)-(|-0-Ä(¥-«.)-ÄCir-«.) 

hergeleitet  werden.    Da  nemlich  nach  §.  93. 
ist,  so  erhalten  wir 

-o(|(«-*"«-(*-^)7^)-<*=- 

und  da 

*..ir  =  =4- ..«(i)-f^-*.)_^,(i^-»...) 
-Äf-v^-*'«')-««- 

ist,  so  findet  steh,  wenn  von  dieser  Reihe  die  rorige  subtrahirt  Wird, 


■f^ 
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—  etc. 
Der  Ausdruck  gestattet  noch  manche  Reductionen»    Es  ist  zunaobst^  wie 
in  5.103.,  12  3 

also 

ako 

^ft  ^  ^  ^  ^ 

(Ä-Ä').-^  =  2aÄ^  +  4a&*  +  6aÄ^'....  +  2r.flÄ^'^ 

und 

folglich  ist 

(Ä—Ä').^— Ä-Ä,  =— (1— 2a)Ä»— (3a  — 4«)A-*— (5«— 6«)Ä°.... 

•  ...  — ((2r— 1)?— 2rrt>Ä''— (2r  +  l)öV+-. 

r  r-l  r  fo  ^ M2    »"-1 

Da  aber  überhaupt  (2 r)la  =  (2 r—l)\tf  und  also  2r.tf  =  ^"  ^^      -ri  ist, 

»■-1  r  2r 1    *■"* 

SO  ist  (2r — l)a  —  2ra  =  —5 — .a   und  also 

—  ^  /.'  J.  *'-3  MO.  *''3'-^  /^.  J_  l'.3».5^...(2r-3)'  (2r-l)  .,A 

__  lV3'.5'.7'....(2r-l)'.(2r+l)  „^ 
2».4».ö».Ö»....     (2r)»  ^       * 

Setzen  wir  nun  zur  Abkürzung   ■  =  i,  so  ist  rückwürts 

£?  =  JSl  — ia-.f, 

und  nach  §.  102.  ist 

t-  iÄ'4.*'-3Ä»4.l!il!i*Ä«4.üi^^--''/f'4.etc. 

2ö 
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Diesen  Wertli  als  bekannt  vorausgesetzt^  haben  wir 

_2/,       ,»      1«.3.,      1«.3'.5.A 

Substituirt  man  nun  auch  noch  für  die  Reihe 

.      3fe*       l».7t*       l*.3Mt.j       l«.3*.öM5..      t«  3».5*.7M9    »ip  , 

*       2*         2*.4»        2*.4».6»  2».4».6^8»  2».4».<P.b».lÜ*       "r"  ***'•» 

80  erhalten  ^ir  den  mehr  reducirten  Ausdruck 

J5'=  t.log{±)+l- t-i^V-W  _^^(/_iA-_l^»*.) 

-o('-i*'-2Tl*'-F;|r|i'')  -«•«• 

,   l.X^'  ,    l'.t«   ,      1'.3*     ,j  ,       1'.3'.5»     M  , 
"*"  IF"  "*■  2».4»  T"  2». 4».  6»  '*'  "T*  2S4S6*.8*  ^  ■*"  ""•» 

welcher  leicht  auch  also  dargestellt  Averden  kann: 

JB'  =  Mog(|)  +  l~(f-i.iÄ')-3^(/-iÄ'-i.|^|*♦) 

Ö.6  V      ^'^        2^4'^        «•2\4^6 '^y 
Lff_lJka_ül3M_113^5^  1>.3«,5».7     X 

7.8  V    ^'^     2^4'^    2^4^6'^+*•2^4^6^:ö'^/ 
—  etc. 

Setzen  vir  ako  noch 

^  =  i^^  +  2*74^"^^*2*.4*.6^ 

r,  _  i'K^-7p-i'^-h2^4^6'^+*•2^4^6^8'^^ 

^.  —  i'^i-2V4'^  +2^4^6'^+2^4^6^8''^+*•2^4^6^8^l0^ 

SO  nähern  sich  auch  diese  Ausdrucke  ohne  Ende  dem  Wertbe  f  |  ond 
wir  haben 
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ß'=#.log(l)+l-(/-O-3f,(/-O-5^(/-O-^(/-/0 

2 
—  97lO  ('"'*)  ~®*^*»   sowie 

Berechnet  man  nach  diener  Formel  den  Quadranten  E,  so  ist  die  Be- 
rechnung des  Quadranten  E*  nach  der  vorigen  Formel  sehr  einfach« 

$•    105. 

Andere  Reihen  für  u  und  Au^  velcbe  nach  Potenzen  von  k  und  —r  forCscbreitoD« 

k' 

Die  im  §•  90«  entwickelten  Reihen  können  auch  also  dargestellt 

werden: 

1.      fi  s=  amw  +  ^(amii — snnonti)^^^ 

1*  3* 
+  j^i^  (amii  — snti  cnti—  |  sn^ti  cnti) Ä* 

+  jrjTßi  ^amii—snti  cnti— 5  sn^w  cntt  —  =^ 
1*  3*  5*  7*  /  94 

2.4.6      -  \  ,_ 

-3:5:7»°  ^'^"^'V*^ 
+  etc., 

2,     dti  SS  amai— jTj(amn— 8ntiontf)A;^ 

1*  3 
—  7^~  (am« — snfi  cn  11 — J  sn'ti  cn ti)  Ä* 

—  2^74i76i(amw—8n II  cn II— 2  sn'wcn  11  — ^ 

—  etc.  I   und 

3#     ti— elti  =s  |(amti— 8nficnfi)Ä;^ 

1*  3 
-f  :;^(amti  — snticnii — ^sn'ticnti)** 

+  ^^-|J^(amii— sn  II  cnti  —  f  sn^  II  cn  II  — j^ 

+  etc. 
^lan  wird  diese  Reihen  zur  Berechnung  von  u  und  ein  dann  anwendeui 
wenn  die  Amplitude  CP  dieselbe  bleiben,  der  Modul  k  aber  sich  andern  soll, 
weil  dann  auch  alle  Coeflioienten  der  Potenzen  von  k  in  diesen  Reiben 
dieselben  bleiben,  und  also  bei  jeder  neuen  Berechnung  immer  wieder 

26* 
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gebraucht  werden  können«  Die  Convergenz  dieser  Reiben  vermindert 
Biob  aber,  wenn  das  Argument  u  gröDser  und  gröfser  genommen  wird. 
Wird  u^^Ky  so  wird  man  sofort  K — u  far  u  setzen;  dadurch  verwan- 
delt sich  amfi  in  amciis^^ — arctaDg(A;^tnti)9  und  es  ist  nun  also  amoti 
betrüchtlich  gerioger;  elfi  verwandelt  sich  nun  in 

elcii  =  £?  —  elu-\'  k^snusnoUm 
Setzen  wir  also  amcti=  \//  und  aniii  =  ^^  so  haben  wir  tang;//.taDg(Ps=p 
und  / 

ftf  — el«  =  X— £?  — Ä:^«n(Psinv^-l-\'(^)Ä'  — Irl'^'WÄ* 

Diese  Reihen  convergiren  um  desto  rascher,  je  gröfser  u  wird*  Denn  je 
grülser  CP  =  am  ii  genommen  wird^  desto  kleiner  wird  \//,  und  desto  rascher 
nabern  sich  also  die  Gröfsco  ^*(^/^),  K^W,  ^^W»  ^*(^)  ßtc*  der  Grenze 
Null.     Diese  Formeln  verfeblea  nur  dann  ibreo  Zweck,   wenn  der  Modul 

k  wenig  von  Eins  verschieden  ist,  weil,  der  Formel  tan2\!/=  7- ge- 

o  '  '  °  ^         Jk'  taug  q)     •* 

mufs,  dann  v//  dennoch  eine  betrachtliche  Grüfse  haben  kann. 

ik 

Setzen  wir  in  den  Formeln  (1.),  (2.),  (3.)  k'u  für  u  und  77  statt  Ar, 

80  verwandelt  sich  am t(  in  ^^  —  amott;  ferner  clu  in  ~  ■";  daher  er- 
halten wir  sofort  noch 

Ä'.tt  =  »»■— amc«  — 2^^'(lr~amctt).|^+ ^^'^'da-— amc«).pi 


1«.3».5»-,,,  .     k* 


=  IT— aincM+ ^7v.'(i3- -  amctt)  .|^— i^,A.^(j3- -ainott),p; 


_  \3  (.13.  -_  anic«)  .  -^  —  +  etc. 


Setzen  wir  in  der  Formel  (I.)  ui  für  u  und  k*  für  A;,  so  erhalten  mr, 
da  am'Cut)  =  t  %ni' ussii  Jfamti  ist,  soglcioh 
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6.     «  =  Jaintt  +  |;(?am«-.Ü^)Ä-+|^;(San.tt-i!^'  +  t.til!i;)*'* 

'   2*  \  cuu/        '  2'',4*  \  eau  '   ^    cum/ 

+  etc. 
Dieser  Formel  bedient  man  sich  mit  Yortheil^  wenn  der  Modul  k 
der  gegebenen  Amplitude  ^mu  wenig  Ton  Eins  verschieden  und  das  Ar» 
gument  u<^lK  ist.  Die  eingeklammerten  Coefficienten  nahern  sicb^  wenn 
Bmu<^l7r  ist,  ebenfalls  der  Grenze  Null,  was  fast  auf  dieselbe  Art  be- 
wiesen werden  kann,  wie  die  Formel  7s.(^)  =  0  im  $.100«  bewiesen  wor« 
den  ist.  Jene  Coefficienten  sind  übrigens  abwechselnd  negativ  und  positiv» 
Da  ti — Sl^fi  =  ein — tnfiduti  nach  §.70.  ist,  so  verwandelt  sich  die 
Formel  (3.)  in 

'    *V  CUM/  •    2*.4\  cmi   *    •*    COM/ 

■    2*.4*,b\  CUM    '    •*    cn  M        3.5    cum/  ' 

dnd  auch  diese  Formel  ist  zweckmüfsig,  wenn  k  grofs  und  das  Argument 
u<:iK  ist. 

Ist  das  Argument  fi>>^  £,  aUo  K — u<ZlK^  so  bedient  man  sich    , 
am  besten  der  Formel 

8.  ti=Ä— Samen — —  (Samcii )f^  —  r:m\^^^^^^ Vi* )* 

2*  V  cucu/  2^.4*\  CüCM  '   ••    cnca/ 

—  oa  A-,  ^(gamcii 1-2. 5-T. j.  Ä° 

2^.4*.b\  cucu   *   •*     ciicM         ö.D     cncM/ 

1^3*. 5^7»/^  tncM   ,    ^    lui^M        2.4   tnc*M    ,   2.4.6  Inc^A     ,,6 

2*.4*.6^.ä*\  cacM    '    ^    cncM         3.Ö    cucm        3.5.7    cucm/ 

—  etc. , 

wenn  der  Modul  k  wenig  von  Eins  verschieden  ist« 

Setzen  wir  auch  in  der  Formel  (7.)  K—  u  für  v,  so  erhalten  wir, 
da  elw  =  JB  —  elcti  +  ^^»ö^söcm,   und  tncuJucti  —  Ä*snwsncw  =  — 

=5  — ; ist,  die  Reihe 

9.  elti  =  £-—•; ](Samcfi ).&'^ — — -r(?amcii Vl-TZr)^ 

\\\U  *\  CIICM/  2*.4\  CUCM     •     *       CUfll/ 

1^3^ö/o         -.       ^"''"   f    o    *"«•*"       2.4  tHc*M\T^         -^ 

—  »ii  ^1  .;(Vamcti f-  5. 5-r. lÄ'^—  etc., 

2*.4^.ü\  cucu   '    ^    CUCU       3.Ö    cuu  / 
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welche'  dann  zur  Berechnung  von  elfi  dient,  wenn  drr  Modul  k  wenig 
von  Eins  verschieden  und  das  Argument  n^\K  hi^  die  Reihe  (7.)  also 
nicht  mehr  rasch  genug  convergirt. 

Wie  die  Quadranten  K  und  E  unter  diesen  Umstanden  zu  berech« 
nen  sind,  ist  in  §•  103.  -—  §«105.  umstündlich  gezeigt  worden» 

Zusatz.    Es  ist  delti  =  du^u.dt£  =  ^p:|i.\   Setzt  man  nun  (P  = 

\ir — amct£,  so  ist  5^  =  3i£.dnctt,  also  öti  =  jj^:  folglich  ist  9eltis= 
un    ay  _        A-^gy yy^cp  "'" 

(1— Ä^cos'Cpr^  =  l  +  iÄ^cos^(p  +  |-|Ä*cos*(p  +  |f^A^'cos'^^^ 

ist 9  80  erhalt  man,  wenn  man  diese  Reihe  mit  k^^.d(p  multiplicirt  und 
integrirt : 

Für  ti  =  £  hat  man  noch  die  Reihe 

daher  kann  die  vorige  Reihe  auch  also  dargestellt  werden: 
1.      ein  =  JE-Ä«  [,^  +^Ä'^'(4;)  +^,  A-«7.>(,^)  +  ^li^^^^l^K^^) 

,    3V5».7».9  „-4,,.        l 
■T2».4i.6*.8*  V.V^i' ••••]» 

wenn  man  wieder  t//  =  amou  setzt.  Es  kann  diese  Reihe  als  eine  Um« 
formung  der  Reihe  elttssß+Ä^sinCPsinr^ — ^+^Ä'V(^)  +  '«"  ange- 
sehen werden.     Wird  wieder  (P  =  |55r — amo«  gesetzt,  so  folgt  aus  el« 

"*"  2«.4*.6^8«'  Ä'»'^  ^r;         T  ••••  j 
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$.  106. 

Reihen  tat  BcTCehnnng  von  u  und  e]«  ans  amu,  'welche  snm  Theil  nach  Potenzen  von  snu 

forlscbreitcii. 

Wenn  man  in  der  Reihe  (1.)  des  $.  105.  die  Klammern  auflüset) 

so  erhalt  man 

/,    ,  1»,-  I   l'-3' M  I  l*-3».5»,f,  ,   1«.3«.5«.7»,„  ,      .    \ 
u  =  amtt(l  +  2iÄ-  +  55-5^Ä*+^^-^^.Ä«+^^,-^^j^.A^+etc.) 

-  snucnn{^^k^+^^^k*  +  ^^'pi'+  etc.) 

Wenden  ^ir  nun  dieselbe  Bezeichnung  an,  wie  in  §.  103« ,  so  erhalten 
wir  die  Formel 

1,      n  =s  Ä.amM  — (Ä— l)8nticn«— |(Ä— Äi)8n^ticnfi 

—  II  (^_Ä2)  sn^  ti  sn  ti  ~  1^  (Ä~Ä3)  sn' II  cntt 

—  3-y^9  (Ä —  ^a)  sn^  tf  cn  ti  —  etc. 

Diese  Reihe  hat  immer  einen  hohen  Grad  der  Convergenz  und  ist  vor« 
zHglich  dann  anzuwenden ,  wenn  der  Modul  k  constant,  hingegen  amtl 
veränderlich  ist.  Wird  amti^amcti^  so  wird  man  K — u  für  u  setzen« 
Dieselben  Zahlen  ^i ,  ^2,  ^y^  ^4  etc.  also,  welche  zur  Berechnnng  von 
K  und  K^  dienen,  dienen  hier  auch  zur  Berechnung  von  u  aus  amti. 
Setzen  wir  femer 

Sil  =  1-^  ÄS 

•/ta  —  *~~2»^'^  — 2».4»  *» 

<n    -l_-ljt»— Ülljfc»       1'.3«.5   j^       1'.3«.5'.7   „ 
^14  —  A       2»*^      2».4»*        2».4».6»'^       2».4«.6».8»*^ 

eto. ,    und 

Jl  —  l  —  2»  '^       2'.4'  '^        2». 4». 6»  '^       2';3*.  ti*.  ö»  '^        ®'°'» 
80  dals  E  =  ^;r.9l  ist,  so  finden  -wir  auf  ahnliohe  Art  vie  voriiia: 


Z' 
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+  y  (912—91)  sn^  ti  CDU  +  m  (9^3—91)  »n'«  coli 

+  1^(914— 91)  8n"iicnii+  etc. 

Auch  für  ti — elfi  lü&t  sich  eine  uholiche  Reihe  herleiten«  Dadurch^  daCi 
man  die  Sätze  des  §•  31»  anwendet ,  und  ferner,  indem  man  fit  für  « 
setzt)  lassen  sich  aus  diesen  Reihen  leicht  noch  andere  herleiten;  womit 
wir  uns  hier  aber  nicht  aufhalten. 

5.  107. 

Reihen  für  u  nnd  elu,   welche  nach  dem  Sinus  der  Tcrrielfachten  Ampliindc  qp^amu 

fortscbrchcu. 

Wenn  man  in  der  Reihe 

für  V((P),  ^'(<P),  K\(f))  die  in  5.  100.  gefundenen  Werthe  substituirt,  so 
erhält  man  eine  Reihe  von  der  Form 


1.      argam((P)  =  a.(p— Ysin2(p  + Y8in4(P-y  8iu6(p+ ^8in8(p 

5 
—  -|-sinlO(P-| etc. 

und  die  darin  vorkommenden  CoelBcienten  sind  selbst  ausgedrückt  durch 
die  Reihen 

a  =  l  +  2^Ä  -t-j^r^f^  '*"2^4Mi^'^  "T" 2v¥^6 rs^ '^  -|- etc. 
U       1    1  yo  ,  2  P.3^^4  ,  3  l^3^5^y^  ,  5  l^3^^)^7'^  , 

r  ~  2*2^      "T"3''2^4*'^  "f"  4'2^4^6»'^+l^'2^4^Ü^Ö^'^"^"  ®*^ 
2.   h  _  2.1  1».3^  .4  .   3.2   1V3^5^,,      4.3  1^3».5^7^.s        ^*. 

3  _  3.2.1   1^3V5>.^.   4.3.2   113^5^^.^   , 
'^  "•  4:5:6•2».4^Ü•^'^  "*"ö.ü.7'2^4\6».6*'^  +  ^^^' 
u.  s.  w. 
Diese  Reihen  schreiten  nach  einem  einfachen  Gesetze  fort ;  die  erste  Reihe 

ist  offenbar 

ö       2ä: 

n 
Differenziirt  man  die  Reihe  (l.),  so  erhält  man^  wenn  /"(l — Jz'  sin^CP)  ac  A 
gesetzt  wird  9  die  Gleichung 
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2  =  a  — 2flcos2^  +  2aco84^—2acos6^  +  2aoo88^ 

—  2äco8l0(p+ -~ete, 
NuItipUcirt  man  diese  Reihe  mit  oos2(P9  so  erhült  man 

^5^2  =  aco82(P  — a(l+co84(P)  +  a(co82(p+oos6<P) 

— ö(co849  +  co88^)  H etc. 

Hieraus  folgt 

Setzt  man  nun  (p  =:-|-t^  so  wird  8]n2^=  8in4^  =  G(petc.  =0 
und  es  bleibt  also  nur  noch  die  einfache  Gleichung 

Es  ist  aber  co82(p  =  1—2  siV^  =  1  —  ^^ . Ä'  siVcp  =  !>—  j^(l— A')  = 
.       2    ,    2A»        , 

oder  auch 
folglich 

In  ähnlicher  Weise  können  auch  die  folgenden  CoefSoienteo  a^  a, 
a  etc.  in  geschlossenen  Ausdrücken  angegeben  werden«    Indessen  kfiniiea 

0  I 

diese  Coefficientcn  auch  recurrirend  aus  den  beiden  vorigen  a  und  a  be« 
rechnet  werden;  die  allgemeine  Rccursions- Formel  leiten  wir  also  her» 
Differenziirt  man  die  vorhin  angegebene  Reibe  für  ^  noch  einmalj  sp  er« 
bält  man 

.        ilsi^cos^  _  4flsin2(p-8ösin4<p+12j8in6<P~lGa8in8(p 

+  20ä sin  10^ 1-  etc. 

und  8in(p  cos(P  s=  ^^!^-S.^  gbo  igt  auch 


Es  ist  aber  A»  =  t— *'8in'<p  =  l  — -^(l— C082(P)  *=  1  — y  +  -jCos3?) 

2T 
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=  4a  «n 2 (p—  8  a  sin  4^4-  etc. 


»n2  tp 


oder 

/    4nasm2^— 8niisiD4(p  +  12nasin6(P— 16na8in8^+eto. 

=  /  +    2«8in4(P—     4j8in6(P+     6a  8in8(P— etc. 

(_4a8iD3(P+  6ii8iD4(P—  8J8in6^+  10a8iu8(p+eto. 
wenn  der  Kürze  wegen  ^  =  Ti  —  1  gesetzt  wird«  Einen  ähnlichen  Aus- 
druck für  ^'"^^  erhalten  wir,  wenn  wir  die  anHingliche  Reihe  für  ^  noch 
mit  sin2(P  multiplicireni  namUch 

^2l^  =  a8in2(p  — a8in4(p  +  fl8in6(P  — ö8in8(P  +  — etc. 

—  asin2(p  +  a%in4(p  — «8in6(P  +  fl8in8(p f-etc,, 

und  da  diese  beiden  Entwicklungen  identisch  sein  miissen,  so  ist 

I  » 


*  ^  /o 

3«=    4(p-l 

5«=    8(1-1 
5.     <7«=12(|r-l 

11«    =    20(;^-1 


a  I 

a  —  3.Ä, 


2 

5.a. 


4  S 

a  —  7.«, 

S  4 

a  —  9.tf 


u.  8*  w. 

1       8       4       S 

Nach  diesen  einfachen  Formeln  geht  die  Berechnung  von  a,  a,  n,  a  etc. 
sehr  bequem  von  Statten.    Ueberhaupt  ist 

(2r+l).«'=  4r(^^~l).J— (2r— l)a/ 

Die  Reihen  (2.)  zeigen,  was  aus  diesen  Recursions- Formeln  nicht  sogleich 

0        1        2        S 

ersichtlich  ist:    dafs  die  Coefficienten  a^  a,  a,  a  etc.  eine  rasch  convergt« 
rende  Reihe  bilden. 

Substituiren  wir  auch  in  der  Reihe  (2.)  des  §.  09.  die  Ausdrucke 
des  §•  100.,  so  erhalten  wir  für  elfi  eine  Reihe  von  der  Form 

0  2  8  4 

6.      elii  =  c.(p  +  C8in2(P  — Jsin4(p  + Jsin6(p  — jsinS?) 

+  •-  sin  10(p  —  +  etc. 
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Für  die  hierin  Torkommeuden  Coefficieaten  selbst  hqben  vrir  die  Reihen 

C  —  i-»2i«  "^^  *2*.4*.6*      '^*  *2*.4*.()*.ö*      +  ö»C. 
7,      <  *  _  2.1    l!i3.4,3.2     1^3».5  M   ,   4.3    1*.3V5V7.,   , 

^  ~"  3.4'2"».4»'*  "*'43'2».4^Ö*'*^   T"  O* 2». 4^(1^0»  *"  "^' ®*°* 
«3^    1«.3«.5  jy   .    4.3.2    1».3».5*.7  ^ 
*^  —  4.5.6*2».4«.6**^  T^  5.0.7*2».4».6».8*''  ^^  ^^"^ 
U.  8.   W. 

Die  erste  Reihe  kam  schon  oft  vor.    Es  ist 

8.      ^  =  25, 

n 


0      I      1      s 

Die  Coefficienteu  c^  Cy  c,  c  etc»  hangen  auf  eine  ziemlich  einfache  Weise 

0      1       2       S 

zusammen  mit  den  Coefficienten  a^  /i,  a,  a  etc.     Multiplicirt  man  die  ao« 
fängliche  Reihe  für  ^  mit  A  =  y  (^  — 1  +  co«2(p),  ao  erhalt  man 

A==(l  — Y)(a— 2«oos2(p+2Jco84^— 2«cos6(p  +  2öcos8(p |-etc.) 

+  ^.(aco82(p— aCl+co84(p)  +  a(co82(p  +  cosG(p) 

-—  «(0084?)  +  cos«^)  +  etc.)) 


oder 


A5=(l— ^)(«— 2tfco82?)+2«co84(P— 2«oo8f)(P  +  2aco88(f) — |-etc.) 

-}-i^(— fl  +  tfco82(P—   tfcos4?)+   «cosG^P—   acosS^H etc.) 

^^  (   .f  Moo82(p —   O0084IP+    ßcosCi?) —  acosS^-^ etc.) 

DifFereDzürt  man  aber  die  Gleichung  (6.) ,  so  erhält  man  auch 

L.  =  c  +  2ccos2^  — 2cco84^  +  2cco86^  — 2t-co8S^H etc., 

und  da  diese  Reihe  mit  der  vorigen  identisch  scm'u   mufs,  so  finden  sich 
die  Gleichungen 

11  7-2        2  0  /  1-2  V      1  4  1.2        &  .t  /  1.2  \     4 

9.    \lc  =  L(«+«)-2(l--^)a,     2c  =  i-(«  +  «)-2(l-A.)«, 

2c  s=  7r^«  +  a)  — 2^1  — Y;"' 

27« 
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Noch  etwas  einfadher  sind  die  AusdrHcke,  welche  man  wie  folgt  erhält«  Diffe« 
renziirt  man  die  vorige  Reihe  fiir  A^  so  erhJUt  man  3  A  =  IH—?^Z— 12, 3  (p^ 
also 

1^  =  ^1^1^^  =— 4c8in2(P  +  8c8in4(p  — 12c8in6(p  +  — etc. 

oder 

511122  —  I(4c8in2(p  — 8c8in4(P  +  12^8iuf)(f)— l6^8in8(P-I-  — etc.) 

Wird  diese  Reihe  mit  der  vorigen  für  ~L-2  verglichen^  so  hat  man 

1^-2        0  2  S  j^.2        2  4 

46-  =  —{(i^a),  12c  =  -j  (a—a), 

10.       Je*        *^S  *      \  4rJt        ^\  ^      \ 

<  8c  :=.  ^-(a— ö)^  16^  =  y(«— ^) 

U.  8.   W. 

§.    108. 

Entwicklung  der  Ilulfs -Function  }J*{(p)  in  eine  nach  Potenzen  von  (]p  fortschreitende  Reihe. 

Für  die  folgenden  Betrachtungen  ist  die  Kenntnils  der  höheren 
Diflcrenzial-YerbältDisse  einer  unbestimmten  Potenz  von  sinCP,  deren  Es« 
ponent  übrigens  eine  positive  ganze  Zahl  sein  soll ,  nüthig.  Erforderliche 
Ausdrücke  dieser  Art  finden  sich  bereits  in  G«  T.  d.  P.  F.  §•  112.^  nümlioh 

-^1^  =  Ä(-l).  [4  .  6'.8m-''(P    und 

'-^;2  =  Ä(-l)n«t\f|.«n-'-(p.coB(?), 

worin  a  +  ß  =  r  die  gemeinschaftliche  BedingungS'*  Gleichung  der  beiden 

veränderlichen  positiven  ganzen  Zahlen  a  und  ß  ist.    Unter  C  wird  eine 

BUS  den  Elementen  der  Scale 

(ß)  =  [n^  {n-2)\  (n-i)\  ....  (n-2ß)^J, 
welche  ß  +  1  Elemente  befafst,  bei  unbedingter  Wiederholbarkeit  gebil- 
dete Combinations-Classe  des  aten  Grades  verstanden. 

Setzen  wir  in  der  ersten  Formel  2n  für  n  und  dann  noch  n-^r 
(ur  r,  so  verwandelt  sie  sich  in 

^^^-^  =  (Ä(~l)-[2«y.C.«V-'/'(P)    codd.  (a  +  i3  =  »  +  r). 

Setzen  wir  in  diesem  Ausdrucke  (f>=sO,  so  ist  sin^-'^^sO  für  0<ff, 
aber  =1  for  ß  ss  »>  oder  a  =  rj  daher  ist  nun 
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— g-^-57—  —  c—  1;  •  CA»;  -^  j'^- 

Die  in  diesem  Ausdrucke  geforderte  Scale  ist 

(n)  =  [{2nf,  (2n-.2)^  ....  (2n-2ii)^] 
und  ihr  letztes  Element  also  =  0.    Alle  Elemente  dieser  Scale  haben  den 
geraeinschaftUchen  Factor  2^=4;  daher  kann  man  diesen  Factor  abson« 
dern^  und  die  einfachere  Scale 

(n)=s  [1%  2\  3^  ....  n'] 
nehmen  9  welche  die  Quadrate  der  n  ersten  Zahlen  der  natürlichen  Zah« 

r  r 

lenreihe  begreift ,  wenn  man  nur  2^''.C  für  das  vorige  C  setzt  und  die 

Combinations-Classe  nun  auf  diese  neue  Scale  bezieht*     Setzen  wir 

8in^''(p===(P^~— A.<P'"+'  +  ^.?>'""*^— ^3-<P'""*^'+^.?)'^^^      +  etc., 
80  ist  nach  Maclaurin's  Satze 

(r-^y-'^r  =  (2«+rw4..    (f«r-  <P=  0),  und  also 

Die  Substitution  dieses  Werthes  giebt  die  unendliche  Reihe 

üa^'p  =  S(—iy  [2n  ] . 4«. C.  (p'"+^«  *). 

Die  Reihen  für  sin^^'CP  und  sin^"'^^(P  lassen  sich  leicht  umkehren^  wodurch 
man  Reihen  für  die  Potenzen  von  (f)  erhält,  welche  nach  Potenzen  von 
aintp  fortschreiten.  Nicht  auf  diesem  Wege  sind  jene  Reihen  hergeleitet 
worden  vom  Hrn,  Prof.  Sclierk  in  CrelUs  Journal  der  Mathematik  Band  XL, 
Seite  10h 

Multiplicirt  man  die  vorhin  gefundene  Reihe  mit  d^^  und  integrirt, 
80  entsteht 

/- (20-1.1)  O 

»in»" (^.B(^=^  Ä(~l)«  f 2 n  J    .  4« .  C . p-^-^^\ 
(") 
Da  aber  nach  §.  99. 


*)    Für  die  ungerade  Foteni  des  Sinns  erh.Ult  mau  mit  Bezngnabme  auf  die  Scale 
(/i)  =  [1»,  3S  5»,  7»,  •...  (2/1  +  1)»]  die  Reihe 

Cn) 

Dod  iwar  nnf  Ähnliche  Weise. 
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ist,  80  erbalten  wir,  wenn  wir  beachten  dafs  \2n  \     =  ttt — ,  ,,     ,  ^,,  und 

'  •         j  (2/i+2a  +  l) 

(2i0'  =  (— l^w'.Q-^f— 1]  ist,  endlich  die  Formel 

m 

Zusatz.    Fiir  die  Combioationsklasse  C  lüfat  sich  nach  6.  T.  d.  P.  F. 

(») 
§•113  — 115.  auch  leicht  ein  analytischer  Ausdruck  herleiten.     Setzt  man 

12  3 

daselbst  nur  m  +  n  für  m;  ferner  a  =  0,  ii  =  l%  <i  =  2%  a=3^|  .... 
r/=:a%  ....  a^=pry   so  ist 

...(a^ — n-)   oder 

v/!/„=(— ir^(a(a— l)(a— 2}....l)(a(a+l)....(2a— l))(1.^3....(«~a^ 

X  ((2tt  +  l)(2a  +  2)....(n+a))  oder 

^*       ^  2  („>  ^       '        (/i  — «i  («  +  «)' 

Miiltiplicirt  man  diese  Gleichung  noch  mit  (2ii)*,  um  die  Brüche  unter 
gleiche  Benennung  zu  bringen,  so  erhält  man 

m 

zum  gesuchten  aoalytischen  Ausdrucke  des  Werthes  von  C.     Alle  beson* 

m 

deren  AVorthe  von  C,   für  welche  w»  +  ii   nicht  ^lOist,  enthalt  eine   in 

G.  T.  d.  P.  F.  §.71.  befuidlicbe  Tabelle,  woraus  ihre  Werthe  also  ent- 
nommen werden  können.  Daselbst  int  auch  das  Rechoungs- Verfahren  an« 
gegeben,  %vodurch  jene  Tabelle  leicht  beliebig  erweitert  werden  kann« 

Zu  derselben  Formel  kann  man  auch  auf  folgende  Art  gelangen: 

Substituirt  man  in  dem  Ausdrucke  ^''(<P)  ===  (p  +  Ä(— 1)«[«7[/*J.  "-^^^^ 

(für  «>0)  statt  sin(2a!P)  die  bekannte  Reihe  Ä(— l/I^g;^^^^^     ^^ 

erhalt  man 

Die  Poteuzen  von  ?^,  welche  niedriger  im  Grade  sind,  als  ^J"""^*,  baben  iu 
diesem  Ausdrucke  jede  einen  Coefficienten ,  welcher  =0  ist;  daher  darf 


ZehnterAbachnitt.      §.  109.  215 

man  sogleich  it-f-ß  für  |3  netzen  ^  wodurch  man  erhalt: 

Wird  diese  Reihe  für  A."((P)  mit  der  früheren  identifioirt,  so  erhält  man 

denselben  Ausdruck  fiir  C,  wie  vorher« 

(") 

§.  109. 

Reihen  für  arg  am  (9)  ond  iATg(m(^7i — 9),   Vielehe  nach  Fotenzeu  yoo  q>  foTtsohrehen. 

Aus  der  im  §•  108.  für  K'((())  gefundenen  Reibe  folgt  sogleich  noch 

Wird  diese  Reihe  mit  k^^  multiplicirt,  und  dann  selbst  als  allgemeines 
Glied  einer  neuen  Reihe ,  nämlich  der  fiir  arg  am  ((P)  dem  §•  09»  gemals 
angesehen,  und  zu  diesem  Ende  ß  für  n  gesetzt,  so  erhält  man 

apgain((p)  =  [«'(-1)"([1,  -■2fr.4-.  C.Ä'^^jj|^]  cond.  (a+ß  =  y). 

Man  kann  diese  Reibe  einfacher  vorstellen  unter 

argam((p)  =  (p  +  a.|;+a\f;+ö.f?+«.fJ  +  eto., 

und  hat  dann  zur  independenten  Bestimmung  der  CoelUcienten  in  dieser 
Reihe  die  allgemeine  Formel 

2.      a  =  (S(— 1)" [1,  —  2]  [1,  — 2J  .  J^ß,  2".  C)    cond.  ia.  +  ß=r) 

(ß) 

oder  auch,  in  gewöhnlicher  Darstellung: 


Cr-l)  (r-2) 

r-l 


Diese  allgemeine  Formel  giebt  die  folgende  besonderen  Ausdriicke: 
a  =  AT, 

a  —  *»(9&-—4), 
3^     /a  =  Ä^(225Ä»— 180A:'+16), 

a  =  Ä'(11025Ä^— 12600  &*+3024&-— 64), 

a  =  Ä»(893025Ä»— 1323O0O//'+5292üOÄ*— 48960Ä'  +  25G) 

U.    8.     W. 

■welche  zwar  im  Fortgange  immer  mehr  zusammengesetzt  vrerden,  aber 
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^egen    der   Abwechselung  der   Yorzeicheo    dennoch   nicht   sehr   grobe 
Werthe  haben» 

I  1  •  4 

Für  A:=z=0   ist  a=:a  =  a  =  ii=:^  etc.  =0; 

fiir    Ä=iri  ist  «  =  1,   ö  =  i,    a  =  — 8J,  ö=  —  OO^J^j^  etc^ 

1  ft  t  4 

für    Aps=l   ist   asly   a  =  5|    a^Gl,    as=1385   etc« 

In  dem  letzten  Falle  für  k  ss  1  erhalt  man  also  dieselben  Coeßicien« 
ten,  welche  in  G.  T.  d.  P.  F.  §•  41«  berechnet  wurden;  wie  auch  sein  muls, 

^a  «»"^  »'S  «"(^)=/ rä=?i^  =/^==^^  ^"^; 

FSr  die  recurrirende  Berechnung  der  Coefßcienten  a^  a,  a^  a  etc» 
findet  man  leieht  die  Formel 

deren  Herleitung  wir  übergehen ,  weil  sie  gelbst  nicht  sehr  bequem  ist» 

Setzen  wir  in  der  gefundenen  Reihe  k'{K — u)  fiir  arg  am  (9)  und 
^  statt  des  Moduls  k,  so  verwandelt  sich  (P  in  |t — ami/.  Setzen  wir 
mm  j[;r  — am«  =  (p,  so  ist  amiis=^;r  — (P»    Verwandeln  wir  ferner 


a  in  ( — ty^-j^r^   80  erhalten  wir 

A-'(Ä:~argaiii(iT-<P))  =  (p_j^.|;  + Jj.|!_  etc.  oder 

4.      argaina^-(P)  =  /C- |-  + |.(f  )'- f  .(f  y  +  f  .(^X 

und  für  die  in  dieser  Reihe  Torkommeuden  Coefiloienten  haben  wir  die 
Ausdrücke 

j  )a  =  Ä'  (225  Ä*  +  180Ä-  Ä"  +  16Ä'*), 

'  |a  =  ä'(1102dä«+1260ä*ä'='H-3024ä'ä'*  +  64A*''% 

'a  =  h"  (893025  Ä»+l  323000  Ä^  A''+529200ä*ä'*+  48960  A-A'^'+QöC  A«) 

U.  8.  V. 
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Diese  Reihe  conyiergirt  indessep  nur  dann  ;nemIioh  schnell^  wenn  der  Mo« 
dul  k  sehr  gering  und  p-  ein  achter  Bruch  ist. 

§.  110. 

Reihen  ftir  du,  welche  nach  Potenzen  r%n  q>  und  ^n  —  J>  fortschreiten ,  venn  q>ssuau 

gesetzt  vird. 

Gehen  wir  nun  von    der  Formel    elfi  s=3  Ä[l]  [— J]  .\*((P).Ä^ 

des  §.  99.  aus,  so  finden  wir,  eben  so  wie  vorhin,  die  Reihe 

1.      elv  a=  ?>— Ä-|r  +  ö-|r  — ö-^  +  ö-f^ heto., 

und  die  in  ihr  vorkommenden  CoefBcienten  sind  ausgedrückt  durch  die 
Formel 

2.      a  =  (Ä(-l/t— 1,  — if  [1,  — ^f .  2^-.  C.  k'P)    oond.  (a+ß  =  r), 

woraus  man  die  folgenden  besonderen  Ausdrücke  erhält: 

a  =  *^(— 3Ä'  +  4), 

3^    I  a^  le  (45.^*— 60^:»  + 1 6)^ 

a  =  kX-^  Von  J^  +  3520/f*—  lOOSJfe'  +  64), 

a  =  *-(99225*»^189000Ä»+105840Ä*— 16320Ä»  +  256) 
u.  s.  yr. 

Auch  diese  Ausdrücke  werden  im  Fortgange  sehr  zusammengesetzt;  aber 
ihre  Werthe  sind  für  denselben  Modul  k  immer  beträchtlich  kl^ner,  als 
die  Werthe  der  ähnlichen  Ausdrücke  (3.)  im  §.  109.  Für  A  =  0  ist  jeder 
^  0,  und  für  tf  SS  1  ist  jeder  s=  1.    So  ist  z.  B. 

a  =s  99225  —189000+103840—16320 + 256  =  205321 — 205320  =  + 1 ; 
dieser  Umstand  erklärt  sich  daraus,  daüi  für  A;»  1, 

eltt  ssy'atp./'Cl— sin=(P)  =  8in(p  =  (p— |r'  +  ^  — |^  +  eto.  ist. 

Für  ib  =  ^l  erhält  man 

I       1         »        5  •       —11         «       1945         •       18221 

«  =  y,    «=="4»    «  =  -«-»    ''^"iT»    ''^^äT»    "•■•^' 

Die  in  der  Reihe  (1.)  rorkommenden  Permutations- Zahlen  geben  ihr  einen 
hohen  Grad  der  Convergenz,  zumal  wenn  ^  <  1  ist. 

28 
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Setzen  wir  nun  k^(K — u)  far  u  und  —  (Sr  k,  so  verwandelt  sieh 
elti  in    " 7/  "   und  ^=:amu  in  ^r — amus^',   wenn  (p-|-<p'sj^T 

r 

gesetzt  wird.     Aendem  wir  gleichzeitig  a  in  — p^|  so   erbalten   wir 
die  Reihe 

1  s 

oder  auch 

4.  .1«  =  B_*"[^+^.(iy_,i(|y+i>.(^' 

und  die  in  dieser  Reihe  vorkommenden  Coefficienten  sind  nun  ausgedruckt 
durch  die  Formeln 

S,Ja  =  k"  (45Ä*+  60  A-'Ä«+ 16&«), 

I «  =  Ä'  (1 575  Ä''  +  35'20k*k'^  + 1008  Ä'  k'*  +  644'"), 
J=Ä'  (99225Ä"  + 189000  Ä«  Ä''  +  105840**A;'*+  16320Ä'Ä'«+25Gifc'*) 

U.  8.  W» 

Die  Reihe  (4.)  convergirt  nur  dann,  wenn  k<Z^l  und  ^<list,  ziem- 
lich rasch. 

§.    111. 

Reihe  (tir  m,   «eiche  xoü'ig  nach  Potenzen  Ton  snu  fbrlschreilet 

Setzen  wir  sn«  =  t,  so  ist  d  ti  =  yM_|t)y'M_jfca^i>  •  Da  nun  aber 
yr—zjr^  =  (1-^r»  =  Ä(-i)« E-i jf"  und 

ist|  so  hat  das  Product  beider  Reihen  die  Form 
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nnd  man  findet 

«  =  (— ir.2'.r'. (Ä[-1J  [-if  &'0    oond.  (a+3  =  r). 


Da  aber  [-jf  =r  (~iy.[l,-2f  und  [-i^£=  (-l/.ri,-2f  Irt, 

a       ^  2».«'  ß'  2^ 

erhalten  wir  den  einfacheren  Ausdruck 

1.      a  =  (Äfr]  [1,-2]  [1,— 2].&V)    cond/(a+ß  =  r). 

Wird  nun  die  Reihe  fiir   y-(i_t.)^(t^j^.2^.)    noch  mit   5fi  muItipKoirt 
und  dann  integrirt^  so  erhält  man 

a  12  3 

2.    arg8n(0  =  Äj^5^.^.^^^.=  /  +  _.-  +  _.^  +2:4^6.^  +  etc., 
uiid  die  in  dieser  Reihe  vorkommenden  ersten  Coeffioieoten  sind 

a  =  3  +  2*^+3**, 

a  =  945  +  525ÄH450Ä*+450^^  +  525Ä«  +  94üÄ'^ 
u.  s.  w. 
Die  Reihe  (2.)  convergirt  immer;  v^ird  aber  /  oder  snii>>8ncffy  so  wird 

man  K — u  für  u  und  also  v^m_^h2;  ^^^  '  setzen. 

r 

Anmerkung.  ManGndet  leicht, daCs  für  £=1  0=2.4.6. .•.(2r)  ist; 

daher  ist  immer7^^<Clf  wenn  k<^X  ist;  woraus  erhellet,  dals  die  Reihe 
immer  convergirt. 

§.    112. 

Aodere  Darstcllnng  ond  Berechnnng  der  Coefficienten  io  der  nach  Poleozeo  voo  sok 

forlsckreiteudeu  Reihe  für  u. 

D«  V^TZ:iäJ^=ä=^jF75J  =  (l-(l+Ä')^+Ä'0-'  ist,  »ofimlen  wir 
leicht  eioo  Formel  für  die  recurrirende  Berechnung  der  Coefllcieuten  in 
der  Reihe  des  §•  111.,  indem  wir  nur  die  in  G.  T.  d.  P.  F.  §•  105.  ent- 
wickelte Recursions- Formel  auf  die  Entwicklung  der  Potenc  des  vorste- 

28* 
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0  I 

henden  Trinoms  an  wenden.     Wir   haben  nur   ii  =  l,    tfs=s— '(1+^)» 

a=&',  d7  =  f-,  A  =  ^rp^  ^~2^=T(P=^>  ^=  ä'-^Cr— 2)^  ^"  setzen, 
Efihren  wir  aber  diese  Substitutionen  in  der  Formel 

r  J-i  =  (n— r+I)aif+(2n— r+2)a2  +  (3n— r  +  3)iii  +  eto. 
au8|  so  erbalten  wir  die  einfache  Formel 

4.      a  =t  (2r-l)(l+Ä').a  — 4(r— 1)^Ä^X 

S        S        4        6 

in  deren  Anwendung  die  succcssiven  Coefficiouten  a,  a,  a,  a  etc.  auch  sehr 
bequem  recurrirend  berechnet  werden  können. 

Die  Entwicklung  kann  noch  auf  eine  andere  Art  gemacht  werdoD| 
wodurch  man  noch  einfachere  Ausdrücke  für  die  Coefficicnten  erhält.  Da 
(l_^2)(l_jfe'0=  1  — (l+Ä')/'+ÄV*  ist,  so  können  wir  dieses  Tri- 
nom  einstweilen  als  ein  Binom  ansehen ,  und  ssi—pt^  setzen.    Dann  ist 

p  =  1  +  Ä^— A:^/\  Da  nun  (1— /i  O"*  =  ^S^C— 1)«  [— ^l  p«  <^»  ist,  so  hat 
man  in  dieser  Reihe  noch  für  p  den  Werth  zu  substituiren.  Es  ist  aber 
p^  s=  8(—iy  [n]  {i+k^y-f^.  k'^  t'^  und  also 

Wird  dieses  Froduct  mit  dem  vorigen  verglichen,  so  ist 

^,  =  (S(-im-il[4(^+ *')""''•  Ä^O    cond.(a+ß  =  r). 

Dieser  Ausdruck  gestattet  noch  eine  Reduction.  Da  nSmlich  [a]  =0  ist  Cor 
ß^Uf  so  kaun  sogleich  (a  +  ß)  für  a gesetzt  werden,  wodurch  man  erhält: 

«    =:(Ä(-l)-[-i"f  [a+ßf  (1  +  Ä')-.Ä'0    cond.(a+2ß  =  r). 

14-Ä:* 

Setzt  man  nun  t?  =  -  7^.  ,  so  ist  rückwärts  1 -[-&'  =  2  c/c  and 
(i+Äy.Ä^'^  =  (2r)«./c^;  ferner  ist  [a  +  ß]  =  ^^X    und   da   [-iT  = 

r^ß  r-ß  T  P 

[—1]  =  (— 1)^''[1,  — 2]    ist,  so  ist 
a  =  2^r'Ä'^(Ä(~iy  [1,-22-  ^.-(2^}-)    cond.  (a  +  2/?=r),  oder 


J  »  (2&/.  (iS(-l/ [1, -2^.  [ry.g"). 
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r 

Setzt  man  nun  noch  a^=^{2ky.Cy  so  erhalten  wir 

oder  auch 

5.      arg8n(0=/+c.j.y  +  ^.y+^j;23.y  +  ^^2^.-g-  + 
und  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  in  dieser  Reihe  dient  nun  die  Formel 
6.      €  =  (iS(— 1/. [1,-21'!  {rjj.  r")    cond.  (a+2ß=r). 

Diese  Formel  hat  nicht  so  viele  einzeloe  Glieder,  als  die  Formel  (!•)  fSr  a 

in  $•  111«    Man  findet  danach  die  folgenden  Ausdrücke: 
1 

c  =  3t;'— 1, 

c  s=  15r'— 9tT, 

^        y 

^  c  =  103  r*— 90»*+  9, 

c  r=  945»*— 1050»^+ 225», 

c  =  10393»«— 14173»*  +  4725»'— 225 
u.  s.  yr. 

Setzt  man  auch  in  der  Reouraions- Formel  (4.)  1+Ar's=2»ft,  so 
wird  sie  zunUohst  a  =  2»A(2r— l).a  — 4(r— l)^/:".«.  Setzt  man  ferner 

r  r       r-1  |r-l  r-2  rv-2 

auch  hierin  a^(2ky.c^    ass^ük^-Kc  und  a=(2Är7*^  c,  so  vervan- 
delt  sie  sich  in  die  einfachere: 

8.      c  =  (2r-.l).t?.c  — (r— l)\c." 

Znsatz.  DUTerenziirt  man  den  Ausdruck  (t;' — 1/=  Ä( — 1/  [^J  t^'*""' 
nach  einander  r  mal,  so  erhalt  man  ^ 

i:(!^lL  =  Ä(-l/[2r-2ß][rf»-/'. 

Daaber[2r-2ß]=^:^=^I'  und  (2r-2/3)'c=[l, -2jl2-''.(r-ß)'; 
fern»r  (r—ßy  [r J  =  r'  ist,  «o  ist 

[2r-2ßJ.[r_i^=  [1,_2 J.--iL^.^  =  [1,-2J  .[^2% 
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und  also 

^;^a"'^  =  iS(r-iy[t,-2'f.  [rT.c«)      oond.  (a  +  2ß  =r), 

oder 

^'      ^ 2r7Fv    • 

Da  9  =  — 2 —  '^''    ^^  ^^''^  ^   ^^^^^   geändert  I    wenn  man  den 

Modul  Ä  nut  Y  TertauBcht«     Setzt  man  &  =  tang(|^ — Jv),  also  Ä^^sa 

tang(i«*  +  lv),  80  ist  r= — -,   und  also  f?>>l.     Setzt  man  y  =;  j^ar, 

also  A:  s=  O9  so  ist  r  =  -£ ;  und  setzt  man  v  =  0,  also  A:  =  1,  so  ist  t?  =s  1 ; 
daher  ninmit  v  beim  Wachsen  des  Moduls  beständig  ab^  von  l  an  bis  auf  !• 

$.    113. 

Reihe  (lir  snu,  welche  nach  Potenzen  voo  u  fortschreitet. 

Aus  den  Reihen  u,  welche  nach  Potenzen  von  ^ssnti  fortschrei- 
ten, scblielst  man,  dals  umgekehrt  die  Reihe  für  sntf  die  folgende  Form 
haben  werde: 

snti  =  11+  b^u^  +  CM^  +  d.ü'+  etc., 
und  in  Anwendung  des  Reversions -Problems  könnte  man  auch  die  Coef- 
ficienten  in  dieser  Reihe  aus  den  Coe£Gcienten  der  Reihe  im  §.  111.  oder 
§.  112.  herleiten.  Es  lülst  sich  indessen  ein  ziemlieh  bequemes  recurriren* 
de6  Verfahren  ermitteln,  wodurch  man  die  erste  und  dritte  Potenz  der 
Reihe  für  sntt  zugleich  erhült.    Nach  §•  62.  ist 

Diese   Gleichung    wird   am    einfachsten,    wenn    man   x=iU/'(2k)    und 
5=  1^(2 Ä). SU ti  setzt.    Nun  ist  3 ti  =  ^  ;       und  ö^8ntt==r7.^^ ,   also 


/■(2/0   =    -  (1 +Ä^)  .  ;j^  +  2Ä\;^^ 


folglich 

l  +  it* 
wenn  man   wieder    r  =    T.       setzt«     Wenn  man  in  der    obigen  Reihe 

ebenralls  y-^]^  Hir  u   setzt,    dann  mit    /*(2A:)  multipllcirt,    und  'z  Cur 
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/'(2A?).8Dfi  setzt  y  80  wird  das  Anfangsglied  der  Reihe  Cur  z  gwade  ssas> 
so  dafs  wir  setzen  können: 

z  c=  X — Ä-^  +  ^-öT  —  «•yr  +  ö-  -gr — a.jp  +  ^eto.  und 

3         »   a?*         *   ic^         8    a:«         *   ari>         '   a:»«  . 

Ä'  =2  X  —  €•  -^  -f-  C«  TT"""  ^«  "yr  "T"  ^*    n»    "~"  ^*  "jTn*    I    "~"  ®tc» 

Werden  diese  Reihen  in  der  vorigen  Diflerenzial- Gleichung  substituirty  so 
findet  man  für  ihre  CoefBcienten  die  einfache  Relation 

r+l  r-1  r 

1,      a  =  r(2r  +  l).c  +  r.ö. 

Sind  nun  in  der  Reihe  für  z  bereits  die  CoefBcienten  a,  a^  ••••  a  bereob» 

nety  so  ISlst  sich  in  der  Reibe  für  s^  der  Coefficient  c  berechnen«    Hieraus 

findet  sich,  der  Formel  (1.)  gomiifs,  der  nächste  CoefGcient  a,  und  es  ISlst 
sich  also  die  Rechnung  immer  weiter  fortsetzen«  Dem  Polynomial*Theo« 
reme  gemals  findet  man  aber 

r  4_-  2       lr-1        Q_«  4       2  r-2        -fo^,  «      ^  r^ 

r  •   jT-  r  p-  r  jr 

r 

+  3.0. 
Durch  die  combioirte  Anwendung  der  Formeln  (1.)  und  (2.)  erhält  man 
die  gesuchten  Coefficienten  ^  oder  die  Reihe 

Zusatz«     Hebt  man  aus  dieser  Reihe  die  Glieder 

ff  —  -^^ — g7 H  -^ — gl ^^ — y7 1 etc.  hervor,  so  bilden  sie  Cur  sieb 

eine  Reibe,  welche  summirt  werden  kann«  Multiplicirt  man  dieselbe  näm* 
lieh  mit  ^(1+Ä')=  V^(2rA:),  so  ist  das  Product  gerade  =sin(ti^(l+Ä')) 

und  also  jene  Reihe  =s  ^'"^-^^^  ^  .  Werden  die  übrigen  Glieder  hinzu- 
gefügt, so  ist 

und  diese  Reihe  oonvergirt  noch  rascher  als  die  vorige« 
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$.   114. 

Rcihco  fiir  cnu,  dou  and  amiii   velcbo  nach  Potenzen  des  Argamentea  u  fortschreiteB» 

Aus  der  Reihe  für  %nu  $•  113.  schlielkt  znan^  d^Ik  die  Reihe  fSr 
ODtf  die  folgende  Form  haben  werde: 

cnti  s=  1— ö.  — +  ö.__ö._4-ii._ f-etc. 

Mm 

Da  nun  nach  $•  62.  -^^  =  — onii-f-2J!k^(cnu  —  cn^ii)  ist,  so  nehmen 

wir  noch  eioe  Reihe  von  der  Form 

cn^tf  s=  1— c.  2T  +  c.;|T  — c.^  +  c.^— +  etc. 

Substituiren  wir  die  beiden  Reihen  in  der  augegebenen  Differenzial-Glek- 
ehung,  so  erhalten  wir  die  einfache  Relation 

r+l  r  r         r 

a  =  a  +  2k\c—a). 
Aufserdem  erhalt  man  nach  dem  Polyuomial -Theoreme  die  Gleichung 

;r  4_^«  2   Ir-l        Q.^«  4    2  r-2         4f> 6    3/^-3  r 

c=5s-^=^.[2r]a  c  +  2— I.[2r]ac-|-ii— ^[2r]ac.,..+3.ff. 

Die  Reohnang  nach  diesen  beiden  Formeln  ist  ziemlioh  becpiem,  und  man 
findet 

1.    cnif  —  1 — ^-f ^pi — 'ir ^T ir 

1+3688  fc«  +  30768t«4-f5808;k«+256X.«     „, 

,   l+332l2fc«+870640A:*+<538560t«+259328f  +  1024Jl"      ,, 

H  etc. 

Nach  §.  30.  erhSIt  man  hieraus  sogleich  ilir  die  Diflerente  noch  die  Reihe 

,   k* ()l»+408 A-*-f-912A-»  +  64)     - 

t»  (fr»  +  3688  fr«  +  30768  A-*  +  15808t'»+256)      „ 
10' 
,   t*(fr">+33212ifc»+870640fc«+l538560Jt«+259328t'+1024)     „ 

—  +  etc. 
Wird  diese  Reibe  noch  mit  du  multiplicirt  und  integrirt,  so  erhiflt  man  sofort 
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.1.    amti  ^  w  —  -^7  .tt  -j ^T .« =^ — .■ — i.tt' 

,   fr»(A«  +  408fc*  +  912il»+64)     „ 
i ^yT  •  n 

*»  (i»  +3688  *:• +30768  k*  +  15808Ü*  +256)      „ 
. j^. .« 

,    X.MA"'+33212*:''+870r)40A«+l538560fr*+259328X*+1024)     .. 
T 13' ^.«" 

—  +  eto. 

Zusatz  1.     Die  Reihe  (ur  cnu  kann  oflenbar  auch  also  darge- 
stellt werden: 

3688fc»  +  30768  k*  +  löSfJSü:«  +256ifc«      ,„ 
.   332 12  fc*  +  870640  k*  + 1538560  fc»  +  259328  k*  + 1024 1 » •     j. 

-i  i2=  — .«* 

1-  etc. 

Hebt  man  aber  die  Glieder  l —  ^  +  -41-  «* gr-  ti°. . . .  =  ar  hervor,  so  ist 

(ar-l).4Ä'+l  =  1- Hl^  +  ?^*  -  ?l|;i^+ —etc.  =  co8(2*tt),  also 
(*— 1).4Ä'  =  — (1— co8(2Ätt))=r-^28in'(*tt),  folglich  l_j?c=5i!^M, 

oder  xsl  —  ""*^t'"\  Es  ist  demnach  auch 
2fc* 

1  +  3688  A:»  -f  30768  fe^  +  toSOSk^      ., 
10' 
,   1  +  33212  k*  +870640  j^^  +  1538560fc*  +259328ä>      ,. 

j-  etc. 

Aehnliche  Ausdrücke  erhält  man  nach  §.  30.  leicht  auch  für  6nu,   uod 
^▼eon  man  sie  mit  du  multipiicirt  und  integrirt^  so  erhält  m<aD 

6.    amii  =  «:^^  +  ^.u*-*-l^:iil^«'+iimi^ 

ft«  (3688fc«  +30768  k*  + 15808  k*  +  256)      u, 

—  ^., .  w  +  —  etc. , 

29 
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7.  am«  =  ^l— 4-;«  +  -4-  8iQ(2ti)  +  3r.M'' —jt •«' 

,    *«(fc»  +  408ft*+912**)  „0 

t»  (fc« +3fi88ifc»  -f-30768fc«  + 15808  ft«)     „ 
jp  . « 

,   ft*(fc*«'+33212A;«+870640il:«+l538560t«+259328t*)     „ 
*+•  13'  •«* 

1-  etc. 

Diese  Reihe  hat  unfehlbar  einen  höheren  Grad  der  Convergenz,  ah  die 
Torige« 

Zusatz  2.    Setzt  man  in  der  Formel  (3.)  A'^tf  for  «  und  -^  für  A^ 
80  erhält  man 

ia*  —  amott  =  Ä'«+-p-tr ^"ö^"^ -'tf  +  etc, 

also  ist 

8.  amou  =  i^--k'{u+^ «3,^-!ü^^±)  ^  +  ^HiW*-^,^  f^^+^%, 

fc^few^—9i2k^jc'*+iosjf*y^—k^)  g  ,        .  \ 
—  — ^^ ^r^ ^  tt^H etcj. 

Aus  den  Formeln  (6.)  und  (7.)  können  ähnliche  Ausdriicke  für  amctf  her^ 
geleitet  werden^  welche  noch  rascher  convergiren« 

Ueberhaupt  läCit  sich  die  Anzahl  solcher  nach  Potenzen  von  u  fort* 
Bohreitender  Reihen  leicht  noch  ansehnlich  vermehren« 

§.  115. 

Die  sieben  ersten  Glieder  der  Reihen  flir  elu  aod  Imu,   welche  nach  Fofenieo  von  u 

fortschreiten, 

Multiplicirt  man  die  Reihe  (3.)  des  §•  113«  mit  sich  selbst^  so  er-* 
hiilt  man^  wenn  wieder  I7=    'T      ist^ 

,   2U*(16v«4486t>*+189)    „      2« Kl»  (131  t;»4.7596«*+i6659t>)     •* 

■i  jQ' **  W' ^ 

H etc. 

Wird  diese  Reihe  mit  k^  multiph'cirt  und  dann  ron  Eins  Ruhtrabirt,  9^ 
entsteht 


i 
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d.' »= t -*"«'+ ?^  »•- ?;^^^-!^V + ?lilii^+27o  ^ 

2»ft«(16t>*+486»;«+ 189)    ,„  ,   2»JjtM ' 3 1  »>»+7596i;»4.16659 1>)    ,, 
10'  "^  iJT  ** 

—  +  etc. 

MultipKoirt  man  also  mit  du  und  integrirt,  so  erhiilt  man 

2^k^{l6v^+*86v^  +  i89)^n  ^    2>^  fcU131t;»+7596i;>+16659t;)    „ 
11'  "   T  13^ ^ 

—  +  eto# 

Wird  diese  Reihe  aufs  Neue  mit  du  multiplicirti  und  dann  integrirt ,  so 
erhalt  man  endlich 

lmw  =  -2 4^      T      6^      •'*  8'  •*•    I  K)'* •^ 

2n^(16a;H486i;Hl89)  ..tat   2'^  ^^  (131  vH7596  !;»■{■  16659i;)  ^^| 

—  +  etc. 
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§.    116. 

Von  den  Uodular-Inte|j;Ta1en  der  zweiten  Art. 
Die  Modular- Integrale  der  zweiten  Art  sind  solche  Integrale,  deren 
Werthe  im  Allgemeinen  durch  Modularlogarithmen  und  durch  Modular- 
Integrale  der  ersten  Art  ausgedrückt  werden.    Es  ist  nach  (.  65. 

Wird  diese  Gleichung  mit  du  multiplicirt  und  so  integrirt |  dals  das  In« 
tegral  für  tf  ==  0  verschwindet ,  so  erhiilt  man 

Im(a-f-w)  —  lin (g  —  u)  .  /*  k^  8ii a  ca a  dii  a  ^n^  uöu 

und  es  ist  also  rückwärts: 

-  fk^  snaniadqgsn'ii  du  ^^^  .  Im (a -}- fp  —  Im (o  —  u) 

»/„       1— fc*  8a*tt8ii*a  2 

Schon  im  §.39.  kam  vor,  dals 

Äc*  sn  a  vn  a  c'ü*  u         __^    fc*  sn  g  ni «         /fc*  nna  riigdug  8n-^ 
diig(l  — A:^  su^gsn^u)  "^  duo  1  —  k^  su*  a  sii* i< 

ist.     Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  8u  und  integrirt,  so  entsteht 

29* 
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die  GloicUun^ 

y^  l-^  sna  sncflp  rn-i/  du  jn  f  k^  sn«  ena  doa  8n*  «  3tt 

f^     1  —  A-^  Sil' a  811*1«  Jq       1  —  AE^su'^aSD^u       ' 

und   i/rird  hierin  für  das  auf  der  rechten   Seite  befindliche  Integral   sein 

IVerthy  der  Gleichung  (1.)  genisifs^  suhatituirt^  so  erhält  man  die  Gleichung 


/ 


A-*  siia  snca  CQ*  li  du  ,,0  ■    \^.    1    Imfa  +  M)  —  Iniia  — 11) 

=  (ä-  Sil  a  snc  <i  —  el  a)  ti  +        ^ 


J  ^      1  —  A*  Sil*  a  Sil*  K  ^  ^    • 


Q    1  —  Äc*sii*a8u*M  ^  '^       *  2  ' 

welche  aber  noch  eine  kleine  Reduction  gestattet.  Da  nämlich  Ap'snasnoa-ela 
sselca — E  ist,  so  erhalten  wir 

.p.      ^  ^         j  tiiadiiadii*M  Xr*  sna  nia  du  a  sn*  u  .  ^  ,     . 

Da  ferner   tna  dn^x  —  5 — ;-r— 5 —  =  — j — -r — 7 5 ist,  so  erliaiten 

1 — Ä*  Silvas«'' M  1 — A-'sn^asn'u  ' 

wir,  wenn  diese  Gleichung  mit  du  multiplicirt  und  integrirt  wird, 

y"*  tiia  düa  do^N  du           .         ,                    A"  ä*  siia  cna  do  a  bh'm  öi« 
4 — T-i — 5 r"  ==  tnadnö.ii  —  /  3 — ^.-r — z ; , 
ol — fc*sii^a8ii*M                                       J  ^         1— Xc*  6a*aSD*ii         ' 

und  es  ist  also 

Da  fnadna — ela  =  Sl^a  — a  ist,  so  kann  dieser  Ausdruck  noch  für  den 
Coefficienten  von  u  in  der  vorigen  Gleichung  substituirt  werden. 

Sehen  wir  von  den  constanten  Factoren  in  den  drei  obigen  Inte- 
gralen ab,  so  sind  dieselben 

y%\i^n.du  r       cn^ii.du  ,  t       dn^  u.du 

1—jfci  811*0  80««'       J  1— fc*  811- a  sn*  M         "  t/l— Ä:*8D"*a  so*u* 

und  nach  den  drei  verschiedenen  Modular- Functionen,  welche  in  den 
Zählern  vorkommen,  nennen  wir  das  in  der  Gleichung  (1.)  vorkommende 
Integral  das  Sinus -Integral,  das  in  der  Gleichung  (2.)  vorkommende  In- 
tegral das  Cosinus  "Integral  und  das  in  der  Gleichung  (3.)  vorkommende 
endlich  das  Differente^  Integral.  Die  veränderliche  Grüfse  u  nennen  wir 
das  Argument  des  Integrals  und  die  Constante  a  den  Parameter.  Jedes 
der  drei  Integrale  hangt  also  von  drei  Grölsen  ab:  von  dem  Argumente  fO 
von  dem  Parameter  a  und  von  dem  Modul  k.  Wir  wenden  die  folgende 
Bezeichnung  an 
^,        .  /*  Ä'^  Sita  riir?  dii<7.sii*M. 9m         ^,        ^  P  k-  snaBiiüa ,cn^  u.du 


3>(i/,«)=/ii±^'-'"*"^« 


*  sii*a  Sil*  u 
frii-a  Sil-  H 
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lind  iinclern  diese  Bezeichnung  ab  in  (S^Uyä)^  (l\u,ä)^  ^^'(tf^A)»  wenn 
der  Modul  k  mit  k'  vertauscht  wird«  Hiernach  haben  wir  also  die  drei 
Fundamental-  Formeln 

^(«,«)  =.~«(g-elca)+  '"'^°+"^;^'"'^"-">, 
© (tf,  a)  =5      ti (tn  a  dn a  —  el a)  +   '"(Q  +  "^j^  ni(tt~ii)^  ^ ^^^  ^^^ 

Die  vorstehenden  drei  Integralo  hängen  auf  eine  einfache  Weise  von  ein* 
ander  ab.    Es  ist  zunächst 

<B (u^ ä) -{- ^(u^ ä)  =  A:*snasnca.ii   und 

@(fO  «)+©(«(,«)  =  tnÄdna.ii  =  ■^^•u. 


Büva 


da   tnadna  —  A'snasnca^:  — i = -: —  = ist. 

du  a  tue  a  cii  a 

§.   117. 

Eiiitliciluiig  der  Modiilar^Iiilegralo  der  zweiten  Ali  in  vier  Classen. 

Die  Modular- Integrale  der  zweiten  Art  haben  einige  Aehnlichkeit 
mit  den  im  Zusätze  zu  $.61.  aufgeführten  achtzehn  Integralen;  die  zu 
integrirenden^  mit  du  multiplicirten  Functionen  des  §.  61«  enthalten  im  Zäh- 
ler entweder  nur  eine  Modular- Function  des  Argumentes  «^  oder  zwei 
Terschiedene  Modular -Functionen  des  veränderlichen  Argumentes  Uf  wo« 
gegen  in  den  Zählern  der  Integrale  ®(u^a)j  (l(u,ä)  und  ^(t/^a)  hinter 
dem  Integrations- Zeichen  das  Quadrat  einer  Modular- Function  des  Ar- 
gumentes u  vorkommt. 

Diese  Aehnlichkeit  lälst  sich  noch  weiter  verfolgen.  Die  Aus- 
drücke der  Werthe  der  Modular- Integrale  enthalten  jeder  den  halben  Un- 
terschied der  Modular- Logarithmen  der  Argumente  ö  +  ^  ^^^  ^ — ^^  ""^ 
so  wie  die  Werthe  der  im  §.61.  aufgeführten  achtzehn  Integrale  sich  theils 
ab  hyperbolische  9  theils  als  cyklische  Arcus  darstellen  lassen »  so  lälst 
sich  auch  die  DifFerenz  ''»(^+»)-l"'(^-jf)  ^ald  als  em  hyperbolischer, 
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bald  als  ein  cyklischer  Arcus  ausdrücken«  Setzt  man  überhaupt  \mx  ^ 
Iog(^Är),  80  ist  auch  lm(«+w)  =  Iog^(a+t/)  und  lm(a— ii)  =  log  ^(a—ii), 
also 

Ini(a4-M)  — lin(a  — m)  1^„  l/5?l?+!f) 

Sind  nun  a  und  u  entweder  beide  reell,  oder  beide  imaginär,  so  lälst  sich 
der  Bruch  ^^,  "^'\^  in  beiden  Fällen  unter  die  Form   ^     r,  bringen,  worin 

€p\a  —  u)  IT' — Vf 

P  und  Q  reell  ist,  und  es  ist  also  die  Differenz 

'■'°+°'7'"'°-^  =  iog|/|±2  =  aKj«„9  (Ä) 

ein  hyperbolischer  Arcus,  welcher  mich  wohl  als  ein  Aggregat  mehrerer 
hf/perbolischen  Arcus  dargestellt  werden  kann. 

Wenn  aber  eines  der  beiden  Argumente  a  und  u  reell,  das  andere 
hingegen  imaginär  ist,   so  läist  sich  die  Differenz    "^^  «"^  ~"  ""v^-^'O   -^ 

beiden  Fällen  in  der  Form  log  Vp_q.  darstellen,  in  welcher  wieder  P 
und  Q  reell  sind  und  es  ist  also  nun 

Ini(a4-i/)  — liii(a  — i/)  1   ,       i/P+O«  ^         /  Q\ 

ein  cj/klischer  Arcus,  welcher  auch  wohl  als  ein  Aggregat  mehrerer  cy^- 
huschen  Arcus  dargestellt  werden  kann. 

Man  kann  daher  die  Modular- Integrale  der  zweiten  Art  eintbeileu 
in  solche,  welche  von  hyperholischer  Satur  sind  und  in  solche,  welche 
von  cyklischer  Natur  sind,  oder  besser  sogleich  in  vier  Classen  von  Inte* 
gralen,  wovon  zwei  zur  ersten  und  zwei  zur  zweiten  Gattung  gehören. 

Die  drei  Integrale  ®  (ti^a),  ^(u,ä)^  ^{u,a)  machen,  wenn  a  iiod 
fi  reell  sind,  eine  Classe  von  Integralen  mit  hyperbolischer  Natur  aus; 
setzt  man  aber  ai  für  a,  so  wird  jedes  der  drei  Integrale  imaginär;  p% 
enthält  dann  den  Factor  i;  läfst  man  diesen  Factor  weg,  so  sind  die  In- 
tegrale reell  und  von  cyklischer  Natur;  wir  bezeichnen  sie  aus  diesem 
(Grunde  mit  S(u,a)y  C(u,ä)y  D{u,a). 

Setzen  wir  in  den  vorigen  sechs  Integralen  tif'  für  te  und  fiihreu 
sogleich  reelle  cyklische  Modular- Functionen  des  Argumentes  ti  ein,  wo 
erhalten  sie  den  Modul  k'.  Um  dieses  zu  vermeiden,  vertauschen  wir 
in  den  sechs  vorigen  Integralen  zuerst  die  beiden  conjugirten  Modul,  ehe 
wir  tii  für  t  setzen.    Dadurch  erhalten  die  Sinus -Integrale  den  Factor  — t. 
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die  Cosinus«  und  Differente- Integrale  aber  den  Factor  t^  und  nach  Weg- 
lassung dieser  Factoren  verwandeln  sich  die  drei  Integrale  (B'(u,  a)j  ^'{Uy  a) 
und  ^'(Uyä)  in  drei  andere  von  oyklischer  Natur ,  welche  wir  durch 
'S(u,ä)y  'C(Ufä)  und  ^D{u,ä)  bezeichnen.  Die  drei  Integrale  8'{Uya\ 
C^(Uyä)  und  D'{u,a)  aber  verwandeln  sich  nun  in  drei  Integrale  von  hy^ 
perbolischer  Natur,  welche  wir  durch  ^^(t^^a),  '^{u,ä)  und  ^^(tf^a)  be- 
zeichnen« Hiernach  haben  wir  also  im  Ganzen  zwölf  Modular- Integrale 
der  zweiten  Art,  und  hiervon  rechnen  wir 

Zur  ersten  Classe:       8  (u,  ä) ,     C  (if,  a) ,     D  (ff, «); 

Zur  zweiten  Classe:    @  (u,  ä) ,     S  (ti, «) ,     $D  («f,  ä) ; 

Zur  dritten  Classe  :     'Ä  (u,  a) ,    'C  (ff,  ä) ,    'JO  (f^,  a) ; 

Zur  vierten  Classe:    '^(u^a),    '(£(if, «),     '©(ff,a). 
Bald  nachher  werden  wir  einen  hinreichenden  Grund  für  diese  besondere 
Anordnung  der  Reihefolge  der  vier  Classen  angeben« 

Die  folgenden  einfachen  Gleichungen  drücken  in  imaginärer  Form 
den  gegenseitigen  Zusammenhang  unter  den  zwölf  Integralen  aufs  voll* 
ständigste  aus: 

1.  <S(u,at)=ziS(u,ä),       (l(u,ai)  =  iC(u,a),  ^iu,ai)=^iDiu,ä)y 

2.  8(u,ai)  =  i^{u,a)j       C{u,ai)z=^i(l{u,a)y  D{u,at)=il^{tt,a)y 

3.  <i>'{ui,a)  —  ^VS(u,a),   (l'(ui,a)=VC{u,a),  ^'(ui,a):=^i'ü(u,a), 

4.  'S'(tii,a)=:^ie(u,a)y  'C\ui,ä)=t^(u,a),  'D'(ui,a)=^iX>i^,a), 

5.  S\ui,ä)=z-'i'e(u,a),    C'(ui,ä)=i'(l(u,a)y    D\uha)^t'^{u,a), 
6.'<S'(ui,ä)  =  -'iS(u,a),    '^\ui,ä)=iC(u,a),    '^\ui,a)—iü{u,a)j 

7.  'S(u,ai)  =  i'e(u,a),     'C(u,ai)^i'(l(u,ä),    'D{u,at)=^t'lb{u,a), 

8.  '©(ii,«i)=i'Ä(fi,ö),     '^{u,ai)  =  VCiu,a),     '^(u,ai)  =  i'D(H,ä), 

und  aus  ihnen  erhält  man  noch  durch  Zusanunensetzung  die  folgenden 
Formeln: 

9.  S'(ui,ai)  =  '8(u,a),     C'(ui,ai)='-'C{u,a),  D\ui,ai)=^-^'D{ii,a), 

10.  'S'(ui,ai)=8(u,a),    'C\ui,ai)=^''C{u,ä),  'D'{ut,at)=^'-  ü{ti,a\ 

11.  (B'(uhai)='e(u,a),     (l'(ui,ai)=z^'(l(u,a),   ^\ui,ai)=-'^(u,a\ 

12.  'e\ui,ai):=z(3{u,a),    '^'(ui^ai)^-- (i{u,a)j   '$D'(fii,af)=- D(w,tf), 

io  welchen  sich  das  an  den  Buchstaben  (3,  (!^,  ^  auf  der  rechten  SHte 
befindliche  Comma  auf  eine  Vertauschung  des  Moduls  k  mit  k'  bezieht^ 
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hingoget)  das  Corama  zur  Linken  auf  die  UnterscbeiduDg  der  ersten  Clano 
voD  der  dritten,  oder    auch  der  zweiten  Glasse  von  der  vierten» 

§.   118. 

Fnndameiifal- Formeln  für  die  Inte^ale  der  ersten  Classe« 

Setzt  man  in  den  Ausdrücken  für  ®(tiya)y  ^{n,ä)y  >D(toa)'im 
$•  116.  jetzt  ai  für  n  und  lafst  man  den  davon  herrührenden  Factor  i 
auf  beiden  Seiten  weg,  so  erhält  man  für  die  Nodular -Integrale  der  er» 
Bten  Classe  (zweiter  Art)  zunächst  die  folgenden  Ausdrücke: 

ie/..    \         /*  Ä-^  (5na  6na ©nasn^M.ÖM 
^(.w.«;  — y^  2?na(l  +  ;k»©n*a8U*iO' 

welche  sichi  wenn  man  cyklische  Functionen  statt  der  hyperbolischen  ci-^ 
führt,  in 

JJ{P, «;  —7  ^    l+A:M«'*a8..»u 

verwandeln.    Die  Werthe  dieser  Integrale  werden  durch  die  Formeln: 

C(«,fl)  =  ^«(fl-g^+elc^a)+'"'^"+"^>-^'"^"-"*>, 
/>(«,«)  =       tt(el'a-fl)  +  '"'^"+"^7.'"^"""\ 

ausgedrückt  und  die  darin  vorkommende  Differenz  .^("•r"*)~~  "»(»—««) 

ist  zwar  reell,  liifAt  sich  aber  im  Allgemdnen  nicht  anders  in  einer  reel- 
len Form  darstellen,  als  durch  Entwicklung  in  unendliche  Reihen. 

Setzt  man  den  Parameter  a:=K',  so  hat  'man,   da 
in.(«+.-gO-lm(»~.KO^^j^._g,^^^^^  ist,  die  folgenden  particulären 
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BestimmtiogcD : 

Setzt  man  aber  das  Argument  u  =  K,  so  orbult  man,  da 
lB.(A-+aO--lm(/C-aO  ^  ^^  .^^^  ^.^  Bestimmungen 

•    |Ä(Ä,fl)  =  Ä'.(5ta—£.«  =  (Ä— £?)a  +  (tn'fldn'«— el'fl).«, 
5.    {  ecfi",  fl)  =  ^(JB'—  elc'  a)  —  (ÜC—  iE)  a, 
l  D(K,a)  =  K.  el'a  —  (iC— JS)  o. 

Oca  Zusammenbang  unter  «den  Integralen  der  ersten  Classe  drnokn  end« 
"  .<i  die  drei  Formeln  aus: 

§.   119. 

FnadamenUiU  Formeln  für  die  Integrale  der  driUen  CUsse. 

Vertauscht  man  in  den  Formeln  des  §•  116.  den  Modul  k  mit  k\ 
und  setzt  ui  für  u,  so  erhalt  man,  den  Formeln  (3.)  des  $•  117.  gemlil«» 


und  da  cn-fi (1 +  A;^ sn'^a  tu^ ti)  zs  1  —  dn^a.sn^ti  ist,  so  lassen  steh  jene 
Integrale  auch  also  darstellen: 

I/Cf/—      \            /*  Ä'*  sn'a  cd' adn'a.  80*11.011 

O  \Uj  a)  '=^    f       ' :--r L , 

^  ^    *         J  ^  1— dii'»a.8D*i#  ^ 

"^  ^    ^         J  ^  1 —  dii'*a,  811*  u    ' 

FSr  die  Wcrthe  dieser  drei  Infograle  erhült  man  die  Formeln: 

30 
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Setzt  man  den  Parameter  a  =  ÜC',  so  hat  man ,   da 

W{K'+ui)-\m'{K'-ui)  ^^,^  ist,  die  particulären  Formeln 

3.      'Ä(tf,Ä'0  =  O,      'C(tt,K')  =  0,      '/>(«,  Ä)=.J. 
Nimmt  man  aber  das  Argument  us=K,  so  erhält  man,   da 
W(a+iK)-hu'(a-iK)  ^  (^K-E)a  +  l7r  ist, 

|'iS(Ä,a)  =  (Ä"— jB).a--Ä:.el'a4-ia-, 
4.     I  'C ( JC, ö)  =  (K—  E).a^ K{E'—  aW «)  +  i  8" , 

( 'D{K,  a)  =  {K—E).a  +  «"(tn'«  dn'«  —  el'a)  +  \v. 
Der  Zusammeubang  unter  den  Integralen  der  dritten  Classe  wird  aiuge- 
drSckt  durch  die  allgemeinen  Formeln: 

'C{u,  ä)  —  'S(u,  a)  =  Ä'*  sn'«  soc' «. «, 

5.    )'D {u, a)  —  'S(u, a)  =:^  tn'ada'a.u  =^  ^ . u, 

^  -^    '  ^  '    ^  toc'a  cu'a 

§.    120. 

Die  eiofacUsteu  reellen  Relaliooen  uoter  deu  Iu(egralea  der  ersten  und  dritten  Classe. 

Man   findet   leicht    1  -  dn^'a  sn^  (K-  u)  =  ^^M^""  « +;"^' ^  sn»  iQ 
Daher  ist 

y^/j^ N r—^w'a     cn^u.du   P—k^  ine' a    cn'^u.du 

^  ^>^)—J     tu/«    '  sn^ii    ~y        duc'a       '  l  +  A:Muc'«a su*u  > 

oder 

und  also 

'SiK—u,  ä)  +  C'(w,  Ä'—  «)  =  const. 
Die  Constante  findet  man^  indem  man  entweder  fi  =  0,  oder  u=^  K  setzt. 
Daher  ist 

i'SiK-u,a)  +  C(u,K'-ä)  =  'Ä(Ä»  =  C(K,K'-a)  und 
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denn  man  braucht  in  der  vorigen  Gleichung  nur  il--fi  für  ti  und  K'-^a 
für  a  zu  seten.     Ferner  ßndet  man^  da 

l-dD-a8n'(Ä:-«)=  ^5^1^!^(l  +  /c^tnc«««n'tt)  ist, 

oder 

d'C(K—u,a)  =  —BD{u,K'—ä)i 

daher  liaben  wir 

l'C(Ä-i/,a)+/>(i/,K'-«)  =  'CCä;«)  =  D{K,K^a)  und 

^-     j  'C(w, X'-  «)  +  Z>(K—  w,  a)  =  'C(lir,  K-  d)  =  jD(Ä, a). 

Ferner  findet  man 

c?'Z>(Ä  — tf,ß)  ==  — ; 7- •  rT-rrT-75 r-f    "n^  ^a 

^  '    ^  cuc'aenc'a    l  +  Ä- tue'*  a  sii*«  ^ 

a  Ä(«,  Ä  -ö)  =        -eoc'.«         -l  +  r-lüf'^asn^u 

ist,   «o  haben  wir 

(B8(u,K'^a)-B'DiK—u,a)  =     /"  ,     ,   aNo  ist 

8.        < 

/    S{u,K'-a)—   'D{K—u,a)  rs      ,  "   , 'DiK,a). 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  £ — u  für  11^   und  K'—^a  fiir  a,   so  hat 
man  auch 

Ä(X-«,ö)-'Z)(«,Ä'-«)  =  -^=IL--'/>(Ä,A-~«). 

Setzt  man  hierin  tf  =s  0,  so  hat  man  noch 

9.      Ä(Ä, «)  =      ,  ^  , 'B{K,  K'—a). 

Wird  von  dieser  Gleichung  die  vorige  subtrahirt^  so  erhalt  mau 
10.      'D(u,  K'-a)  -  S{K-u,  a)  =  --^^r^^  -  Ä(Jfc  a). 

$.    121. 

Fnndameiital  -  Forniclii  iiir  die  Slodolar  -  Integrale  der  zweiten  oud  vierten  Ciasse. 

Die  Fundamental- Formeln  für  die  Nodular  «Integrale  der  zweiten 
Classe  kamen  schon  gröCstentheils  im  $•  116.  vor  und  es  bleibt  fast  nur 
übrig  I    einige   particulären   Bestimmungen    aus   ihnen  herzuleiten.      Setzt 

man  den  Parameter  a=iK  und  erinnert  «ich,    dafc   — - — ^^—ir ^ 

^=iE,u  ist,  so  erhält  man 

1.       @(ti,Ä:)  =  0,       (5(11,  Ä)  =  0,      ^(u,K)  =  i. 

30» 
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Setzt  man  aber  das  Argument  ti  =  £^  so  erhult  man 

d  (K.a)  =  E.a  —  K(E—e\ca\ 
©(Ä^a)  =  K(tnaiina—e\ä)+E.a. 
Zu  diesen  Formeln  fügen  wir  noch  eine  allgemeine  hinzu.    Vertauscht  man 
in  den  Formeln,  wodurch  die  Werthe  der  Integrale  ausgedrückt  werden, 
das  Argument  u  mit  dem  Parameter,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung 

e,        N                   ,            lin(a  +  ii) — lm(a — u)    • 
(u^d)  =  ti.ela ^  \^ — ^ m 

/^  r        \  1  lm(a  +  tt)  —  \m(a — u) 

^(^ayü)  ==  a.elii ^^2 — ^ ^ 

indem  Im(a — ti)  =  Im  (11 — a)  ist.    Durch  die  Subtraction  erhält  man  also 

3.      (5(a,ti)  —  @(tf,Ä)  =  a.elti  — ti.elo. 
Aehnliche  Formeln  lassen  sich  auch  leicht  für  das  Cosinus  -  und  Differente* 
Integral,  und  überhaupt  für  die  Integrale  der  drei  übrigen  Classen  herleiten. 
Die  Integrale   der   vierten  Classe   werden    ausgedruckt  durch  di« 
Formeln 


4. 


^K  9^)  —  j  ^    /         »n^u\       ^J^  luca'auc^a— sn* 


u> 


Bu 

SD*  II      ^ 

a/  "  6IIC*  a 

toa  diia.dii^u.  bu 


an'  I« 

1 — 

0  BJic^  a 


welche  man  erhält,  wenn  man  in  den  Formeln  (1.)  des  §•  119.  ai  flir  a 
setzt  und  den  Factor  %  auf  beiden  Seiten  wegläfst. 

Setzt  man  in  den  Formeln  (2.)  des  %.  119.  ebenfalls  ai  für  a^  und 
beachtet,  dals  überhaupt  lm^(f>)=:r — ^\v! x  ist,  so  erhält  man 

^g(ii,a)  =  ~ii(a---^  +  elca)+  ^'^^^"+">7g'^^i^Il!i\ 

Der  gemeinschaftliche  Nenner  oder  Divisor  in  den  Ausdrücken  (4.) 
wird  schon  s=i  0,  wenn  snca  =  su?/y  aUo  a-f-u^f  wird;  und  woil  dann 
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ilie  BesohleuniguDg  des  Wachsens  der  drei  Integrale  unendlich  grob  wird, 
so  u^ erden  die  drei  Integrale  ^6(tf^/i),  '(l(u,ä)  und  ^^(u^ä)  früher  uo» 
endh*ch,  ehe  a  oder  tf  die  Gröfse  von  K  erreicht:  dann  nämlich  sehoD^ 
wenn  u=iK — a  wird. 

Setzt  man  in  den  Formeln  (6.)  des  §.  118.  noch  ui  für  u,  indem 
man  zugleich  die  beiden  conjugirten  Modul  k  und  k'  mit  einander  ver- 
lauscht,  so  werden  sie 

V$D(w^«)  —  '(l(u,ä)  =  &^sna  snca.tf. 

Setzt  man  in  den  Formeln  (4.)  K — a  für  n^  so  lassen  sie  sich  also  dar«» 
stellen : 

I         ^  ^  *        J  ^    tiia    Sil*  a — KU*«' 

mt       j   i(^  f^     V       -\  /*  sn  a  rn  rt  du  a .  ö  M 

\         ^  ^  w/  ^        sn^  a  —  Sil*  u 

§.    122. 

Keiiiizi'kbcD  bei  Bestiuimung  der  ClassCi  zn  welcher  ein  Blodular-Iutegral  der  iweilen  Ai4 

gehurt. 

Ein  Modular- Integral  hat  immer  eine  von  den  vier  Formen: 

/Am'^H.dn         fAcn^u.du         PAAn^.du        f     A  du 
l  +  /isn«ii    '    J    l+/,8ii»w  *  J    l+nsu"^*   J   l+nsa»"»     ^®°"   "^"^ 

unter  ^  und  n  constante  Coefficienten  vorstellt«  Die  Classe,  zu  welcher 
ein  solches  Integral  gehört^  mufs  lediglich  nach  dem  Nenner  X^nvoiUy 
oder  nach  dem  Coefficienten  n  bestimmt  werden.  Sieht  man  auf  die  ver« 
schiedeuen  Werlhe  von  n  in  deu  zwölf  Integralen  der  zweiten  Art,  so 
überzeugt  man  sich,  dals  die  Zahl  n 

entweder  zwischen  den  Grenzen  \  und  0  enthalten  und  also  positiv  ist^ 
oder  zwischen  den  Grenzen  0  und  — A:\    also  negativ, 
oder  zwischen  den  Grenzen  — W^  und  -—1,  also  negativ, 
oder  zwischen  den  Grenzen  — 1  und  — ^,  also  negativ  ist, 
wenn  man  die  Zahl  n  allmülig  abnehmen  lälst.    Diese  vier  verschiedenen 
Werthe  von  n  beziehen  sich  der  Reihe  nach  gerade  auf  die  vier  Classen 
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der  Morliilar- Integrale  der  zweiten  Art,  in  der  Anordnung,  in  welcher  die- 
selben in  §•  117.  aufj^eführt  worden  sind.     Zu  den  Integralen 

der  ersten  Classe  rechnen  wir  S(u^ä)^  C!(u,ä)  und  D(ti^a)y  welche 
von  cyklischer  Art  sind,  weil  in  ihnen  n  =  Ä-Än^a  =  k^Xiif^a, 
und  also  zwischen  den  Grenzen  \  und  0  enthalten  ist. 

Zu  der  zweiten  Classe  rechnen  wir  ^{fi,a)j  ^{u,d)  und  ^{u,a\ 
welche  von  hyperbolischer  Art  sind,  weil  in  ihnen  n  =  — K^  sn^ö 
und  also  zwischen  den  Grenzen  0  und  — A*^  enthalten  ist. 

Zu  der  dritten  Classe  rechnen  wir  'S{Uyd)y  'C{y,ä)  und  ^D{u,ä)y 
welche  von  cyklischer  Art  sind,  weil  in  ihnen  n  =  — dn^^o, 
und  also  zwischen  den  Grenzen  — k'^  und  — 1  enthalten  ist. 

Zu  der  vierten  Classe  endlich  rechnen  wir  die  Integrale  '®(tf,0}, 
'S  (u,  a)    und   'JD  {u,  a) ,     welche   von   hyperbolischer  Art  sind, 

weil  in  ihnen  n  =  — ©n''Ä  =  -^  =  — (I+Ä'-tn^Ä)  und  also 

zwischen  den  Grenzen  — 1  und  — ^  enthalten  ist. 
Hieraus   ersieht  man  also,   dafs  die  in  $.  117.  angegebene  Reihefolge  der 
Classen  der  Nodular -Integrale  der  zweiten  Art  keine  willkürliche  ist» 

§.    123. 

Die  Moflnlar- Integrale  der  ersten  uiirl  zweiten  Classe  mit  dem  Modul  —  zunickg^efuhrt  auf 

solche  Integrale  mit  dem  Modul  A'. 
«^        ...,        •/•ii       T.  •/— /        \         /*Ä:=*  snrFCiia  dnn  SH*  w  .Pfi 

Setzen  wir  in  dem  Modular-Integrale  ®  (ti,  a)  =  / ; — r-z — ; — ^ 

^  ^   '    ^      J  Q        1  — Ä*  8n*asu*M 

der  zweiten  Classe  ka  Klt  a,  ku  für  u  und  -r-  statt  des  Moduls  k,  also  auch 
k,du  für  u,  so  verwandelt  sich  nach  §.  30.  der  Zahler  k'^  sn  a  cn  n  dn a  sn^ tf . d n 
in  — .A:sn/^i.dn/i.cna.Ar'Kn~tf  •  A'6fi=:  A;^snacnadnii.sn^i/.dti^  und  da  der 
Nenner  1 — A:^sn^asn^t#  ebenfalls  ungeändert  bleibt,  so  ist 

1.       ®  (ku,  ka,  — )  =  ®(w,a). 
>^enn   man   in  den  Formeln    Vifw, «)  =/    -; — -; — — — ; r— r  und 

£)(t/,  a)  =  /  -!^^j^.^\  a"  ^\[^\"     dieselben  Abänderungen    macht,    so    rer- 

,  ,-      •  t      .        r7-.i  ff         A*  Pn(icnacn*M.oic    •        1     ksna,dna,An*  u,k ö  u 

wandelt  sich   der  Zahler    z m    77. — -  = 

du  a  k^  cüa 

tnadtiailvru.Pu  und  der  Zahler  tnadnd.dn'fi.dii  in  A'snasncn.cn-fi.dn; 
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daher  erhalt  man 

2.  (l{ku,ka,^)  =  ©(ti,a), 

3.  JD  {ku,  ka,  j)  ="  ^  (^^  «)• 

Setzt  man  in  den  vorstehenden  Gleiohungen  noch  ai  für  a  nnd  wendet 
die  Formeln  (1.)  des  $.117.  an,  so  verwandeln  sie  sich  sofort  in 

4.  S{ku,ka,^)  =  S^u^ä), 

5.  C{ku,ka,^)  =^D(u,ä), 

6.  D{ku,ka,^)  =  C(u,ä). 

Zusatz.     Die  vorigen  Formeln   können  auch  wie  folgt  bewiesen 
werden.    Da  nach  §.  81. 

lm(ku  +  ka^Y)  =  lm(w  +  ö)— ^.(w+fl)'  und 
lm{ku—ka,Y)  —  lm(ii— «)  — -y  .(ti— «)M8t,8oi8tauch 

ImfÄii  +  Äo,-—)  —  Im  (ä:m — ka,—]  i    /     i     \       ■    ,  > 

=  — : — ! — '~ '  —  k'-.au. 

Feruer  ist  el  (A:«,  — )  = -^^-^ — j^- — —;  also  verwandelt  sich  ti.ela  in 
u.ela-k^\au     und   folglich    ii  .eU -^'"^°  +  '^^~'"'^^~'^>   wieder  i 

ti.ela "U«+'^  —  '"  a—u)^  j^  ^^  ^^  verwandelt  sich  @(ti,ö)  wieder 

^(u,ä)y  wenn  ka  für  n^  ku  Tut  u  und  y  statt  des  Moduls  A:  gesetzt  wird. 

§.    124. 

ik 

Die  Modalar- Integrale  der  ersten  and  zweiten  Classe,   mit  dem  Modal  —,  zorürkgcliilirt  auf 

Bolcke  Integrale  mit  dem  Modul  k. 
Setzen  wir  in  dem  Integrale  (B(Uyä)  an  die  Stelle  von  u^  k\K — u)^ 

ik 

und  k'a  für  H;  wie  auch  —  statt  des  Moduls  k,  so  verwandelt  sich 
<g(tf,Ä)  in  €>\fc'(K—u),k'a,^J.  Dabei  verwandelt  sich  du  io  — k' du 
und  überhaupt  der  Zähler  A^  sna  cna  du  aso^ti  «dti  io 

TTT.cnoa.snca.:; — .Qu^u.k'ou  =  -ri • 

k'*  du  a  du'  u 


in 
in 
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I)«*r  ÄVufiftr  t  —  ft-sn'Äsn'w  vcrwaoclelt  »ich  ia 

l+pj.cnc'«.cn-«  = X__ =  --. . 

fol&lioli  ist  /  -jLv 

^  @  (ä'  (E—  u),  k'a,  ^)  =  const.  +  CE  (w,  a). 

Setzt  man,  um  die  Constante  zu  bestimmen,  u=:K^  so  erhalt  man 
const.  = — (J(Ar,  «),  und  also 

1.      e  [k'{£-n),k'a,  ^]  =  -(l(K,ä)  +  (i(u,a), 

m  welcher  Formel  nun  auch  noch  für  (S.(K,d)  der  in  §•  121.  hergeleitete 
Werth  substituirt  werden  kann«    Eben  so  findet  man  umgekehrt 

Der  Zähler   tna.dna.dn^ii.dt^  von   S)(tf^0)  verwandelt  sich  in 

und  da  sich  der  Nenner  1 — Ä^  sn'^asn^ti  in    ~  ;  '^"  a^u  u  y^p^nnj^ij    ^^ 

du*  a  ' 

erhalten  wir 

3.      ©  [k\K-ü), k'a,  ^\  =  5>(^,  a)  —  ©(ii, a), 

indem  für  ti  ^=^K  der  Ausdruck  verschwinden  soll« 

Setzen  wir  in  den  entwickelten  drei  Formeln  ai  für  a,  so  ver- 
wandeln sie  sich  in 

4.       S  [k'{K  -  w),  k'a,  ^]  =  -  C(ä;  ä)  +  C(u,  a\ 

b.      C  [k\K-u\  k'a,  ^]  =  —S(K,ä)  +  S(ti,  ä). 
6.      D[k'(K—u),k'a,^]  =      D(K,ä)—D(u,a). 

Die  Formeln  (l.),  (2.),  (3.)  bieten  den  bemorkonswerthen  Umstand 
dar,  dafs  sie  noch  auf  eine  zweite  und  einfachere  Weise  dargestellt  wer- 
den können.     Setzt  man  in  der  Formel  (1.)  K — u  für  u,  so  «erhält  man 

^^/ti       1/       '^*\  's/r/v         .      \  ^*  «la  8iirariic*M.öu 

.     ■  •»  ^'^  Sil' w  •  rii*a   •  ^  ,  ,.,.  ..  , 

und  da  cnc ii  =  —r-.i 1    «ncr  11  =  7-7—  ist,  so  erhalt  man  zunächst 

du-*  M      '  du*  I«         ' 


d©(Ä'tt,Ä'ff,f)  = 


du^a — i;^«u*acu*M      * 

Da  aber 
du-ii  —  A- »n-a  cn^ii  =  t  — Ä^'  sn^a— &'  cn'a  sn^ii  =  dn^a(l«-A^snc^ii  an-w) 
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isti  80  reduGirt  sich  die  Formel  auf 

oder 

7.  <a{k'u,k'a,^)  ;=  -©(«,  iT-«). 

Eben  so  findet  man 

8.  G  (ä'«,  k'a,  f )  =  -  <S  («,  ir-«) 

und 

'stf^fn       1/       '^\  dnca  du 


dnca    ;^       I    Z:^  8I1C a  .rnradvr a  an*  u.d II 
tue  a  ^  1  —  &*  8UC*  a  8tt^  u  ' 

oder 

und  da  ®(UjK—a)  =:  focadnca.ti  — ^(«^IT — a)  ist,   so  erhält  maa 
JD  (k'u,  k'a,  ^)  =  — li—  ^  5D<tt,  IT^«). 

\       '        '  ft'/  soasnca  ^  '  ' 

Vergleicht  man  diese  Resultate  mit  den  früheren,  so  erhält  man  die  fie< 
lationeo 

10.      )e(S-M,a)+(l(u,X—a)  =  ©(iT,«), 

)^(K—u,ä)—'S>(u,K—ä)  =s  ^»(i',«) — , 

woraus,   wenn  uz=.K  gesetzt  wird,  folgt: 

t>(K,  K—a)  =  — ^ ^{K,  a). 

Die  Formeln  (10.)  können  nun  auch  also  dargestellt  werden; 

@  {K—u,  a)  +  (5  (tf,  iT— «)  =  €  (iT,  -ff—«), 

und  wird  hierin  K — u  für  tf,  ferner  JT — a  für  a  gesetzt,   so  entsteht 

G  (tt,  jr—  a)  +  ©(ff-n,  «)  =  @  (Ä",  «), 

6(tf,  AT-  fl)  +  6  (A^— «0  «)  ==  c  (a;  ß\ 

31 
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Oiefto  Formeln   stimmen  wieder  mit    den  Formeln  (10.)  uberein.      Fnr 
die  Integrale  der  vierten  Ciasse  erhält  man  leicht  die  Formeln 

['e{K—u,a)  =  '©(i^ä:— ii)H ' —  +  const., 

12.      y(£(K— u,  a)  =  '©  {u,  K—  ä)  +  oonst. , 

$.  125. 

Die  Modular- Integrale  der  zureiten  und  dritten  Classe  mit  den  Modnin  —  nnd  -— , 
zoruckgefiibrt  aaf  Integrale  mit  dem  Modul  1c. 

¥s  ist  nach  5. 123.  ®(tif,  ä)  =  ©  {jc'ui,  k'a,  p).   Da  aber  (B'(ui,a) 
s^*—i/S(Ußä)  und  aus  demselben  Grunde  auch 

ist,  BO  erhalten  wir  die  Gleichung 

1.      'S{k'u,  k'a,  ^)  =  'S(ti,  a). 
Ganz  eben  so  erhält  man  noch  die  Gleichungen 

2.    'c(Ä'w,Ä'tf,i?)  =  '/>(«,«), 

3.  'D  [k'u,  k'a,  H)  =  >C{u,  a). 

Setzt  mao  in  den  drei  vorigen  Gleichungen  ai  für  a^  und  beachtet  die 
Formeln  (7.)  des  $.  117.,  so  erhält  man  noch 

4.  '®(Ä%Ä'a,f)  =  '©(«,«), 

6.     '©  [k'u,  k'a,  ^)  =  '^{u,  ö). 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (1.),  (2.)>  (3.)  des  §.  124.  jetzt  K — «i 
für  u,  so  verwandeln  sie  sich  zunächst  in 

@  {k'ui,  k'a,  ^)  =  —  6  (ä;  «)  +  G  (Ä—««, «), 
Beachtet  man  nun,  daJb  — t(ti  +  tiSC)  =sJE^— «t  Ist,  tiud  vertauscht  den 
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Modul  k  mit  dem  conju^irten  k',  also  auch  K  mit  K',  so  giebt  die  An- 
wendung der  Formeln  (3.)  des  §.  117.  auf  der  Stollu 

'S{ku,ka,  ^)  ==  'C(M+iÄ',«)-,\(£'(JS:',«), 

'C{kn,ka,-^)  =  'S(u^iK',a)  +  i.(S'(K,a\ 

'D{ku,ka,j)  =  'Z>(«  +  i/iL»  — a.SD'(Ä',«), 
and  diese  Formeln  können  auch  also  dargestellt  werden: 

7.  'S{ku,  ka,  ^)  -  'C(u  +  iK',  ä)  -  'C{iK',  a\ 

8.  'C{ku,ka,^  =  'S{u-\-iK',a)^'S{iK',a\ 

Ö.      'D{ku,  ka,  1)  =  'D(u+iK',  a)  —  'D(iK',  a). 
Setzt  man  in  den  vorstehenden  Formeln  noch  ai  für  a,  so  werden  sie 

10.  '©{ä«,  ka,  j)  =  'Uu-^iK',ä)—'(l(iK',a\ 

11.  'S(Ä«,Äa,4)  =  '<^(v+iK',ä)-''<SiiK',a), 

12.  '©(ä«,ä«,  -i)  =  *^(u+iK',ä)—'^(iK',ä). 

Wendet  man   die  Lehrsätze  des  §.  30.  auf  die  Formeln  (4.)  des 
§,  121.  aU)  so  erhält  man  die  folgenden  Formeln: 

13.  'S  (am,  Aa,  i)  =  —  ®  (tt,  K—  «), 

14.  'd  (ku,  Äfl,  -^)  =      ^-  (u,  K—  ä) — , 

A      '       '  kl  ^  '  Boaeuca  ' 

15.  '^{ku,ka,\)^      (i(u,K-o), 

Vertauscht  man  in  den  Formeln  (7  —  9.)  des  §.124.  k  mit  k',  go 
bat  man 
©(Ätr,Ätf,i|-')=— <S'(tt,ÜC'-fl);  ^{ku,ka,i^=z^q.\u,K'-^a)  und 

nnd  setzt  man  bierin  ui  für  u,  so  verwandeln  sie  sich  sofort  in 

16.  'S{ku,ka,  y)  «  -^'Ä(tf,Jf'— a), 

17.  'C(ku,  ka,  4)  =  — 'C(«,  K'-a), 

18.  '/^(ife«,*^|)«_^-'P(«,iäC'-«). 
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Zusatz«    Auf  ähnliche  Art  erhalt  man  aus  den  Formeln  (13^*15.) 
noch 

20.       C{k'u,k'a,  ^)  =      'D{u,K-a) ?^— , 

und  vergleicht  n^an  diese  Resultate  mit  den  in  §•  124.  gefundenen,  so  bat 
man  noch 

22.       l  'S(u,  K- a)  +  C{K- u,a)  ==  C (K, a\ 

und  also  dieselben  Formeln,  wie  im  §.  120. 

§.    126. 

Die  anf  das  Argoment  JiC  —  u  bezogenen  lolegiale  aller  vier  Clasaen  zurückgeführt  aoF 

Integrale  des  Argumentes  i<. 

Es   ist   nach    §.  73.     Im(a  +  £— u)  =s  Im(£  — («  — a))  = 
y^  +  lm(tt— a)  +  logf^^^^^)— £:(fi-ö),  und  eben  so  ist  \m{a-\-u—K) 

=  lm(iS:-(«  +  tt))  =  f^+lm(«  +  «)  +  Io|.(^-±^)-jE(«+«).  Mlrd 

also  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  suhtrahirt,  so  erhalt  man 

\m{a'\'K-^u)  —  Im  (g  +  y^  —  J^) i      ^/^n(u  —  a)    •    ivt      ^^  \m(u'\'a)  —  ]m{u  —  a) 

2  **"      °l^do(M  +  a)'*        '  2"*"  • 

Setzt  man  aber  in  der  Formel  6(f/,g)  ==  ti-eltf —  '"^^"^'^^l^'^^liZl!!}  ß^ 

u  an  die  Stelle  K^-u,  so  erhiilt  man 

6(JS:-«,«)  =  (g-ti)  ela  -  '"'(''+^^-") -  '■»(«+»- ^) .  j3,,^,  j^ 

@(JS:-«,«)  =  (K-.OeU+'-^^^^^i^r-''^^^^^^- 
also 

@(Ä--«,«)  +  @(«,«)  =  Ä.ela-£.«J-logl/J^-^. 
Da  ferner 

logj/^Y^-^  =  9CrcS^ang(A:-sna8nc<isnfisnct/) 

"    °=iarrlEa„ä(^:)-,3.„Sa„ä(^:), 
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hty  nach  §•  37.^  so  kann  der  eioe  oder  auch  der  andere  Werth  nocb  in 
der  vorigen  Formel  siihstituirt  werden» 

Da  &{Kyä)  z=K.ela  —  E.a  ist^  so  kann  die  vorige  Formel  ein- 
Cicher  also  dargestellt  werden: 

6(js:~«,«)+ec«,a)  =  ®(«'^«)-'ogl/5^^)- 

D« 

(i* (tt,  a)  =  W  snasnca.tt — <B («,  a), 

(S. (K —  «, ä)  srs  k-snasaoa.^K —  «)  —  ö (K —  u,  d)  und 
C(ii,  a)  =  A"  sna  inca,K—<B{K,  a) 

18t,    80  ist 

folglich 

2.  e(fi:-t*,«)  +  (S(u,«)  =  (y(Ä;a)  +  logl/^:p||  und 

3.  5D(J^~«,«)+I>(«,«)=$D(ür,«)  +  logy'J;j|^]. 

Setzt  man  in  den  vorstehenden  drei  Formeln  ai  für  a,  und  lülst  den  Fac- 
tor i  auf  beiden  Seiten  weg,  so  erhält  man  noch 

4.    ä(ä:— «, «)  +  S(u,  d)  =  iSf(Ä, «)  —  ij), 

5.  C(ä:— M,  a)  +  C(w,  a)  =  C(K,  a)  +  (p, 

6.  D  (.K—u,  ä)  +  D  (u,  a)  =  /?  (K,  ä)  +  p, 

venn  der  Kürze  wegen  gesetzt  wird 
(P  =  arctang(,-;^.snii  snc«)  =  Jarc  tang(j^r^^-i^ctang[j^J, 

Nach  §.  77.  ist 

Im' (a-ui  +  iK) 

SS  ^^~^*  +  Im'(a— tti)  +  log(8n'(a— tti).  /"Ä')  + » ((JSC— £)(a-tii)  +  ^t) 

und 

lm'(a  +  «i— »Ä) 

--  M.-^!^  +  Im/  (a  +  ui)  +  log  (sn'  (a  +  «i) .  /"ä') — t  ((K— ß)  (a+tti)  +  Ja-), 
woraus  folgt 

W(a—Ki  +  ig)  — Im/ (g  +  i/i— ig) 
2i 
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Da  nun  aber 

'Ä(«,«)  =  -     «  .   el^^4.'°'^^''+"')~.'"'^^'-"'-)     und 

ist^  80  erhält  man  durch  die  Addition  dieser  beiden  Gleichungen 

'Ä(ir- tr,  a)  4- 'Ä(«, «)  =  -  Jf .  el' «  +  (if— E)  «  +  ia--- 1  log  l/^;g±^] 

oder 

7.      'S(K—u,  ä)  +  'S(u,  ä)  =  'SiK,  ä)  — .//, 

wenn  man  setzt: 

\p  =     arctangr-4~»  snu  sncfij  oder 

^  =  i  "^  tang  (j^j;^^)  +  i  aro  tang  (jp^^ . 

Da  'C(u,ä)  =  ^jS^(tf^a)+A:^^8n'a8nc'a.t^  ist,  so  leitet  man  hieraus 
'CXK—u,  ä)  +  'C(u,  a)—'C(^K,  ä)  =  'SiK—u,  a)  +  'iSf(to  ö)  — 'Ä(Ä,  a) 
her  und  es  ist  also 

8.  'C{K—n, ä)  +  'C(i/,  fl)  =  'C(Ä, a)  —  %//,  wie  auch 

9.  'D{K^n,  a)  +  'D(u,  ä)  =  'D{K,  a)  —  ^v//, 

wenn  in  diesen  beiden  Formeln  \j/  denselben  Werth  hat,  welchen  es  in 
der  Gl^chung  (7.)  hat«  Setzt  man  in  diesen  Formeln  ai  Vk  a,  so  er« 
hält  man  noch 

'^{K^n,a)-\.'^{u,a)  =  'D  (Ä", «)  +  log  l/^g±^J , 

in  welohen  Formeln  aber  '2){K,a)f  %{K,d)  und  "S:>{K,a)  imagfour  sind. 

Der  imaginäre  Tbeil  dieser  Ausdrücke  ist  —  ^  =a  log^^. ;    sub- 
stituirt  man  aber  die  Werthe 

'(l(£,  ä)  =  {K^E)  a  —  K{a-^ti\ca—E)  +  log  ^^ 

s=  ir(E— elca)— £.a  +  log4-, 
'^{K,a)  ==  (A:-JS)a-ir(a— elfl)  +  log^ 

=  Z'.eica — JB.a  +  log—, 
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so  erhult  man  die  Formelo 
10.     '6(X-tt, «)  +  '©(«,«)  =a  (ff— £)a— jr.€l'a  +  Iogl/?l^l!i±f^, 

•       ■»  '  tii(i< — ay 

n.     'g(Ä:—tf,fl)+  '(!(«,«)  =  J8:(£  — eloii)  — -E.a  +  logl/l5|ü±f), 
12.    '©(ff— «, «)  +  '£>(«, a)  =  ff .  ela  —  JE.« +logl/'"f"+''>, 

lii(tt  —  a) 

welche  gleichwohl  reell  sind^  wenn  nur  u^a  und  ti4~A'<^  ut« 

§.    127. 

Die  aof  das  Arg^oment  u  -f-  i  S^  bezogenen  Modnlnr  -  luteg^Ie  der  zweiten  Art, 
Vertauscht  man  in  der  Formel 

'Ö(ff-«,a)+'@(i0«)  =  '@(ff,fl)  +  Iogl/|^±J> 

die  beiden  coujugirten  Modul  und  setzt  ferner  ai  für  a  und  fii  for  ti^  so 
verwandelt  sie  sich  zunächst  in 

'8'(ff'-«i,fl.-) +  '©'(«»,«»•)  =  .•.'Ä'(ff',a)  +  logl/?;g±g. 

Da  aber  —i(w+»ffO=ff'— «i,  also  '@'(ff'-iij,ai)  =—©(«+ «ff', a) 
und  *<B'(tii,  ai)  =  ®(tf,a)  ist,  so  erhält  mau 

@(t»  +  iff»  =  @(«,«)_logj/;-^g±§-tVÄ'(ff',ö)  oder 
Eben  so  findet  man  noch  die  beiden  Formeln 

2.    e(«+iff»  =  <5(«^«)  +  iogi/^-^  +  <S(.-ff',«), 

3.    SD(ii  +  iff',fl)  =  ©(«,«)  +  IogV'^^  +  ©(iff',«). 

Durch  dasselbe  Verfahren^  ohne  aber  zugleich  ai  fiir  a  zu  setzen ,  er« 
hält  man 

S(u  +  i  ff',  a)  =  Ä(tt,  a)  +  1  log  V^l^-^  -  i'<B\K',  a), 
und  diese  Gleichung  läfst  sich  also  darstellen: 

4.  8{u  +  iK',a)  =  Ä(tt,«)  +  arctaDg^-jj;^-.^+Ä(iff',«). 
Ganz  eben  so  erhalt  man  noch 

5.  C(«  +  iff',  «)  =   C(u,  «)  -  aro  taug  {^^.-^^  +  ^(»'iS:'.  «), 

6.  /?(«+.ff',a)  =  I>(i^a)-arotai.g(j;^i;;_-.^+I>(.Xfl). 


Da 

also 
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Setzt  man  in   den  Formeln  (1.),  (2.)9  (3.)  des  §•  126.  ai  (Sr  a, 

«f  für  ti  und  k'  fiir  k,  so  verwandelt  sich  ,";  "T^-^  in  ^".^y<+;«)    ^^j  j 

an  (u-f-  o)         80C  (u — ay 

Formeln  (11.)  des  §•  117.  gemäls  erhalten  wir  nun 

7.  '(S(«+iii:',«)  =P  'S(v,«)-iogl/^^-^+'e(i/i:',«), 

8.  'a{u-^iK',a)  =  '€(«,«)- log  V^^2£l^-g+  'e(iis:',a), 

«»•^8ji(m  — a)  ^\coa    cocm/* 

,       i/6nc(ii  — a)         j^^     fl^        /cnca   cnciA 

»^'fi  Vs-jiüiiTF^)  =  ^''  ^•»"9  (^-  Tinr) 

ist,  so  ist  auch 

1  ,      ,/snc(M — ai)  a        fV  /  /     cacu\ 

-^'^gV — /    ■     '\  =  arctangi— onc'acn'a — i. 

Setzt  man  also  in  den  vorigen  Gleichungen  ai  für  a,  so  erhält  man  dia 
folgenden : 

10.  'S(,u^iK',a)^'S{u,ä)  -arctang(y cnc'acn'a^) +  'Ä(iÄ.^a), 

11.  'C(ti  +  iK',  ä)  —  'C(u,  ä)  —  arc  tang  [^  cuc'a  cn'a  ^)  +  'C(i  K',  a\ 

12.  'I>(tt  +  iiS:'^a)='2>(iOÄ)  — arctang(-^cnc'acn'«^)  +'D(iK',a). 
Für  das  Cosinus-  und  DilTerente*  Integral  erhalt  man  nun  die  Ausdrücke 

§.    128. 

Di«  auf  den  Parameter  K — o  bezogenen  Integrale  der  sweiieu  Classe,  cururkgeführt  «nf 

andere  niit  dem  Parameter  a. 

Nach  §.  121.  ist  (S>(ih a)  =  <B(a,u)-\-u,ela — a.elu  und  also  auch 
<S)(u,  K—a)  =  <B)(K—a,u)  -f-ti.elca  — (£— a).eltf.    Werden  diese  bei- 
den Gleichungen  addirt,  so  erhält  man 
(s>(a,u)-\-(S)(a,K—a)  =  ©(«,«)+  6(K—ff,«)+ii(ela+elca)  —  Ä".el«. 

Da  nun  nach  §.  126.   <©(«,«)  + @(K—«,«)  =  @(Ä-,ii)  — log  l/j^|^^ 
=  JC.elM— ß.«  — logl/rfe^  wt»  «o  entsteht 


S  Ift  tr    AbaohnitU     §.128.  240 

@(iO^)+@(tt,jr-.a)  =  ii(eI«  +  eIoa)-logl/J;i|^-iE.tt. 

Da  ferner  nach  $.66.  ela'j'elca^s^  E'^fi'mainoa  ut,  80  rcducirt  sich 

die  Formel  noch  auf 

©(«,«)+ @  (II,  Ä"— II) 

=  (Af'snflsnca).«  — logl/j^;^j,   oder 

@(ii,«)+@(tt,A:-a) 

1.  *^  =3  (k^  8oa snca)  .u  —  9(rc  !^an()(A;-  sna sncn  an«  socti) , 

Da  @  (ff,  a)  +  <£  (u,  ä)  =  (Ä'  sn  a  snc  a) ,  ii  imcl  auch  @  (v,  iT— «)  +  g  (i/^  iT— «) 
=  (A^  suasDcr/).!/  ist^  80  erhalt  man  durch  Addition 

6(w,a)  +  S(w,A:^a)+@(ii^a)+®(ii,^~Ä)  »  2(.Ä'8nii»nca)if, 
iipd  wird  hiervon  die  Gleichung  (1.)  Bubtrahirt,  so  entsteht 

2.  e(ii.i:-ii)+g(ii,a)  =  (Aesnasnc«),fi+log|/^;^>. 
Nach  §•  116.  ist 

S5(t/,r/)  +  SD(ii;Ar— ii)  +  ®(ii,«)4.(5(tf,Ar— ä)  =3=  (tn^/dniz  +  tncadnca)!/, 

=  (tn^dna  +  tnctfduca  —  A?^8nasnca)?i+  logyV  r    7— » 
und  diese  Gleichung  reducirt  sich  auf 

3,       ©(V,  Jf  ^«)  +  iD(ti,  fl)  =  — ?!!—  +  log  f^'^,. 
Stellen  wir  die  in  diesen  drei  Gleichungen  vorkommenden  Integrale  also  dar: 


(i(ti,  ö)  SB  / —      und       ^(u,K—''a)  =  /   - — -7 


IC 


fcU*  u   * 


3D(i/,ö)  =  /   -i r—      und      X>(u,K—ä)  =  /  -^ ; — - — , 

ao  ist,  dem  §.  1 16,  gemärs,  nssfc^  sn'«  und  n'=  ä^  snc- «  =  k\  izrj^^ » 
also 

4,      n'  =  4^     öder      (l-n)(l-ii')  =  ä''- 
Forner  ist    A  =  A^  sn  a  cn  a  dn  a    und    ^'  =  k^  snc  a  cnp  a  dnc  it  = 

Ä^/k«?!^-,  aUo  4=         *l-_^=-i^  =  üLlJ!li^^    oderauch 
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Ferner  ist  JB^  A^^snasnoa  und  B' z=z]^  %na%naa,  also 

6.  B'  ^B  =  ^(nnf)  =  [/(üi^J?}), 

Endlich  ist  Csstnadna  und  C'=  tnoa  dnca=  : — :; — «  oder  auch 

tii  a  du  a 

7.  C.cr'  =  l,     C  =  l/i  =  V^(«^^). 

$.  129. 

Die  aiif  den  Parameter  K' —  a  bezogenen  Integrale  der  ersten  Classe  zurücligcfübrt  anf 

andere  mit  dem  Parami-tcr  a. 

Addirtman  die  Gleichungen  S(t<,<i)  =  «.glg--'"'^"+'''^~''"^"~*'>, 

^(ti,JC--g)  =  tt.ei(Jg-~fl)-'"'^"+'^'-'''^-  '"'^"  +  '"-'^^) ,  so  erhält 

man   eine  Relation   zwischen    den  Intej>ralen   ^(ff,  a)  und  8(u,  Kf —  a)« 
Schon  in  §•  140.  kam  die  Formel 

lin(f/  —  ai-f-ii^O  —  lm(f/  +  ffi  —  »'^0    I    Im  (u  ^ ly  i)  —  im {u  —  a i) 


(X'- JE?')«  +  ijr  +  4-  Ion t/"";"-"'! 

^  /       I   »       I     ,        lü  r  8n(M-J-ai) 


vor:  also  ist 

Ä(M,Ä'— «)  +  Ä(«,«) 

«  «(€UH-Cl(Ä'-«))  -  (Ä-'-JB')«-  i«-- 1 log  j/^^J. 

Da  nach    §.  67.  el(a»  — «Ä')  =  el(aO  +  'Mi^  —  i  (£;'_£/) 

oderauoh— gt(Ä'-«)=Cr«~;;;p^|^---(Ä'--£?0,  also  CU  +  Ct(Ä'-a) 
^— ; ;; — YK! — E'  ist,  so  rc.ducirt  sich  die  vori^je  Gleichung  auf 

Ä(«,Ä'-a)+Ä(tt,«)  =  _^_-|;r  +  arcla..g(Kn'«snc'fl.'^), 
oder  auch  auf 

1.      S{ih  K—a)  +  S{u,  a)  =     ,   ''   ,    -  arc  tan»  (-^—J\. 

Da  nach  §•  118. 
8{M,  a)  +  S(«,  Ä'-a)  +  C(«, «)  +  C(tf,  K'^ä)  =  (^  +  J^«)  « 
ist|  so  erhiilt  niaui  wenn  hiervon  die  vori{;e  Gleichun«;  snbtrahirt  wird, 
C(if,X'-a)+C(ii,a)  =  (^"+  ?^ r^-)+arctaug(   ,    '""    .~V 


E  Ifi  erAh9€hnith     §.129.  251 

und  diese  Gleichung  zieht  sich  ztiRammen  auf 

2.  C(u,  K—a)  +  C(t#,a)  ^  —  (ä'^  sa'a  8iio'ö)ii  +  arc  fang  f-— Jlll__\ 
oder 

C(u,iC'-«)+Z>(«,fl)  =  arotai,g(j;j;^^,-J. 

Da  Z>(«,«)+Z>(if,Ä'-fl) =C(«,fl)+C(«,£:'-a)+2(Ä''8n'flHnc'a).M 
ist,  80  erhält  man 

3.  D(^u,K-a)JtD(3$,a) «  (*^«n'agno'«)i,+arotang(^-;;;j^^-) 
oder 

1>(«,  JE'-  «)+ Cfe«)  =  «r.  *«,g  C.r.i.J  • 

Stellen  \?ir  die  in  diesen  Gleichungen  vorkommenden  Integrale  also  dar: 
S(u,  a)^f  d^4±      und      Ä(«,  K'-^d)  =  /  ^J^'#S 

ä^/       \  f  B.tn^u.du  •       ^.      jnp^        .  f  B'.  cn^u.du 

C(«,«)=y^-.jq:^,;r;p      und     r(«,JiC-fl)  =/^  ^f-j_-j-_, 
ßr    a)r^r^^4lL     „nd     D(u,K'^a).:.f^i^4li, 

SO  ist 9  dem  $•  118.  gemübi  n=  A^Mnc'^a   und  n' —  A:^tno^-ii;   also  ist 
nn's=ft^tn^a  tnc'^a^  oder  auch 

4.      n.nf  =  Ä\ 

Ferner  wt   ^=— j;;;;^-^—  uml  4  =:__^__  ==     ,^,3^..,    und   da 

fc^dn;^  .  irt  4=  ÄMn«'*  =  ^  =  -4  =  4   oder 

5.      :^=  ~=»r((t+n)(l+ii')). 

6.      B,B'^ie=.nn'    und    B  =  l/Jii^!±i!l  =  » l/ »±5: . 
Da  endlich   C=tn'adn'a,   also  Cs=^^,^j^,^  ist,  so  ist 

7.      C.C'  =  I      «ad      C-l/"Jl±f>  =  |/J±i. 
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$.   130. 

Die  nuf  den  Parameter  K' — a  belogenen  Integrale  der  dritten  Classe  lurückgcffilul  auf 
solche  Integrale  mit  dem  Parameter  a. 

dein  sich  die  Formeln  (l.)»  (2.)»  (3.)  des  f.  128» ,  wenn  man  darin  die 
beiden  conjugirten  Modul  mit  einander  vertauscht  und  ifi  für  fi  setzte  in 

5=  — •(Ä:'^  sn'a  suc^£i)i^  +  aro  tang^Ä'^sn'«  snc'Ä.T^), 
=s  (Ä'*  sn'  a  sno'  a)u  +  arc  tang  (ä'*  an'  a  snc'  a .  j^) , 
=3       ,  ,  "   ,    +  arc  tang  (Ä:'^  sn'  a  snc' a .  j?^" ) . 

811* a  SDc' a    '  *  \  dnu/ 

Stellen  wir  die  sechs  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Integrale  also  dar: 

Ä(«,a)  =y^ -rzxü:.-    »nd    'Ä(t/, at'-«)  = /^_-^-^, 

'C(ti,fl)  =  /r-^^^'V-      und      'Ciu,K'—d)^f ^'•^"     . 

'Diu,a)^r^^-^      und      'D(u,K'-a)  =  f  ^^^^, 

80  ist  nach  S.  119»  die  Zahl  n  =  dn'^a  und  n'sdnc'^as  r^:   also  ist 

4.      n.n'  =  Ä-. 
Ferner  ut 

^  =  *''8n'tfcn'adn'a    und    ^'  =  Ä'*8no'acno'adnc'fl=^i^^l^^; 

also  ist 

A'  _     Jc^     _  nn'  _  n' 
ui         da'*a  n*  n    * 

oder 

Es  ist  JBsAr'^sn^tf  snc'a  und  JB'  =  A:'^sn'<t8nc'ii^  also  ist 

6.      B'  ^B^  f^-rO(n-i^  ^  /((l-n)(l-nO). 

Da  C=tn'adn%   also  €?'  =  — -^Vr"  wtf  »o  ist 

In'  a  dir  a        ' 

7.      £?.0'=1      und      (7=v'!i^i:;f^=l/ilIiL. 


Slft«rAb$ohnitt,     §.  131.  253 

S.  131. 

Di«  auf  dea  Parameter  K — a  bezogeuen  Intcgrate  der  vierteo  Classe  snrfickgefubif  anf 

andere  mit  dem  Parameter  a. 

D.   _i,_f  ,.s,/^l§=i.(logl/|^-f|l-5i)=. 

Gleichungen  (!•)»  (S.))  (3.)  des  §•  129.  auch  also  dargestellt  vrerden: 
S(u,  i:'-  a)  +  Ä(tf,  a)  =       -^-r  +  4-  log  i/?!^±!L;  , 

Tertauscht  man  hierin  den  Modul  k  mit  k^  und  setzt  fit  für  u,  so  eriiSlt  man 

2.  '€(u,ir-fl)+'(I(«,fl)  =  -(Ä'gna8no«).«+logV^jig±^], 

3.  'D(u,i:— a)+'SD(tt,«)  =       (*'8Q«8no«).i#  +  Iog|/^i^±^. 
Stellen  wir  die  sechs  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Integrale  wie  folgt  vor: 

'©(«,«)  «/^-^-^^^^       und      '©(«,!--«)  =y^^-_,~j_, 

'(£(«,«)  =  f-T^^      und       '€(u,Jr-a)  =  /t^4^, 

^  ^    -^        y^    i— nsii*u  ^  ^  '        y  ^,  1— n'sü*M  ' 

und  hieraus  folgt 

Ferner  ist 

M         A'*  Inadna        X:'*SDadna        cncadnca       i///^        1\/^       **\     .jN 

also  ist 

il  =  v^(«(n-l)(n-*'))  =  (n-l)»r(nnO, 
oder 


256-  S  Ift  e  r    Ahachniti.      §.  133. 

ist,  80  giebt  die  Addition  dieser  beiden  Formeln  x 

IC(u,a)^^C{u,K'-a)^{k'Un^a%no'ß)M+^log]/^^^  oder 
C\u,  ä)  =  'C(Uj  K!—  ä)  —  (Ä'*  sn'  a  snc'  a) .  ti + arc  fang  {^r  •  ^  ^  ™c  ti)  und 
C(v,  K' —  d)  =  ^C(u,  ä) — (k'^  sn'  ö  snc'  ä)  .  ii  +  »rc  fang  (-jj|)^ .  8n  U  snt  ti) . 
Die  Formel  (3.)  des  $.  128.  verwandelt  sich  in 

3.    h)  (v,  a)  =  'D  («,  IT' —  a)  — j^ ,  u  +  arc  tang  (^^ .  sn  «  »nc  m)  und 
[/)(«,!''— 11)  = 'l)(if,a)  —  !^. «  + aro  fang  (^.  sn«  »ncti). 

Die  rorigen  Gleichungen  können  etwas  einfacher  also  dargestellt  werden: 

('iS(«,  Ä'— fl)  «=  C(M,a)  — arotang(j~.8nii8nctt), 
4        c 

i  C(io  K' — a)  =  'Ä(ii;  a)  +  aro  tang  (-^^  •  sn«  sncti), 

(ZJ  (i/,  a)  =   C{u,  K'—  ä)  +  aro  tang  (^-^ .  sn  u  sno  «) , 
iZI (u,  K' — ä)  =  ^C(Uj  a)  +  aro  tang  ( -j^.  sn  ti  sno w)  • 
Setzt  man  in  den  Formeln  des  §•  128.  k'  statt  k  und  ii  j  statt  n,  so 
verwandelt  sich  iog^j^^^^^^  tn 

da    dn'(fl-tti)  =  dn'(-i(w  +  «i))  «  j^g±f|    und    dn'(fl  +  fli)  = 

dn^irw  — ««)  =  ■°1"~'''?  ist.    Hiernach  ist  also 

'Ä(t#,Är)+'iSf(ti,A:'— «) 
SS — (Ä'^sn'flsnc'ö)«! r-logV,  ;    .    /  +— logy     ;    ,     .\ 

=      (Ä'* sn^d snc^a)fi r log  y.  ]    ,     .;  +  —log y     ^    ,      ;  , 

1/  J_  I       |/dufi/  —  Ol)     .    ^  I      |/cn(M— >ai) 


S  t/t  er    AhsohnitU      §.133.  257 

Vorliindet  man  hirrmit  die  vori<;pn  Gleichungen  (l.)f  (^t))  (3.)f  so  er« 
hält  man 

'S'^u,a)^S[n,ß)  =  -(Ä"8n'a8nc'a+,^)M+4lo«l/^^?i^, 
und  diese  Gleichungen  lassen  sich  also  umformen: 

Die  erste  und  dritte  von  diesen  Gleichungen  lassen  sich   noch  etwas  ein» 
facher  darstellen  und  wir  merken  besonders  die  Gleichungen  ant 

6.  '^(ii,a)+Z>(ti,a)  =  arotang(-^.^, 

7.  'D(u,a)-S(u,ß)  ^  arctang(ü^.iliii), 

^       '  \  '    /  °  Venera    siicm/' 

8.  'C(«, «)  +  C(u, «)  =  aro  fang  (^ .  I^) . 

Die  Gleichung  (7.)  erhült  man  aus  der  Gleichung  (6.X  wenn  man  die  bei« 
den  conjugirten  Modul  mit  einander  vertauscht  und  ai  für  a,  vi  für  u  setzt. 
Wir  begleiten  die  vorigen  Formeln  noch  mit  den  folgenden  Zusätzen« 
I.     Setzen  wir  in  der  Gleichung 

C{u,  K—  a)  =  'Ä(ii,  ä)  +  arc  tang  (^  sn  w  snc  u) 

das  Integral  C^u.K'-a)  ^  f^^^'^^  und    ^SXi/,«)==/^^^=l^, 

SO  ist    B  =  &"sn'acn'«dn'a,     n  =  dn'V/,    ^  =  llil^  ^  ^!ilf.  „nd 

duc'a  tii'a 

,,^      ,,  1  ein'*«  —  »:*        , 

m  =  A-  tnc'-«  =  -,-  =  ^_j„,.^  ,  also 

frrner  ^  =  f^^^^^^  =  ^>  »)  ""«1  Ä= /■(n(l-ii)(«-Ä'))  =  (1-n)  *r(n»n), 


also  B 

-7  =  1— »• 
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IL     Setzeo  wir  in  der  Gleichung 

D(ti,  jfiC'— a)  =  'C(ti,  ä)  +  arc  tang  y^r-  «»«  mctn 

daslQtegral  Diu,K'-ä)  ^  f4i^^4^  und  'C(«,«)  =/_»i^, 
80  i8t,  wie  vorhin, 

fn=^j^    oder    (l  +  //iXl-n)  =  Ä^ 

Ferner  ist  ^=  r-; — ,-7—  "«<!  1?  =  Ä'^  sn'ösno'a;  also  iHt 

tu  a  ciii   11 

IIL     Setzt  man  die  in  der  Gleichung 

D  {ti,  ä)  +  'S(u,  a)  =  arc  tang  (^ .  ^^\ 

^  '    '^    '         V  /     /  &  Völle' a    so<?m/ 

vorkommenden  Integrale 

D(u,a)c==r^^4^    und    'S(u,a)^  f^^^^^p-, 
so  ist 

m  ^s  k\in'' a  und  n  =  dn'^fl;  -4  =  tn'ödu'Ä  und  B  =  Ä'^  sn'öcn'adn'Ä; 
aUo  Ut  m  =Ä\i=?r,  folglich  (i+fLÜ Izif)  ==  ^  „„j  „==  ^10+'^, 
Ferner  ist 

»'*<>  yll?  =  n(l— n)    «in.l    -J^n-A^ 

IV.     Setzt  man  in  der  GI<>ichiing 

D  («,  «)  —  Ä(f/,  a)  =:  arc  tang  (i!^ .  -^ 
das  Integral 

SO  i.Ht,  \«ie  vorhin, 

m  =  A'"  ta'-a,    A  =        "  ,^  "  ^  •     n  =  dn'^a    und    It  =  tn'a  dn'dL 

'  cii'*a         '  ^ 

also 

Ferner  ist 

^=:/0«(,«  +  A-^)(l+w:)     und     li^fl^^i 


Elfter    AhachHitt.      §.  134.  2S9 

V.     Setzt  man  die  in  der  Gleichung 

-t>,«)+C(»,«)  =  „o..«8(.^.£i) 
TorkommendeD  Integrale 

80  i»t  wieder 

_    A«(l— 1/)  _  il'Ml  +  m)        (l  +  m)(l->H)  _  Ä-'« 

Ferner  ist  A=  \i  ?  ^    ""^  B=  Ä'^Äu'asnc'«:   aUo  iftt 

folglich 

_n  __    w— H*  _  1— n 

§.    134. 

ßelalioneo  iwischca  des  lotegralen  der  sweilen  nnd  viorlea  Clasfie,  iu  reeller  Form. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (4.  —  8.)  des  $•  133.  tii  statt  v,  io« 
dem  man  zugleich  den  Modul  mit  dem  confugirten  vertauscht^  so  erhält  man 

'S  (», «)  +  ©(», «)  =  a«  Jans  {-^ .  — )  =  log  )/^^-^, , 

Es  lassen  sich  diese  Gleichungen  zum  Theil  auch  dadurch  finden,  d&ls 
man  in  den  Formeln  des  §.  39«  u  statt  b  setzt,  darauf  mit  dti  sie  inuhi- 
plicirt  und  integrirt. 

Wir  begleiten  auch  diese   Formeln  noch   mit  folgenden  Zu»iit2eo, 
durch  welche  ihre  Anwendung  erleichtert  wird: 
L     Setzen  wir  die  in  der  Gleichung 

'(£  iu,  K-a)  +  @(«, «)  =  log  ]/'^^^ 
torkommenden  Integrale 
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80  ist 

^  ^  en»a'  lua  ' 

abo 

mn  =  k\ 
Ferner  ist 

^  =  ^(m(A--^iyi)(l— m))     und    Ä  =  |/üz:^^!z:!^ , 

aho  ist 

A 

IIl     Setzen  wir  die  in  der  Gleichung 

'©(«,ä:-ä)-(V(«,«)  =  j/'^LÖ 

^  ^  -^  V  -^    /  »^  6ii(a  —  u) 

vorkommenden  Integrale 

80  ist,  wie  vorher, 

fnn  =  k\ 

Ferner  ist 

^  =  &'8na8nca     und    B=: 


tiia  du  a  ' 

also  ist 

^=»1/"^^""^     und    I?=l/^!ü-, 
'      1  —  m  »  m(l  —  m;' 

folglich 

#  = »'. 

III.     Stellen  >Tir  die  in  dnr  Gleichiiug 
enthaltenen  Integrale  durch 

vor,  80  ist 

7n  =  /•:  SU"  a     und     n  =  — j^ —  =  — r- — ~- — - —  , 

also 

n^I^-=^,     m=il^=^,    oder    ülI^'illlL  =  *;! . 

Da  ^l  =  A^8nacnadna  und  B  =itna dn^r  ist,  so  findet  sich 
^  =  ^(m(Ä^-7/i)(l-^))     und     I?  =  l/?!!ii£Z  =!) ,     also    ^  =  /r-m. 


also 


Elfter    AhMohnitU      §.  135.  201 

IV,     Setzen  ^ir  mit  Beziehung  auf  die  Gleichung 

die  Integrale 

80  ist^  wievorher, 

_  JilSlr '"^  A'Hh  — 1)  (1— 7yi)fyi  —  1)  _  7^'> 

Da  ferner   J[  =  tnÄdiu/  und  /?= 1 ist,   so  ist 

lI=^((ii-l)(ii-A-^).ii)    und     J[=|/^fcl),    also    J.=:ii_Ä=. 
y«    Werden  endlich  die  in  der  Gleichung 

enthaltenen  Integrale  durch 
ausgedrückt,  so  ist  wieder 
Ferner  ist  .i  =  /rsna8nca  und  3=^——^   also 

§.  135. 

Ausdruck  tou  Q{u^v,  a)  durch  @((/;  a)  uud  @(t;,  a).     Aobnliche  Ansdrucke  für  die 
audercii  lu(eij;rale  der  zweiten  Classe. 

Da  @(i/  +  t?,Ä)  =  (ii+i?).ela 2 —       ^,  ferner 

e/        \          ^       f            lmfi/  +  CT') — Im  (11  —  a)  , 

(!(,  a)  =  11.  el  fl 2 — ^ 

>-- ,       ^  1  lin(i;+a)  —  ImCr  —  a) 

<B(v,ä)  =  r.elfl 2 — ^ 

ist,  so  erhält  man  zunächst,  wenn  Yon  der  ersten  Gleichung  die  Summe 
der  beiden  anderen  subtrahirt  wird, 
@(tt  +  t?,fl)  =  @(ii,a)+@(t?,a)  +  i[lm(ii  +  ii)~lm(ii— ii)  +  lm(r  +  a) 
— lm(r— a) — lm(ii+t;+fl)4-lm(tt  +  r— a)]. 


2QJ,  tlfitrAhMchnitt.      §.  135 

Derjenige  Thcil  dieses  Ausdrucks,  welcher  Bfodular- Logarithmen  enthaiU, 
UiEst  sich  auf  mehrer»  Arten  also  umformen,  dafs  er  durch  cykh'sohe  Mo« 
dular- Functionen  berechnet  werden  kann  und  kam  auch  in  der  For- 
mel (11.)  des  §•  73.  vor. 

Wird  die  erwähnte  Formel  benutzt  und  wird  gesetzt: 
1.      ®  (w  +  r, «)  =  @(«0  «)  +  ®(«?>  ö)  +  StrcSangOx,), 
so  haben  wir  ztir  Bestimmung  der  byperboh*8chen  Amplitude  ^i  in  dieser 
die  Sinus  «Integrale  der  zweiten  Classe  betreffenden  Formel  den  Ausdruck 

Derselbe  im  §•  44.  und  §•  45«  mit  log  U  bezeichnete  Ausdruck  Ist  in  an« 
deren  Formen  darstellbar  und  es  ist 

^         .    ^  ,       ,/8ii  M  611 1;  -{-  sn  a  8n  («+^4"")        i      i/®" /w+fl)  sn  (i;4-a) 

/,_..„.(!i±»)„.(!;±«_.) 
/i-t'..-(!i^-')«-C-±:;-.) 

1  I         l/l—  ^'^  80*0  8|i*(M"|-i; fl) 

^      ^     /*.        r    \  I       i/l— Ä*8nii8nt»8ii(w  —  n)«n(t; — d) 

^       -^     o^         ,    .  ,       |/sn(M  — o)  Bnv  — 8n(i;— a)  8nii 

8.     atC$an9(fO=     '°g  F, „(„  +  «)  snu -, n(«+a)  »■«  ' 

Auberdem  haben  wir  noch 

|-^  k*  sog  cn«  dna  ssk  bpi;  sn(K-|«t;) 

f*2  — ■     CO*  a-f-8ii*adattdui;  d«(i«-f-v)    ' 
II  ^^    I:*  sog  eng  dog  an«  wim  8nfK4*y) 

^'  "*"  dnf.a-j-A-*8a*g  cau  CUV  ca(tt-^v)* 
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Ü(u,d)'^&{u,ä)  =  A^snusDca.ti    und 

ist 9  80  erhalt  man,  rreun  man  von  der  ersten  Gleichung  die  Summe  der 
beiden  andern  ^ubtrahirt»  und  für  (B(u  +  v^a)^  Q(u,ä)  —  ®(v^a)  den 
Werth  SJrc  Jang  (fXa)  «etzt, 

12.      6(ti  +  r,ii)  =  (5(i(,ii)  +  g(r,ii)  —  g(rc$ang(fi,). 
Gans  eben  so  findet  man  noch 

13.      ©(«+ p>  ä)  =  SD(ii,  fl)  +  ©(r,  II)  —  9Ctc  ^angCfÄj)* 
Man  kann  diese  Gleichung  aber  auch  aus  (7.)  dadurch  herleiten^  dals  man 
ka  statt  a,  ku  statt  u,  kv  statt  v  und  —  statt  des  Moduls  k  setzt,  wo« 
bei  f«3  ungeSndert  bleibt. 

Zu  denselben  Resultaten  fährt  auch  unmittelbar  die  Anwendung 
der  Gleichung  (IL)  $•  73« 

Zusatz.     Setzt  man   u-^^v^r^K,   also  cn(fi  +  r)  =  0,    so  wird 

pt2=s j-j^-^ =  Ä'snfl  snca  snfi  sncti    und  die  Formeb  (I., 

6«^  8.)  stimmen  dann  mit  den  Formelu  (I.,  2.,  3.)  im  $.126.  Sberein. 

$.    136. 

Eulwickiiiiig  der  saf  cio  xweigliedrigeB  Argument  u-^-v  bezogenen  Integrale  der  ersten, 

drillen   und   vierten  Classc. 

Setzen  wir  in  den  vorigen  Formeln  ai  für  a,  so  wird  f/^a  imaginär« 
Setzen  wir  also  i.iii  an  dessen  Stelle^  so  haben  wir  für  die  Integrale  der 
ersten  Classe  die  Formeln 

Ä(ii + r,  11)  =  S(u,  ä)  +  S  {V,  a)  +  arc  tang  (jütO, 
C[u  +  v,a)  =  C(u,  a)  +  C\v,  a)  —  aro  tangQxi), 
D(U'\'V,a)  —  D  (u,  a)  +  -D  (v,  ä)  —  aro  tang  (fii), 

Ar*  tn'adn'asn  II  iini;8n(M  +  v)   ^_^        k^  tn^o  dn^asmi  wnv  sn(f/-t-i;) 
^*  1  —  an'^adnu  dni;du(u4-tO  dn'*a  —  /:*6n'*  acnwcnr  cu(m+i;)* 

Wenn  man  aber  den  Modul  k  mit  k'  yertauscbty  ferner  ui  statt  u  un  I  vi 
statt  V  setzt  9  so  wird  jXi  negativ  und  imaginär.  Bezeichnen  wir  also  ilen 
geänderten  Werth  von  /A2  mit  —  t-fAj»  so  erhalten  wir  die  Formeln 


264  B  Ift  er    JhsehnUt.      §.  137. 

'Siit  +  r,  fl)  =  'S[u,  a)  4-  'S(_v,  a)  +  arc  tang  («,), 
'C(tf  +  r, «)  s=  'C:«,  a)  +  'C(r, «)  +  arc  taiigCfi,), 
'Diu  +  r,a)  =  'Z>(«,a)  +  'i>(r,rt)  +  arotang(^.,), 

Tc'^  sn'd  cii'a  du' nun  ri  sn  7'  snOi<-|-ii) 
"^  "^   du'*  a  vn  u  cu  v  cn  (u  +  *V  "h  ^'*  *>"'"  «  * 

Man  erbalt  auch 

A'*  an'  a  cn'  a  iW a  9n  u  8n  t»  sn  (v  -f. t;) 
"■*  ""^  cii'^  a  CO  ri  CUV  c'n(i<-f-r) -f-sii'^  a  diiu  du  t;dii(M-{*i;)  ' 

und  da  onfioni?cn(ii4-r)  = ^^ — ~  "*>  so  verwandelt  sich 

der  Ausdruck  in 

_^   Ä*  Ä'^  sn'n  ni'o  dn'a  fSHM  snr  sn(ii+i;)      , 
'^^  ""    du'»  a  dn u  du  i;  dn  (m  +  i;)  —  A:'*~ch^  ^ 

^___  Ä:*Ä:'*  sn'a  snc'a  «n  f/ sni;  Rnfw-l-v) 
f^"*  """      dn u  du  i;  du f  m  + 1/;  —  &'*  sue'*  a 

Setzt  man  in  den  vorigen  Formeln  ai  statt  a  und  ijüu  statt  1^3,  so  erhült 
man  endlich  für  die  Integrale  der  vierten  Classe  die  Ausdrücke 
'6(w  +  r,  ä)  =  '8(10  ä)  +  '@(t% ä)  +  5(rc  Sang  CfX4), 
'C(ti  +  r, «)  =   'C(i/, «)  +  'C(r,  ^1)  +  9(rcSaH3  Cf^O, 
'D  (w  +  r,  ö)  =  '£)  (1/,  r/)  +  '£^  (r, «)  +  Qlrc  Sang  (f^)    und 

A''^  lu  flr  dn  a  sn  u  sn  v  sn  (7/  -f-  v) 
f^*  *~"  du*a  CU7IIU  i;ni(fi  +  r)  —  Ä'- sn*  a* 

J  \r4/  o  '  1  —  Ä'i  tua  Ulli  tni;  tu(M+v  —  a) 

§.    137, 

Entwickinnn;  der  ]nic^ri\]e  aller  Classeu ,    wenn  ihr  Parameter  ciu  Biuoin  isl. 

Nach  §.  12L  ist 
(5(a,w4-r)  =  ®(w-}-r,  a)4-«.el(ii  +  r)  —  (u  +  v).ela. 
Eben  so  ist  auch 

@(a,u)  =  S(t/,  ö)  + ii.elM  —  ti.elÄ    und 

(g(Ä,r)  =  3(t%  a)  +  Ä.elt?  — r.ela. 
Subtrahirt  man  von  der  ersten  Gleichung  die  Summe  der  beiden  anderen, 
so  erhült  man 

@(«,ti  +  r)  =  @(fl,M)  +  (B(ajV)  +  «(el  (w  +  r)  —  eltf — elr)  +  5(rc  Sang  (fin), 
ivenn  man  für  @(ti  +  r,a)  —  @(if,  a)  —  <B{r,ä)  den  Werth  9lrcSang(fÄ,) 
dem  §.  136«  gemiifs  an  die  Stelle  setzt.     Da  aufserdem  nach  §•  65. 

el(ii  +  iO  —  ein  —  elf?  ==  — A:^sntisn9  8n(fi-f  <?) 
ist,  so  roducirt  sich  die  Formel  auf 
1.    ®(flptt+iO==3(tf,fi)  +  ®(fl,r)— a(Ä-snii8nrsn(ti+r))  +  ?lrc5an3(jüi2% 
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Da  (5 (ii,  tt)  +  @ (<!,«)  =  «-Ä'snwsncw,  (S(a,v)  +  (B(a,v)  =  a.k'^mvmov 
und  G(«,ii  +  r)  +6(ö,w  +  v)  ^  r/.A' an(ii+«?)  8nc(w  +  t?)  ist,  so  erhiilt 
mauy    vrenn   clio  Summe  der  beiden  ersten  Gleichungeu  von  der  dritten 
subtraliirt  \?ird, 
(l(a,u  +  v)  =  (5(«,ti)  +  (!(ii,r)  — (€(^/,t/  +  r)  — 0(ö,tt)  — ®(a,tO) 
+  £i.Ä^(8n(w  +  r)8nc(tf  +  r)  —  sntf  sncti  —  snr  sncr); 
ttnd  wird  die  vorige  Gleichung  benutzt,  so  erhält  man 
il(ia,u  +  v)  =  G(«,ii)  +  C(a,r) 
+  a. A**(8n (u  +  r) 8nc(ii  +  v)  —  sn fi snc u  —  snvsncv  '\'fnxusnvsn(U'{' v)) 

—  StrcSangf/xO. 
Der  die  G}'klischen  Nodular -Functionen   enthaltende  Theil  dieser  Formel 
gestattet  noch  eine  namhafte  Zusammenziehung.     Nach  §•  38,  ist 
tn  (u  +  v)  du  (u  -}-  v)  —  tn  II  du  ti  —  tn  t?  dn  r 
=  A^'^tntitnr  tn(«i  +  t?)  — A^sntisni?8n(ti  +r). 
Setzt  man  in  dieser  Gleichung  ku  statt  tf^  Ifv  statt  v  und  -j-  statt  des  Mo- 
duls kß  so  verwandelt  sie  sich  in 

sn(fl4-t?)snc(w  +  r)  —  sntisncti  —  sn&snci? 

ssp  —  —  cnotioncvcno(ti-f-v)  — sniisnr8n(w  +  t?), 

und  wird  dieser  Werth  in  der  vorigen  Gleichung  substituirt^  so  erhalt  man 

1-2  \ 

2,      (£(«,fi  +  t?)  =  (5(0;  w)  +  S(a,f^)  —  a.(Trcnow  cnot?  cnc(tt4-rn 

-T-^lrcSangCft.). 
Da  ferner  ©(o,  ii)  +  (3(fl,fi)  =  tniidnii.fl,  5D(flr,r)  +  @(fl,t?)  =  tnr  dnr.a 
und  ^{a,u  +  v)  +  ®(a,U'\'V)x=tQ(u  +  v)dn(U']'V)a  ist,  so  erJmlt  man 

^(a,u  +  v)  ^  ©(ir,ii)  +  35(Ä,r)  — ((S(c,t/  +  i?)  — 8(«,ti)  — @(ii,i;)) 

+  (tn (w  +  r)  ^^'^ (^  +  ^)  — tnwdnli  —  tut?. du t?).«, 
oder  auch 

3.  ©(o,  ti  +  r) 

=  ©  (fl,  n)  +  ©  (tf,  r)  +  II  (Ä'\  tn  ti  tn  V  tn  (w  +  r))  —  3lrc  Jaiig  (fh). 
Dasselbe  Resultat  findet  man,  wonn  man  in  der  Gleichung  (2.)  ka  statt  a, 
ku  statt  u,  kv  statt  t?  und  —  statt  des  Moduls  k  setzt. 

Setzt  man  in  den  vorigen  Formeln  ui  statt  u  uud  rt  statt  v,  wo- 
durch sich  ft»  in  — f|üt3^  verwandelt,   so  erhält  man 

4.  Ä(ö,  u  + 1?) 

CS  iSf(fl,fi)  +  Ä(a,r)+a(ÄMn'«tn'rtn'(ii+r))  — arctaog(f*,')i 

34 
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^S(u  +  r, «)  =  'Sji,  ä)  +  'S{v,  ä)  +  arc  tang  (Oj), 
'C(ti  +  r,  a)  =  'Cu,a)  +  'C(r, «)  +  arc  taiigCfiij), 
'Z?  (II  +  r,  a)  =  'D  (n,  a)  +  'j»  (r,  a)  +  arc  tang  (f/^), 

^__     fc^*  sn'fl  eil'  a  du'  a  sn  u  sn  r»  sn  {u  +  n) 
f^  "^    du^*a  CUM  CUV  cn(a  +  i;;-j- ^'*  ßu'-a* 

Man  erbult  auch 

Ä'*  Rii'  a  rn'  a  dn'  flr  «n  M  sn  t»  sn  fi/  -f.  t») 
"^  "^  eil'*  acu  M  CUV  i*ii(M  +  r) -f-sii'*  a  du  I«  dot;dii{M-j-t;)  ' 

und  da  on  11  cor  cn(ii  +  i?)  = ^-^— ^ "t,  so  verwandelt  sich 

der  Ausdruck  in 

^^  Ä*  A'*  sn'fl  rii'o  dn'a  SOM  8nrsn(f/-^i;)      - 

'^^  ""  du'*  a  du u  du  i;  dn  (m  +  i;)  —  Ä:'*""eH^  ^   ®' 

^__  fc*  k'^  Sil'  a  sne'  a  an  i/  sn  i;  fin  {xi  -|-  r) 

"•*  djiudai;  du(/i  +  r)  —  &'*suc'*a     * 

Setzt  man  in  den  vorigen  Formeln  ai  statt  a  und  tjüu  statt  1^3,  so  erliült 
man  endlich  für  die  Integrale  der  vierten  Classe  die  Ausdrucke 
'©  (u  +  r,  fl)  =  '8  (w,  a)  +  '@  (r,  ä)  +  5(rc  Jang  (jtxO , 
'g(ti  +  V,  a)  =   'C  (1/,  «)  +  'e(r,  /i)  +  9(rc  Sang  (^0 , 
'D  (w  + 1?,  a)  ==  '£)  (w,  a)  +  'iD  (r, «)  +  3lrc  %(x\\^  im)    und 

A'^turt  dna  sniisni;  sii(r/-f"V) 
f^*  *~"  du*  a  eu  11  lu  v  en  (m  +  v)  —  k'-  sn*  a* 

j  \r  4/  o  '  1  —  k'^  tn  a  tu  u  tu  i;  tu  (a  -J-v —  a) 

§.    137, 

Entwicklno";  der  IntO|>;raIe  aller  Classeu ,    wenn  ihr  Parameter  eiu  Biuom  19I. 

Nach  §.  12L  ist 
(5(a,ii4-r)  =  (3(M-}-r^a)4-«-eI(w  +  r)  —  (tt  +  r),el/i. 
Eben  so  ist  auch 

(B{a,u)  =  S(ii^  ö)  +  fl.elti  —  fi.elÄ    und 

(B{a,v)  =  3(r,  a)  +  a.elt?  —  r.ela. 
Subtrahirt  man  von  der  ersten  Gleichung  die  Summe  der  beiden  anderen, 
so  erhält  man 

@(^ti  + 1?)  =  ®  (fl,  w)  +  @(flit?)  +  «(el  (w  +  r)  —  elti — elr)  +  SlrcSang  (^2)» 
ivenn  man  für  ©(w  +  r^a)  —  @(ti,  a)  —  @(r,«)  den  Werth  9irc  Sang  ((x.) 
dem  §•  136«  gemiifs  an  die  Stelle  setzt.     Da  aufserdem  nach  §.65. 

el(ii  +  r)  —  elii  —  elr  =  — Ä^sntisnr  sn(fi  +  r) 
ist,  so  reducirt  sich  die  Formel  auf 
1.    S(fl,tt+iO==@(«^t')  +  @(fl/V)— «(Ä-sniisnrsn(ii+r))  +  5lrc5on3(^^^ 
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Da  (S(ii,ti)  +  @(a,ti)  = /i.Ä'snwsnc«/,  ^{a,v)  +  (B{a,v)=za.k^%nv%ntiV 
und  C («,  w  +  v)  +  8  (ö,  w  +  v)  ^  a.Ic  m (w  +«?)  8nc(M  +  v)  ist,  so  erhält 
man^    weun   die  Summe  der  beiden  ersten  Gleichungen  von  der  dritten 
subtrahirt  \?ird, 
(S(a,  v  +  r)  =  (!(«,«)  +  (5(11,  v)  —  (€(^/,t/  +  r)  —  0(a,tt)  —  ®  (of,  v)) 
+  n.  Ar^(8n  (w  +  r)  8nc(t/  +  r)  —  sn  ti  snoi/  —  an  v  sncr) ; 
nnd  wird  die  vorige  Gleichung  benu(zt|  so  erhalt  man 
^(,a,u  +  r)  =  ^{a,u)  +  ^{a,  v) 
+  fl.Ä^(8n(ii+t?)8no(tt4-r)  —  sntisncti  —  snr  snct?  +  8nfisnr8n(ti-|-r)) 

—  StrcSangfpta)- 
Der  die  c}  kuschen  Nodular -Functionen   enthaltende  Theil  dieser  Formel 
gestattet  noch  eine  namhafte  Zusammenziehung.     Nach  §•  38,  ist 
tn  (ti  +  v)  du  (tt  + 1?)  —  tn  w  dn  w  —  tn  t?  dn  r 
s=  Ä'^tntitnr  tn(«i  +  t?)  — A' sn  ti  sn  r  sn  (ti -|- <?)• 
Setzt  man  in  dieser  Gleichung  ku  statt  n,  hv  statt  9  und  -r  statt  des  Mo- 
duls ky  so  verwandelt  sie  sich  in 

8n(li  +  r)suc(w  +  r)  —  sntf  sncti  —  sn&sncv 
ssp  —  p  cnc ti  onc v  cnc (tt  +  r)  —  su  ti  sn  v  sn (w  + 1?), 

und  wird  dieser  Werth  in  der  vorigen  Gleichung  substituirt^  so  erhält  man 
2,       (£(«,  ti  + 1>)  Ä  g (o,  m)  +  S(«,  f^)  —  ^- (jfT cncii  cnc t?  cnc (tt  +  vu 

-r-^lrcSangCiEito). 
Da  ferner  ©(^r,  ti)  +  (5(fl,fi)  =  tnti  dnti.o,  5D(flr,r)  +  ®(fl,t^)  =  tnr  dnr.a 
und  ©(«,  w  +  ü) +  ©(«,  ti  + r)  =  tn  (11  + t')dn  (II +  r)/i  ist,  so  erhjilt  man 

£)(a,ii  +  r)55=  ©(ir,ii)  +  D(Ä,r)  — (©(c,f/  +  r)— @(ß,ti)  — @(Ä,t;)) 
+  (tn(ti  +  r)dn(ii  +  p)  — XnuAnu  —  tnr.dut?).«! 
oder  auch 

3.  ©(ät,  w  +  r) 

=  S>  (fl,  li)  +  ©  (tf,  v)  +  fl  (k'\  tn  ti  tn  9  tn  (u  +  r))  —  3trc  Sang  (jx.). 
Dasselbe  Resultat  findet  man,  wenn  man  in  der  Gleichung  (2.)  ka  statt  a, 
hu  statt  u,  kv  statt  v  und  —  statt  des  Moduls  k  setzt. 

Setzt  man  in  den  vorigen  Formeln  ui  statt  u  uud  vi  statt  r^  wo- 
durch sich  1^2  in  — ijütj'  verwandelt,   so  erhalt  man 

4.  S{a,  u  +  r) 

s=  «(fl^fi)  +  Ä(a,r)  +11  (*Mn'titn't?  tn'(ii  +  r))  —  arc  taog(f*,')i 

34 
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5.  C(a,  II  +  r) 

=  C(ajü)  +  C(a^v)'{-a\^—^^^*^  cnc'r  cno'(ii-|-r)) +arctaDg(fitj'), 

6.  D(a,u  +  v) 

=zD(ayU)  +  D (a, r)  —  a  (k'-  sn' u sn' v  sn'  (u  + 1?))  +  arc  taog (jXj' ) , 
und  ia  diesen  Formeln  ist 

,  k*  m*  u  sii^ V  sii^  /^K  +  v)  sn  q  rn  g  du  q  l-^  k*^  m' u  m' v  %ii'(u'\'v)  sn  a  snrq 

f^^  cu'm  cn'i;  fii'(ii  +  r)  ilii*  a  -|-  /c'  sii*  a  i\i\'  u  dn'  v  dii'(M4-  lO  —  ^"^  S"C*  a    * 

welche   Grufse  sich   also  von  jü^j   dadurch  unterscheidet^   dafs   die  beiden 
Modul  k  und  k'  mit  einander  vertauscht  sind. 

Setzt  man  in  den  drei  ersten  Formeln  ai  statt  a,  indem  man  zu- 
gleich k  mit  k'  vertauscht,  wodurch  sich  ^k^  in  i{Ki    verwandelt,  so  hat  man 

=  'Ä  {a,  u)  +  'S  (a,  v)  —  arc  tang  (/x/ )  +  a  (Ä'^  sn'  ii  sn'  v  sn'  (ii  +  r)), 

8.  'C(«,w  +  t?) 

—  cnc'«  cno'tJ  cno' («  +  »)}, 

9.  'D(a,u  +  v) 

=  'Z>  («,  m)  4-  'D(a,  V)  —  arc  tang  (f/-/  )  +  a  (Ä'  tn'  u  tn't)  tn'  (« + r)), 

,  fc'*  su' u  Sil'  ji  sii'(ii4-i')  '"«  J"«       __    fc'*  sii'm  Sil'  t»  Sil'  (m  +  v)  In  a  da  a 

'^^  du*  a  —  &'*  ni'M  fti'  i;  cii'  (« -f-  vj  su»  a    ~"  "1  —  dii'udii'i;du'(M  +  «J8ii*a     * 

Setzt  mao  in  diesen  Formeln  endlich  ui  statt  u  und  vi  statt  t^^  wodurch 
sich  Hl    in  — (Ht  verwandelt,  so  hat  man 

10.  '@(tf,  «  +  r) 

=  '®  (a,  ü)  +  'S  («,  o)  —  « (Ä"  tn  M  tu  y  tn  (m  +  v))  +  9(rc  $an(j  (jmO, 

11.  '(5(rt,tt+») 

=  '(S  (Ä,ti)  +  'd  («,  r)  +  «  (|r  cnc  h  cnc  r  cnc  («  +  »))  +  9Cw  Sang  (fl^\ 

12.  '©(«,«  +  ») 

=  '£> (o, «)  +  '© (a, v)—a (&-  sn tt  »n o  sn (u  +  r))  +  9(rc Sang (|i*J, 
und  in  diesen  Formeln  hat  ^i  dieselbe  Bedeutung ,  wie  in  $.  136. 

§.    138. 
Eulwickluug  der  liilegrale  der  zwriteu  Chlsse,  M'eiiii  sowohl  ihr  Argnineiit,  als  auch  ihr 

Parameter  ein  Biiioui  iüt. 

Es  ist 

©(«,«)  +  e(t',i) 
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Sotzt  man  hierin  ti+f  statt  u,  u  —  v  statt  r^  a  +  A  statt  a  und  a~.6 
statt  hy  so  erhsilt  man 

@(ti  +  r,«  +  *)  +  @(ii— r,a—ft)  =  (ti  + r).H(a  +  Ä) +  (?/—!;). el  (II— *) 
— J  [Im  (w+r+a+ J)  +  Im  (ii-r+a-ft) — Im  (ii+i?— «-*)  —  Im  (n-r-a +&)]. 
Da  nun  aber 

ist,  so  erhalten  wir 

Im  Cm  +  I'  +  «  4"^')  "^  ^'"("  —  »'-f~g  —  ^) 
2 

=  Im  (tf  +  «)  +  Im  (»  +  *)+  log  /(!—*'  8«'  («  +  «)  «n'  (« + *)), 

\m{u-\-  V  —  a  —  h)  +  Im  (>/  —  «—  a  -f- ^) 
■""      2 

:=  Im(tt— a)  +  lm(»  — J)  +  Iog/(i-F8n'(tt— «)8n'(i>  — J)), 
und  werden  diese  Wertbe  suhstituirt ,  so  verwandelt  sich  die  Torige  Glei- 
chung in  @(M  +  r,«+J)+e(«-r,«— ft) 

=  (»+r)ei(«+5)+(u-.)ei(a-^)+iogt/;:^::;:(— ;^i;i^ 

—  (lm(t»  +  a)  —  lm(«  —  ö) 4-  •»" (»  +  h)  —  \ta(v—b)). 
Da  ferner 

—  (Im (m  + a)  — Im (M  —  rt))  =  —2«.  61«+  2B(u,a)   und 

—  (Im(»  +  J)  — Im(»-*))  =  —2v,e\b  +  2e0>,b) 
mt,  so  erhalten  wir  durch  die  Substitution  dieser  Werthe 

(£(«  +  «'?  «  +  ^)  +  v3(m — r, « — b) 
s=  (M  +  »)  el («  +  *)+  (M— c) el(«— i)  —  2«  ela— 2r elÄ 

Da  2ii  =  (ti+i?) +  (w— t?)  und  2r  =  (w  +  r)  — (w— r)  ist,  so  ISfst  sich 
rfpr  Thoil  dieser  Formel,  welcher  die  Modular-Iotegrale  der  ersten  Art 
enthält,  auch  also  darstellen: 

(w  +  r)[el(ii  +  ft)  — elö  — el*]  +  (tf— r)[el(Ä— *)  — ela  +  elÄJ. 
Da  aher   el(a+*)  —  ela  —  e\b  =  ^ k^  sna  snb  fin(a  +  b)  und  also 

el(a — b)  —  ela  +  el6  =  -{' k^  suasnbBn{a — b) 
ist,  so  reducirt  sich  die  vori{;e  Gleichung  auf 

I-      <Biu  +  v,a+b)  +  e(M^r,a— J) 

=  2@(f/, a)  +  2e(v,b)  +  log  l/!-"r/"I[^^T"^/"lf"7M^. 

—  /r^8Da.snft.[(^  +  ^)8Q(tf+6)  —  (t* — r)sn(a — *)]• 

34» 
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Yertauscht  man  in  dieser  allgemeinen  Formel  a  mit  b,  oder  auch  u  mit  r^ 
80  erhalt  man 

(S(tt  +  ^^^+*)  —  ©(«* — ^f^ — *) 

=  2@iv,  d)  +  2@(f/,  h)  +  log  l/!'"''^^\^'^7i";f'^Tfj 

—  A:-  sn  a  sn  i .  [(w  +  v)  sn  (ä  +  J)  +  (w — v)  sn  (« — J)] , 
und  wird  diese  Gleichung  zu  der  vorigen  addirt,    so  entsteht 

2.      ®  (ti  + 1%  a  +  *) 
=  ®(w^ö)  +  ®  C*'^  ö)  +  @(«'>  *)  +  @(«^.  ^)  —  (w  +  «0-(Ä'snÄ  snÄ 8n(a  +  ft)) 

+  *^g  r  Vi  _  jt2  s„2  (m  +  a)  SU»  (u  +  Äj  •  1  -  fc»  SU»  (v  +  o)  SU»  (m  +ä;/  • 

Setzt  man  in  dieser  Formel  &  =  0,  so  reducirt  sie  sich  auf 

3.        ®(ti  +  r,ö) 

e/        \     i    /^/        Nil       i//l  —  Ä»  SU»  u  SU»  fji  —  a)     1  —  X»  SH»y/sn*  fv  —  a)\ 

und  es  ist  mithin  auch   die  im  §•  136.  vorkommende  Gröfse  (12  ausge« 
drückt  durch 

was  mit  der  Formel  (10.)  im  §,  44«  übereinstimmt. 

Setzen  wir  A  =  0  in  der  Formel  (1.),  so  wird  sie 

Setzt  man  aber  in  der  Formel  (L)  V'j=zO,  so  erhält  man 

5.  @(to«+*)  +S(«^«— ft)  =  2^{ii,a) — t/.A''sntf8nd(sn(ii-f ^) — 8n(a— *)) 

Will  man  diese  Formeln  auf  cj  klische  Integrale  übertragen^  so  mufs  man 
den  logarithmischen  Ausdrücken  zuvor  folgende  Form  geben: 

,   ^ |/t— A»su»7>su-(f/  — ff)    ^      ^        / 2k^^i\^h.A.B \ 

'^gri-.Ä:*bn*Äsn^(tt  +  a)    "   "^^^  ^**"3  Xf»*  — ^*  sn*  6.(-4-+ü')/» 

worin  «4  =  cnadnasni^^  /?=:cnti  dni^sn/i  und  Ps::  1 — A'^sn^risu^u  ist, 

so  dafs  sn(ii  —  «)  =  — ^—   und  sn(w  +  a)=: — i—   ist« 

VVir  formen  den  in  der  Gleichung  (2.)  enthaltenen  logarithmischeo 
Ausdruck  noch  um.     Setzen  wir 
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a+(3=ss« — a,    also    »=— ^ — j ,    sowt    a — a'=  0, 

a — ö=r--*,    --     ßgg"~"^"      ,     -  -     a  +  a'=M  +  »  — a — Ä, 

a'+ß'=«-^    ..    a'=iii^J^^^     --     ß-ß'=-(«-*), 

a'-ß'=r-«,    ..    ß'= 'iillii'Lll^,     -.     ß  +  ß'=:u-t>. 
Da  nun  naoh  $.42.  »t 

1^  \1  —  fc*  sn*  (a  +  a'J  sii^  (a  —  «')  '  1  —  ^-»  sii«  {ß  +  ß')  sii*  {ß—ß')) 
|//U-Jt^n  (tf  -f  .j)  sn  f«  —  /g)  Sil  f«^4- /gp  Sil (cg^—  ß') 
^=   r  Vi  —  ifc*  Sil" («+«')  Sil  («  —  «';  so  (/?+/?')  811  iß  —  ß')  • 

'SO  erhalten  wir  durch  Substitution  der  vorigen  Wertbo  die  Gleichung 

V  1  — Jk»  sü^{u  —  v)  SU»  (a  —  Z») 

vr(l — k'sn(u — ä)»n(v  —  b)  8n(f/ —  i)8n(t? — «)). 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  — a  statt  a  und  — b  statt  i^  so  erhalt  man 
eine  neue  Gleichung^  und  ypird  die  vorige  durch  dieselbe  dividirt^  so  entsteht 

6.  @(M  +  r,  a  +  b) 

=  @  (if,ii)  +  @  (w,  b)  +  @(i%a)  -}-  @  (r,  Ä) — (w  +  tO  (Ä^  sna  sn  ft  sn  (a  +  *,) 

,    I       ^/l—  fc»  sn(i<  —  q)  Sil  (u  —  h)  sn  (v  —  a)  sii  (i;  —  b) 
**"      ß  1^  1  — ^•»  so(«+fl;su(u4-Tjsii(i/  +  a)8ii(i;  +  6 j  * 

Werden  die  vorigen  Werthe  im  zweiten  Ausdrucke  des  §.42.  substituirt, 

80  findet  man 

7.  S(u  +  v,a  +  b) 

=  e(ii,a)  +  @(i/,*)+®(r,«)  +  e(i^J)  — (ii  +  r)(Ä'sniisn&»n(a  +  &:) 

I    I       I /sn  (u  —  a)  Sil  f  i;  —  h)  —  sn  f u  ~  b)  sn  f  v  —  a) 
*        S  r  su^ii + 6)  so (y  +  a)  —  sn ( u-j-  o)  Sii'(t;  +  6) * 

Wir  übergehen  die  Aufstellung  der  Ausdrixcke  für  das  Cosinus-  und 
Differente*  Integral^  welche  sich  leicht  aus  den  vorigen  herleiten  lassen. 
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Erste  Art  der  Ber«ciiiiniig  von  — ■ — = ,  ifeno  amu  uud  ama  liebst  dem 


§.   139. 

Im  Co  +  ")  —  Im  f /i  —  u) 
2 
Modul  A'  <]c<*^<'Immi  sind. 

Bei  der  Berechnung  des  Integrales  @  (w^n)  =  m. ela  —  ^  ^   ^^^7"  "^'"'^^ 

kommt  es  hauptsächlich  auf  die  Berechnung  der  Differenz  '"^°+"^'"  '»(^-"»*) 
aus  ami#^  ama  und  dem  Modul  k  an.  Man  kann  nun  zwar  aus  den  drei 
gegebenen  Gröfsen  am(ff  +  w)  und  +am(a  —  u)  berechnen,  und  hieraus 
findet  sich  dann  Im  (a  +  ii)  und  Im(a  — n),  nach  den  im  §•  87.  und  §.89. 
angegebenen  Vorschriften;  aber  dieses  Verfahren  ist  nicht  mehr  anzu- 
wenden, wenn  eine  der  beiden  Gröfsen  a  und  u  imaginär  ist,  das  zu 
berechnende  Integral  also  entweder  zur  ersten  oder  dritten  Classe  gehurt 
oder  von  cyklischer  Natur  ist.  Es  mufs  also  ein  Verfahren  der  Berech- 
nung entwickelt  werden,  welches  auch  dann  anzuwenden  ist,  wenn  ent- 
weder das  Argument  des  Integrals  oder  sein  Parameter  imaginär  ist.  Lei- 
ten wir  aus  dem  Argumente  u  und  dem  Modul  k  die  immer  kleiner  wer- 
denden Argumente  tii ,  a/2 ,  u^y  u^  etc.  mit  den  noch  viel  rascher  abneh- 
menden Moduln  kiy  kij  k^y  ki  etc.  nach  §•  58.  her,  so  ist,  wenn  die  am 
angeführten  Orte  gebrauchte  Bezeichnung  auch  hier  angewandt  wird, 

m^  m,  m,  m^ 

Leiten  wir  nach  demselben  Verfahren  aus  dem  Parameter  a  die  immer 
klc^iner  werdenden  Parameter  A| ,  1I29  a^y  a^  etc.  her,   so  ist  auch 

^_      <I  I  _      «a      ,  0$     ^^      O^     ^^ 

f /l  I  TW  2  IW  s  m  ^ 

Aus  dipson  beiden  Gleichungen  erhält  man 

„+u  ^  ^i-±^  =    Jii±^  =  ^^i±^  =  ^iL+^  =  etc., 

/Wj  7/1^  IHj  m^  ' 

7/1  j  m^  77?  5  fn^ 

Woopfi   «Heser  Gleiclinngen  ist  aber  nach  §.  87. 
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+  ^'°gl+dn(.!-a.)   +   ^*°-> 

wenn  sich  die  in  diesen  Reihen  vorkommenden  cyklischcn  DlflPerenten  auf 
die  sich  rasch  verkleiuerndeo  sucoessiven  Modul  ki^  k2j  k^^  k^  eto«,  wie 
im  §•  87.,  beziehen. 

Wird  die  untere  Reibe  von  der  oberen  subtrabirt,  so  erhält  man 

ln.(a+u)-\^(a-„)  ^  ^ . ^ „  ^  ,       |/l±!W'i;^)  +  O log  l/I±^l^ 
2  A  '        *»  »^  l+da(M4-o)    *  '^  I+<JnC"i  +  *»i) 

Bezeichnen  wir  die  Summe  der  lo^arithmischen  Glieder  dieser  rasch  con« 
vergirenden  Reihe  durch  U»  so  haben  wir 

%Vir  entwickeln  nun  die  einzelnen  Glif^der  der  Reihe  U.     Nach  §.  33.  ist 
'»Sl'l^^f^  =  a«S«„9(|^)_a„Sa„9^^:)  Ode,  auch 

indem  man  a  mit  u  vertauschen  darr,  ohne  dafs  der  Ausdruck  auf  der  lin- 
ken Seite  dadurch  geändert  wird«  Hiernach  ist  also  zunächst,  wenn  a<Zu 
angesehen  wird, 

und  wenn  a^u  ist,  so  wird  man  in  dieser  Reihe  durchgängig  a  mit  u 
vertauschen. 

Die  negativen  GHeder  dieser  Reihe  gestatten   noch  eine  einfachere 
Darstellung.     Da  nämlich  nach  Formel  (20.  §•  53.) 

tnf*=  (l  +  Äi).T^^     und  also  auch     tn«  =  (14-Äi)-t-'-^  ^^^9  ^^  "*^ 

dn  r/ ,  tu  a ,         iiia  .  dau^Ano^  in  tt , 

' — s- — !-  =  ; — ,     eben  so     -; ^-- ^  =  ; '  u.  s.  w. 

Wird  hiervon  Gebrauch  gemacht,   so  ist 

U  =  ätcS.nä(|^+23(tc$an9(;^)++arcSan9(=^)+83(rcSa«9(;ii;)  +  «lc. 

-«'«S«»9C^)-'««S«"!)e)-*ä'«S«"3(l^")-«ä"'^«"9CH-:)-««"-' 
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woraus  zu  ersehen,  dafs  dieselben  hyperbolischen  Arcus ,  welche  im  ne« 
gativen  Theile  der  Reihe  vorkommen,  mit  Ausnahme  des  allerersten^  auch 
in  dem  positiven  Theile  der  Reihe  enthalten  sind;  wodurch  die  Rechnung 
ungemein  erleichtert  wird.     Setzen  wir  zu  noch  grör»erer  Abkürzung 

=^«"3f*  =  5;^7t;n:»    ^mi^^-=-ür^,    $an3^=j;^,    Sang^^^;^  etc., 
80  haben  wir  die  folgende  einfache  Darstellung: 

1.      U=(fÄl— fX)+2(|üt2— fAi)+4(fX3— fX2)+80^4— (^^^ 

und  es  handelt  sich  nur  noch  um  die  Feststellung  eines  Mechanismus  der 
Berechnung  der  Grüfsen  [i^  (ii,  (I2,  fij  etc.  oder  auch  ihrer  hyperbolischen 
Tangenten. 

Wir  leiten  zunächst  aus  amii  =r  (p,  am  n  =  a  und  dem  Modul  k,  in- 
dem wir  A  =  1^(1— Ä'  8in'^)  und  A'=  /(!—&'  sin^a)  setzen,  die  Gröfaen 

A  A' 

her.    Da  tnwi=  — ^.tnw  und  eben  so  auch  tniiis= — ^.tnn   ist,  so   ist 


m 


!ü^  =  ^.llli[,    also 

A' 
ZaixQ  iiz  =  -^  .  ZatiQ  (Xi ,    eben  so  ist 

a;   fl, 

A' 

A' 
Sang/t^  =  •^.  Jongf^t* 

U.    8.    W. 

Die  erste  dieser  Grüfsen  ist  Jonaai  =  — ^=  ,    ^     ,  und  hieraus  fin<Iet  sich 

^^^         tu  14         taiiffoc  ' 

SougfA  =  ^.JangjEXi. 

Die  Berechnung  der  Grüfsen  ßy  fi^ ,  |7.. ,  |ü^  etc.  geht  also  sehr  ein« 
fach  von  Statten,  wenn  man,  falh  a  und  u  beide  reell  oder  beide  imagi- 


ZwSlft^rAhiehnitt.      $.139.  273 

nur  sind,  eine  Tabelle  der  Logarithmen  der  hyperbolischen  Fonofionen 
SU  Hulte  nimmt.  Da  fiberhaupt  Jang  |eä^4.i  =  ^ .  Song  jix,.  ist  und  bei  eini- 
ger Gröfse  von  r  (etwa  ^=4^  bei  einer  Rechnung  mit  zehn  DecimaU 
Ziffern,)  schon  A,.  hinlänglich  genau  ^=r\y  also  auch  A'^=  i}  wird,  so  ist 
dann  Jongpt^^.!  =  Sangftr»  oder  jpt^^i  ==  fXr.  Die  Grüben  fit,  {Xi,  ;;<>,  ij^^ 
fjt,^  etc.  nahern  sich  also  sehr  rasch  dem  Verhältnisse  der  Gleichheit,  und 
eine  Folge  davon  ist,  dafs  die  Reihe  (1.)  sehr  rasch  oonvergirt.  Bei  einer 
Rechnung  mit  ^ehn  Decimalziffern  ist  schon  das  Glied  16  ((As — 1X4)=  0« 

Da  Jang  fi^^  =  ^j^  =  ^,^,^„-(^^y  wt,  wenn  r  c^rofs  genug  genommen 

wird  und  a^  =  t)a,    wie  auch  ti^  =  t)ti  wird,    so   nähert   sich  2anQ(Ar  bei 

der  Yergröfserung  des  Index  r  sehr  rasch  dpr  Grenze  Jül^HS^^ 

Wenn  am  a  ^  am  ti  ist  und  die  Grüfsen  a  und  u  beide  reell  oder 
beide  imaginqr  sind,  so  hat  man  in  den  vorigen  Formeln  nur  a  mit  u,  (P  mit  a, 
also  A,  Ai,  A2,  A3  etc.  mit  A',  A'^ ,  A'^,  A3  etc.  zu  vertauschen» 

Das  Yerhaltnils  ^  wird  nach  der  Formel  ^=  1 — /  im  §•  84.  be« 
rechnet  und  die  Grüfsen  a  und  u  hat  mau  nun  nach  den  im  §.  58.  und 
seinem  Zusätze  entwickelten  Formeln  zu  berechnen,  weil  dieselben  Hiilfs- 
grüfsen  dabei  angewandt  werden,  welche  zur  Berechnung  der  Glieder  der 
Reihe  U  dienen. 

Anmerkung.     Setzt  man  den  Gleichungen  (3.)  noch  die  zur  Be« 

rechnung  von  (ii  dienende  an  die  Spitze,  so  sind  sie 

A'  A'  A' 

Sangfitx  =  ^-5andf^>  $angfi2=;^.ScingjXx,  Sang iüt3=^. Sang jüIj  u.s.w. 

und  hiernach  werden  nun  alle  Grofsen  SangjXi,  Zan^fh^  Sangftj  etc.  aus 

der  ersten  Sang  fi  =  i7>^V(l- !k^  liü"^  "^^^  ®'°®^  *'^^  8^°*  gleichblei- 
benden Gesetze  berechnet. 

Da  Sanatt  =  -^^. — ^  ist,   so  wird  man  die  Grüfsen  ©'  und  a/ 

nach    den  Formeln   tang?)'  =  piS^    "°^    teng»'  =  FÜS^  berechnen 

und  dann  ist,  wenn  a  und  u  beide  reell  sind, 

^  cos  CD     cosa^ 

Jr*  jCOSy'     cos« 

Zugleich  ist  dann  ,,  ^^ 

A=-T-5    und    A'c=-T — ;. 

»mar  sina' 

35 
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§.    140. 

Erste  Art  der  Berechnung;  der  Integrale  @(i/,  a),  (S(i/|0)  nnd   2)(i/^a)  unter  Beschrfinkaug 
auf  den  Gebrauch  der  gewöhnlichen  Tafeln. 

Da  das  Integral  6 («, a) r=  u. ela-  '"'^'^^"^  ~ '" ^'=^  Ut,  sobe- 
steht  seioe  Berechnung  aus  drei  getrennten  Acten.     Setzen  wir 

ela=^.a  +  3t       und  ^  \^ — ^^ i  =  — .aw  +  U, 

so  int  ti.ela=  ^./iii  +  ?(*^  und  es  hebt  sich  also^   wenn  dieser  Werth 
substituirt  wird,  noch  ein  Glied  auf,  da 

1.       @(w,a)  =  9(.M— U. 
Wenden   wir  nun, dieselbe  Bezeichnung  an,   wie  im  §.  139.   und  setzen 

amu  =  (p,  ama  =  a,  tangCp^  =  -7- und  tanga'  =  77- ,  also 

^         cos  Gp  A  /        COS  a         o^  cos  op     cos  a' 

smy"  enia''  ^  »^         cosy'    rosa  ' 

80  ist,  dem  §.  86.  gemsi&, 

2.       a  =  A'  i/CüLZl^L^A^nn)   ,  2 ^^.  ^(m,-A;)(A;-;t,) 

+4.A'  i/(>^a-A;)(A;-70     g^^,  ^^(m3-A;)(A;-i,,)  .  ^^^^ 

Der  Factor  u  giebt  eine  von  den  Formeln 

!•    f  ^\              '    t7>    (   ^'"i           -^'''■»             2m,             2m.  \ 

sm  (*]  ti)  =    siu  (p .  l      .\  .  — -rrÄT  • r"Ä~  • r  a    ••••)> 
^'                                 \m  +  A    m^+Ai    m,  +  Aj    m^  +  A,  /' 

/,,    /  '^A  2A  '^A  2A  \ 

CO.(,»)=      CO.?>.^.;^.•;;-^^.■;;^^^.--j-^....), 
..■.g(,»)=u,,g<t..(A^    .    A.     .    -^     .    :^     ....). 

Die  Berechnung  des  Parameters  a  aus  ama  =  a  ist  der  Formel  (!•) 
gemiifs  nicht  mehr  nuthig.  Will  man  ihn  jedoch  berechnen,  so  geschieht 
es  auch  nach  den  Formeln  (3.)  und  man  hat  zu  dem  Ende  nur  a  für  u, 
a  für  (P  und  A',  A;  ,  a;,  a;,  A^  etc.  für  A,  Ai,  Aj,  A3,  A4  etc.  in 
jenen  Formeln  zu  setzen. 

Das  Glied  U  giebt,  wie  im  §.  139.,  die  Reihe 
4.       U  =  ({J^i—(i)  +  '2((i2—(ii)  +^((1^—112)  +  S((i^—(ij)  +  etc. 
Die  Modular- Zahlen  oder  Modular- Brüche  sind  dieselben,  wie  im  §«56.; 
auch  t]    hat   hier  dieselbe   Bedeutung,    wie    am   angeführten    Orte.      Die 
Grüben  A,  A^,  A2,  A3  etc.,  ferner  A',  A;  ,  A^,  A',  etc.  und  fÄ|,  (üi^, 
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f^3i  f/'4  etc.   werden  naoh  den  im  §.  139.  und   in  der  beigefugten  Anmer« 
kung  angegebenen  Formeln  berechnet. 

Wenn  a  >>  (p  ist,  so  wird  man  alle  von  a  abhängigen  Gröfson  mit 
den  von  (p  abbüngigen,  jedoch  nur  in  der  Reihe  (4.),  oder  eigentlich  in 
den  Formeln  (3.)  des  §•  139.  vertauschen,  da  U  eben  so  von  a  als  von 
(p  abilängt. 

Da  nach  §.116.    d  (u,  ä)  =  A^  sn ^  snct^  .u  —  (S  (if^  a)    und 
©  (ii,  ö)  =  tn  a  dn  a .  II  —  S  {^u^  a)  ist,   so  erhalten  wir 

5.  d  (II,  a)  =  (je  sin  a  sin  a'—  91)  u  +  U, 

6.  ©(!/,«)  =  4^  ~a).ti  +  U. 

^  sin  a'  /         ' 

Setzt  man  ^=^7,  so  ^ird  U  «=  0,   ti  =  £=i^,  also  ist 


C  (Ä,  fl)  =s  ia-  (Ä'  sin  a  sin  a'—  9() .  - , 


§.    141. 

Erste  Art  der  Bererliuuog  der  Integrale  S{u,  a),  C(u,  a),   D(i/ya)  unter  der  Besebränkniig; 
anf  den  Gebrauch  der  gewöhnlichen  Tafelo. 

Um  die  Ausdrücke  für  die  Integrale  der  ersten  Classe  zu  erhalten, 
brauchen  wir  in  den  Formeln  des  §•  140.,  welche  a  enthalten,  nur  at 
für  a  zu  setzen,  wobei  die  Gröfsen  A',  A'^,  A^,  A^,  A'^  elo.  reell  blei- 
ben. Setzen  wir  nun  wieder  am  ti  =  (p  und  am'a  =  a,  so  wird,  wie  vor- 
hin, wenn  tang(p'=  p^;;^  und  tanga'=  ^^^^  gesetzt  wird, 

A  =  -^^  ,      aber     A'  = 


bin  q>'  y  eina' 

Die  Formeln  (2.)  im  §.  139.  und  auch  die  Modular- Zahlen  bleiben 
dieselben.  Die  Grßfsen  y,  aber  werden  snmmtlich  imaginär.  Setzt  man 
aber  i^L  flir  fx,  i\Li  für  f^i,  il^z  für  y^  u.  s.  w.,  so  wird  y  durch  die  Formel 

Xc^coso)       .         .      , 

tangu  =  7-.smasma' 

*  "  cos  (p' 

bestimmt. 

35  • 
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Ferner  ist  nun 

tang^i  =  -^.tangfn, 

tangfij  =  ^.tang|Mi, 

tang/K,  =  ^.tangjt/tj, 

tang^  =  2^.tangia, 

u.  s.  w. 

Die  Formel  (1.)  des  $.  140.  wird,  wenn  man  Ai  flir  ^  und  üi  für  U 

setzf, 

S(u,ä)  ==  ^.M—  17,  also 

unri  für  die  io  diesen  drei  Formeln  vorkommenden  Gröfsen  A  und  17  hat 
man  die  Reihen 

4.4A'  t/fA;-»«,)(A;-n,) _^      ^(A^-^(A^-^)    ^^^^  ^^^^ 

£^  =  (fii— ft)  +  2(f*,— |üii)  +  4(|tt,— (*,)  +  8((A«— (*3)  +  etc. 
Setzt  man  (pssir,  also  m  =  1C,  so  wird  £/^=sO  und  es  ist  also 


V 
Die  Berechnung  des  Factors  u  aus  (Pk  am  ti  ist  dieselbe  wie  im  $•  140. 

$.   142. 

E»le  Art  der  Bcrecliaung  der  Integrale  ^S{u,a),  ^Q{u,a)f  '^(i#,  a)  unter  Bescfarrmkoog 
auf  deu  Gebrauch  der  gewöhnlichen  Tafeln. 

Vertauscht  man  in  der  Formel  (1.)  des  $.  140«  den  Modul  k  mir 
dem  Modul  k\  wodurch  sich  diese  Gleichung  verwandeln  mag  in  <3^(uja) 
s=  ^*.u — U^i  so  hat  man  hierin  noch  ai  statt  a  und  ui  statt  u  %u  setsru. 


Zwölfter    Abschnitt.      §.  142,  277 

Die  Modular- Zahlen  sind  nun  aus 

!•      171  =  1     und    nssk 
jsu  berechnen  nach  den  Formeln 

Wi  =  — y-  9         nh  =         2        >         '^^  —         2  ^*^* 

»1  =  /■(»»»)  9         »2  =  ^(wiiiO,        iij  =  ^(n^fh)    etc. 
Setzt  man  at  statt  n  und  tii  statt  u,  wodurch  sich  ^(3^(Ujä)  in  ^@(u,ä) 
und  31'  in  i'^^  ferner  U'  in  — 'U  ändert,  so  haben  wir  zunächsl 

2.      '®(t(,ö)  =  _'3(.ti  +  U 
Ferner  verwandelt  sich 

A  in  A=/(l+A-'^tn'tt)      und      A'  in  A'= /'(1+Ä'»tn*ii). 

Setzt  man  also  am  11  =  0  und  ama=a.  ferner  tan£(P's=-; und 


tanga'=  rr: ,  so  ist 


A  =  .4-T      und      A'  = 


sin  (p'  sin  a^ 

Die  frühere  Gröfso  fit  wird  berechnet  nach  der  Formel 

Janga  =  — .-x-.       oder       Zanau  =  -r---; — >. 

•^  "^  611  u    A'  ^ "  siücp  Bin  y' 

Berechnet  man  hieraus  die  Gröfsen  A^,  A29  A3,  A4  etc.,  ferner  A' , 
A,  9  A3  y  A\  etc.  und  auch  noch  (iiy  (i^y  (i^y  fi^  etc.  nach  den  im  §•  139« 
angegcbouen  Formeln,  so  erhalt  man 

'2(  =  A' •  ]/(^'—^)(^'-^)   I  2. A'  . i/^i-^i)C^i— ^i) 

'U  =  (fit— f^O  +  2(wx— f^.)  +  i((i^,—(i,)  +  8(fÄ3-iX4)  +  etc. 

Wenn  (p<Co&  i^t,  so  wird  man  in  den  Formeln  fiir  Sang|X|  San()|üt|, 
2an^(i2  etc.  a  mit^,  A'  mit  A,  A',  mit  A^,  A',  mit  A2  etc.  vertauschen, 
oder  (i'{'  iTfi  statt  (i,  (ii^^Tri  statt  f^i,  ßi-^-^Tri  statt  (I2  u.  s.  w.  setzen, 
da  dieses  mit  jenem  auf  Eines  herauskommt.  Der  Factor  n  wird  aus 
am  fi  =  (P  nach  den  im  Zusätze  zu  §•  58.  angegebenen  Formeln  am  he« 
quemsten  berechnet,  wenn  man  auch  in  ihnen  k  mit  k^  vertauscht. 

Für  das  Cosinus«  und  DilTerente» Integral  erhält  man  die  Ausdrücke 
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Zusatz.  Der  Grad  der  Convergenz  aller  im  $•  130  —  §•  142.  ent- 
wickelten Reihen  hunot  gar  nichl  von  der  Grüfso  der  Amplituden  (P  und  a, 
sondern  lediglich  von  der  Gröfse  des  Moduls  ab«  Die  im  §•  140.  ent- 
wickelten Reihen  convergiren  desto  rascher,  je  kleiner  der  Modul  k  ist, 
und  die  so  eben  entwickelten  Formeln  convergiren  desto  rascher,  je  gro« 
fser  der  Modul  k  ist.  Ist  daher  in  jenen  Formeln  der  Modul  k  wenig 
von  Eins,  oder  in  diesen  wenig  von  Null  verschieden,  so  wird  man  die 
Integrale  der  zweiten  Classe  auf  die  der  vierten,  oder  diese  auf  jene  zu- 
rückführen. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  elas^a-f-Sf^  at  statt  a,  indem  mau 
zugleich  den  Modul  k  mit  k'  vertauscht,    so  erhalt  mau 

Also  ist 

el«  +  Sl'«=(|+|)«  +  91+'5(  oder  £|  =  (| +  |^-l)«+3l+'31. 

Da  aber  ^  +  ^  —  ^  =  2KK'  ^**'  *^  ^* 


9t  +  '?t  = 


siu  a  71  a 


sin«'         2ÄÄ'' 

wenn  amii=a  und  amGa=sa  gesetzt  wird. 
Vertauscht  man  auch  iu  der  Gleichung 

lni(q  +  M)  — iHi(a--u)  E  ,   ,, 
2 ^ —  ~   :^  ^^  +  W 

den  Modul  k  mit  k',  iudem  man  ai  statt  a  und  ui  statt  u  setzt,   so  ver- 
wandelt sie  sich  in 

2 —  ]^«*+  II; 

daher  ist 

Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  reducirt  sich  nach  §•  72.  Formel  (5.)  auf 

au  +  31rc  2ancj  (•""  •"")  J  daher  ist,  wenn  amii  =s  ^  und  amoti  =  (f)'  ge- 
setzt wird, 

'  ^  \  «IU  a'  siu  qo'  /        2  ÄÄ' 

Hiernach  erhalten  wir  für  die  Integrale  der  ersten  Classe  auch  die  Ausdrucke: 
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©(„,«)  ==  (j!!L^__/2l).«+ai-2(rcJan9C-|!^.$^l 

^M  ='a.«-'U+ar<j,»9Cw.£|;)! 

und  auch  in  diesen  Formeln  ist,  wie  in  den  vorigen ,  u  naoh  den  im  Zu- 
sätze zu  §.58.  angegebenen  Ausdrücken  zu  berechnen  aus  amti^CP,  in- 
dem man  in  den  genannten  Ausdrucken  k  mit  k'  vertauscht  ^  damit  die 
Modularzahlen  mit  den  vorigen  dieselben  seien«  Die  Formeln  am  Schlüsse 
des  §.  140.  verwandeln  sich  jetzt  in 


®(*i«)=(^ -'«)*■■ 


na 


D(jii;o)  =  'a.JC+g. 

Das  Argument  a  ist  ebenfalls  nach  den  im  Zusätze  zu  §•  58.  angegebenen 
Formeln  zu  berechnen. 

Umgekehrt  erhalt  man 

^  ^    -^  \  8111  a'    /  '  '^  xsiua'sinqp'/' 

'il^u,a)  =  (2(-Ä^sinasinaO.«-U  +  9(rcSan9(^!;^ 

§.    143. 

Erste  Art  der  Bereehnon«^  der  lute^rale  ^S(ii,  a),  'C{u^a)^  ^D(u^a)  nnter  BeschriUikiiiig 
auf  den  Gebrauch  der  gewüholichen  Tafelo. 

Nehmen  wir  wieder  dieselben  Modular- Zahlen  wie  im  §•  142. , 
und  setzen  ai  statt  a,  wodurch  sich  ^^  in  i/A  und  'U  in  i/U  verwan- 
dein mag,  so  haben  wir 

'Siu,ä)  =  —'A.u  +  'U. 
Es  verwandelt  sich  nun  A'  in  A' t= /"(l— Ä'^sn'^a).     Setzen   wir  also 

wieder  amw  =  ^,    am'asa,  und  berechnen  tang(P'  =  77-- ,  ferner 

tanga'  =  -— ,    so  ist 

A  1  JA/  ^^^^ 

A  =  -: — 7        und        A'  =  -: j. 
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Hieraus  berechne  man  A| ,  Aj ,  Aj ,  A4  eto.  und  A'  ,  A^ ,  A^ ,  A'^  etc.| 
v/ie  im  $.139.  mit  den  kurz  vorher  angegebenen  Modular- Zahlen.    Ferner 

sei  *w>g(ia-— fA)  =  ^J[£^  und  also 

.  k  cos  a     •    #K    •    /K/ 

woraus  man  berechnet 

tangjKi  B=  -^.fang^, 

tangfe  =:  -^.tangf*!, 

tangjit,  =  -^.tang|«j, 

tangfA,  =  -^.tangfij, 

U.    8.    \r. 

SO  ist 

'^  =  A' .  l/lülIlML4izJL)  4. 2 .  A' .  i/f'"i-^.HA'.-n.) 

4.4.AM/^"'»-^'^^^'-""-^+8.A\l/^'"'-^»^^^'-"'»Uetc. 

und 

^U  =  (fXi— fA)  +  2(pt,— f^O  +4(fi;3-iüt,)  +  8((E^— (üb)  +  etc. 

Der  Factor  u  aber  ist  nua  ^le  im  §•  142.  nach  einer  von  den  Formeln 
Sön9(Vtt)=   8in(p(^.— ^-.-^.^....), 

@«,(l)'«)  =tang(p(j^.;^^.;;jl^.^;^....), 

zu  berechnen,  in  vi^elchen  wieder  ii's^m,s=z  n,  gesetzt  wird,  so  dafs  nun 

t)'=:^^ist,  da  die  Modular- Zahlen  jetzt  aus  tnssl  und  n=sk  berechnet 

worden  sind. 

Für  die  beiden  übrigen  Integrale  der  dritten  Glasse  findet  man  die 

Formeln 

'C(u,ä)  =  (Ä^sinasina'— '-4).ti+'U, 

Ferner  ist  61'«  =  ^.m+'^,  und  da  'S{K,a)=z{K-E)a-'K.eV a '\'\r 
ist,  so  findet  man  '8(K,a)  =s  — ä( J  +  ^'  —l) .a— K.'^+  ift,  oder  auch 
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'S(K,  ä)  =:  iT  —  fi'a  —  K.'A,  also 

'CiK,  a)  =  i  3-  —  »)'«  +  (Ä"  »in  a  sin  »'—  U)Ä, 

Zusatz  !•     Man  findet  auch  nun  die  Gleiohunoen 

U+^U  =  arctang(-T — ,  .    \)~  oVfr7f 

und  werden  sie  benutzt,  so  verwandeln  sich  die  Formeln  des  |*  141.  ia 

et  /        \  /  sin a  I  ja  \  irr  ^         /  ßin  a  sin cp  \ 

^  '    ^  \  sin  a'  /  "  \  Mü  a'  sin  qpv ' 

C(ii,ö)  =  C4— Ä'^sinasinaOti— 't^+arctang(-J|JJ^^ 
I>(fi,ii)=    U,ii-^f7  +  ar€tang(""^/!"yl 

^  '    ^  ■  ^  \  sin  a^  sin  ^JV 

Den  Factor  ti  in  diesen  Formeln  berechnet  man  am  bequemsten  nach  den 
kurz  Torher  angegebenen  Formeln  vermittelst  der  gewöhnlichen  hyper« 
bolischen  Functionen«  Die  Formeln  am  Schlüsse  des  §•  141«  verwandeln 
sich  in 

CiK,a)  =  KüA— k^  iina,  Ana') +i{a, 

D(JK,a)  =5  K.'^  +  jj'a. 
Die  vorstehenden  Formeln  wird  man  benutzen  können,  wenn  der  Modul  k 
wenig  von  Eids  verschieden  ist.     Die  Grüfse  i\'a  ist  aus  am'a  =s  a  nach 
einer  von  den  Formeln 

Sinti'«  =  sma.l      ,   i,. — x^- — HTä^- — rr^  ••••)» 

,  /  2a;       2a;       2A;       2Ai        \ 

'                      V/i  +  A'    Wi+Aj    «i  +  A,    /I3  +  A3        /> 
tangtj'a  =tanga.(-^  .   -^    •    -^  .     -^  ) 

zu  berechnen,  in  welchen  die  Modular- Zahlen  aus  m^=t  und  ns=zk  her- 
geleitet sind  und  also  i)' =s  2/?/^=^  iii^;=sii^  ist,  wenn  r  gro&  genug  gc* 
nommen  wird ;  wie  in  §•  143.  Der  Factor  K  mufs  nach  {•  57.  berech- 
net werden. 

Zusatz  2.    Umgekehrt  können  die  Formeln  des  §•  143«  auch  noch 
also  dargestellt  werden: 

36 
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'Ä(«,«)  =  (^-4^)ii_rr+arctang(^!l^VJ^), 
^  '    '  \  6IUOW  '  °  Vsina'siny'/' 

^  '    ^  \  cosa/  '  °^  siii  a'  sin  y'/ ' 

'!>(«,  a)  =    ^ .  tt  -  r  +  aro  taog  ("j"«/'"»  ). 
Der  Factor  u  in  diesen  Ausdrücken  ist  nach  den  im  §•  140.  angegebenen 

Formeln  zu  berechnen.     Wird  der  Werth  —  '-c4  =  ^ A-7  +  ,.  ^JL,  auch 

in  den  Formeln  am  Schlüsse  des  §•  143*  substituirt^  so  erhalt  man 

'D(,K,a)  =  K.A-\-\ir\ 
and  da 

8iK,a)^K.Af    C(iG«)  =  Ä(^'~^)i    />Cä;«)=:ä(!|^-^) 
ist  9  so  ist 

'C(ä;«)+c'(ä;«)  =  iT, 

'S{K,ä)^D!,K,a)  =  i^; 
was  auch  unmittelbar  aus  den  Formeln  (6.),  (7«),  (8.)  §•  133.  heryor«- 
gebty  wenn  man  in  ihnen  ti  =  £^  also  sncfisaO  setzt» 

S*   144. 

-     .      .  _^    ,      „       ,                   Im  (a  +  m)  —  Im  (fl  —  i/) 
Zweite  Art  dor  Bcrecnnnng  von  — ^ — - — ^— ,- '- , 

Leiten  wir  ai;s  a  und  fi^  wie  in  §.  59.,  die  immer  groCier  wer- 
denden Argumente  tfi^  a^,  a^,  a^  etc.  und  u^,  U2,  u^,  «4  etc.  mit  den 
immer  kleiner  werdenden  Moduln  ki^  k,,  k^,  A*«  etc.  her,  so  ist 


^^        CT|         .Og         ^^         O3         ^^__^ 


2//ii  4iiij  Ö/Hj  löm^'***' 

Um^  4  m,  om,  16  m^  ' 

wenn  dieselben  Modular- Zahlen  angewandt  werden,  wie  im  §.  55.,  und  also 

"T^  2m,  4m,       "~      8m,       ""      16m«     ""  *'**'*» 

2«ii  4m2  ÖWj  16 //I4 
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Diesen  Gleichungen  gemüf«  ist  aber  nach  ^.  89. 

Im  {a  +  u) 

Im(a — u) 

wenn  die  in  diesen  Ausdrücken  vorkommenden  Difleronten  sich  der  Reihe 
nach  auf  die  immer  kleiner  werdenden  Modul  A>  k^ ,  k^ ,  k^  etc.  beziehen. 
Setzt  man  nun  wieder,  wie  in  §.  139.9 

lni(a  +  M)  — lni(g  — fi)  _    E    ^,„  ,   |, 

80  findet  sich 

Da  log  |/ J^  1^     ":  =  9(rc  Sang  (A'"  sn  g  snc g  sn  ti  sncti)  ist^  so  kann  die  Reihe 

auch  also  dargestellt  werden: 

U  =  -^  %xi  Sang  (k^  sn  a  snc  a  sn  u  snc  u)  -|-  -\  '^rc  Sang  {k\  sn  gi  snc  g^  sn  tii  snc  ti|) 
+  i  ?(rcSang(Ar^8ng2  8ncg2snM2sncti3) 

+  iV  ^f ^  ^^"9  (^^3  3>^  ^3  B*^^  ^^3  *■>  ^3  ^^^  ^3)  +  ®^^' 
Da  aber  9    wie  in  {•  59«,    snU|  =  (1  4-A:')snusucu    und  eben  so  auch 
sngji  =  (l  +  ^j)sngsncg  ist,   so  ist 

Ä^  sng stieg  sn ti  sncu  =  (i^vi\%  ^^^^^  "^i  =  i4rp "^* snti4=Vfci sng| sntii» 

Setzt  man  also 

Sang  fAi  :=  Ati  sn  g^  sn  u^ , 

Sang|üi2  =  Arjsnga  snti29 

Sang  fAj  =  Aj  sn  gj  sn  ti^ , 

Sang/A«  =  A:4sng4  snti^y 

U.     8«     W.  f 

80  liabru  wir  die  Reihe 

1.       U  =  iltÄi+i|tX2+ ältit3+TVpt4  +  iVifÄs+  etc. 
Es  handfit  sich  also  nur  noch  um  die  Ermittelung  eines  einfachen  Mecha« 
tiismus  in  der  Berechnung  der  Arcus  /x^ ,  (^2  9  1^39  f^«  etc.  nach  den  vorhin    . 
angegebenen  Formeln. 
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Berechnen  nit  aus  V  =  /"(l  — ä^  sn^ii)  die  Gröfsen  Vx ,  Vo ,  V,  ete. 
nach  den  Formeln 
2.     V,=:i(V  +  ^'),     V,=  ^(V,  +  ^),     V3  =  i(V,  +  ^)    etc. 

und  eben  so  aus  V  =  /(l— Ä'sn'a)  die  Größjen  V, ,  V; ,  V; ,  V;  etc. 
nach  den  Formeln 


setzt  man  weiter 


Ol  =  2 '""^^ 


^3   = 


wi, 


m,  — H« 


.snfiz 


.  sntia 


o\  =  — 5 — «snai, 


^'.= 


77t 


^^r^.«nfl. 


U.      8.      W. 

80  dab)  vie  in  §.  59., 

ifc» 


U.     I.     w. 


4. 


Sil  SS—  .sntf  snctf 

u«    8«    yf' 


und      o'^  SS  —  .sndsnctfj 


2V;  2 

u.    s.    w« 

bt;  forner    amtti  =  (Pi,    am«jss(Pj,    amUjss^n    amtf«^^«»    .... 
und     amai  =  ai)     ama2^ft2i     ama^saj)     ama^^a«!     •■«., 
damit  ^  ^, 

(Pj^  =  2(P  — -arctang(— ^)      und      a,  =  2a  —  aro  tang  (-^  J , 

i(p,  =5  2(px  — arctang(^)        -        ctj  =  Stti  — arctang(^), 

•     \ (p,  =5  2 (P2  —  arc tang(^)        -        03  =  2 o,  —  aro  tang (^J , 

^4  BS  2 ^j  —  arc  tang  (^)        -        a,  =  2  a^  —  arc  tang  (-v) 
u.    s.    w.  u.    s.    w. 
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sei,  10  welchen  Formeln  überhaupt  aro  tang  ^-^\  =  aro sin  (— ^j  und  eben 
-^ j  s=  arc  sin  ^^j  ist:  so  küunen  duroh  diese  leicht  «i 

berechnenden  Hülfsgröfsen  ^  welche  zu  mehr  als  einem  Zvrecke  dleneui 
die  Grüfsen  (iij  (h^  l^j$  f^  eto#  auf  zwei  verschiedene  Arten  ausgedrtiokt 
werden. 

Da  namUch  Jang  [jli  =  Ar^  sn  a^  sn  u^  =  7-5-77  sn  ä^  sn  u^  =  -^ sn  a^  sn  ii| 

ist,  80  erhalt  man,  wenn  5',5=^i^snÄi  substituirt  wird^  $an9jXi=-^  8in?)i 
und  wenn  ^x  =  ^^p-8nllx  substituirt  wird^  Saug  jüii  =^ -^  sin  o&i.  Hiernach 
haben  wir  also  die  Formeln 


6. 


Srtngjüti  =  -^sinoti 

oder 

Jancj(it3  =  ^»inoj 

- 

711 2 

Jang/x,  =  ;;;^8in(Pj, 

Jötigjüu  =  -^sina* 

- 

SungfÄ*  =  -^8in(p4, 

711^ 

U.      8.      W. 

U.      8«      W» 

Da  die  überaus  rasch  abnehmenden  Gröfäcn  S^  $29  ^3  s  ^4  etc.  oder  auch 
S[  y  S'^  j  ^3,  S'^  etc.  nicht  alle  positiv  sein  werden,  so  werden  auch  die  sich 
ebenfalls  rasch  verkleinernden  Arcus  (ii  9  (h  9  l^i  9  (J^*  etc.  nicht  alle  positiv 
sein«  Zugleich  erhellet,  dab  die  Reihe  U  einen  hohen  Grad  der  Conver« 
genz  hat;  sie  convergirt  noch  rascher,  als  die  im  §.  139.  gefundene 
Reihe  für  lt. 

Die  GröCse  u  findet  sich  nach  $.  59.  mittelst  der  Reihe 

!»]  ti  s=  am  ti —  i^  aro  sin  (— i-)  —  }  arc  sin  ^^  j  — J  arc  sin  (-^ j  —  etc.  oder 
)jii  =  amtt— ^arctang(— ^\ — ^-arctangf^^  —  Jarctang^--^  —  etc. 
nnd  den  Parameter  a  erhält  man  mittelst  der  Reihe 

!t]  a  =  am  a — j^  arc  sin  (— ^j  —  }  arc  sin  {—^J  —  h  ^^^  """  \7if/  ~  ®*^*  ^^* 
})a  =3  am  a  —  iarotaog  (^)  —  l  arotaog  (^)  — J  arc  taog  (^)— ctc» 
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Zusatz.     Sind  fja  und  r^u  berechnet ,  so  erhult  man  für  CPi,  (p,, 
(Ps  eto.  die  Reihen 

(p,  =  2 ))  ti  +  i  arc  tang  (^)  +  1  aro  tang  (^)  +  -J  arc  tang  (^)  +  etc. , 
^,  =  4 1) «  + 1  arc  tang  (^)  + 1  arc  taog  (^)  +  i  arc  tang  (^)  +  etc. , 
(P,  =  8  j] «  + 1  arc  tang  (^)  + 1  arc  tang  (^)  +  -jV  arc  tang  (^5.)  +  etc. 

und  für  die  Amplituden  a^  (tt,  a^,  o«  etc.  die  Reihen 
Ol  =  2 1)  a  +  i  arc  tang  (^)  +  j  arc  tang  (^  )  +  i  aro  tang  (^)  +  etc. , 

V/  v#  Y' 

o,  =  4 >] ö  +  i  arc  taog  (~^)  +  }  aro  taog  (^* )  +  J  arc  taog  (^V)  +  etc. , 
03  c=  8  f]  ö  + 1  arc  tang  (^)  +  1  arc  tang  (^)  +  J  arc  tang  (^)  +  etc. 

§.  145. 

Zweite  Art  der  Berechnung  diT  Tntp«^ralc  (Sfi/,  o),   60/,  a),   £)(i/,  a)  unter  BescbrAnkang 
auf  den  Gebranrh  der  gewöhnlichen  Tnfelu. 

Setzen  wir,    wie  in  §.  140.,    wieder    ela  =:  —  .a-^-^   und 
i^{^  +  ^^)-^^(^-'^)^^.au  +  \ly  so  erhalten  wir 

Setzen  wir  ferner  wieder  aniu  =  (D  und  ama^=  a,  und  bereqh- 

nen  hieraus  tang(P'  =  -77- und  tanga'  =  r7- •  so  ist 

2.       G(i/,ö)  =  (Ä'sinasina'  — l?Ow  +  U, 

Weiter  haben  wir 

•^         cotio)  t-7i         rosa  n  ^'^     •    /k    •    />\/        i^  Xr*        .  •       , 

sin  (p' '  nn  a''*  2  ^         t-ji  ^ 

Berechnet  man  hieraus  die   übrigon  Hülfitgrörsen,    wie  in  §•  144.,    so  ist 

nach  §•  89. 

91  =  *;+^.'+ä;+j:+*.'+^;+  etc.? 

und  nach  $.  144.  int 

U  =  i  jüi.  + 1  ft,  +  In, + A  f*4  +  Af«i  +  «t«'» 
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in  welcher  Reibe  nUo  jVdes  Glied  auf  zwei  veraohiedene  Arten  berechnet 
werden  kann.  Don  Factor  u  findet  man  nach  einer  von  den  beiden  Rei« 
hen  (7.)  im  §.  144.,  in  welciien  9]  =  m,.=  n^  ist,  ivenn  r  gro£i  genug 
genommen  wird. 

Wird  (p)  =  ^  TT  gesetzt,  also  sin  P^  =  0,  so  ist  auch  J^  =  J2  =  ^3  =  etc. 
=  0;  ferner  (jj^  =  (P2  =  ?>j  =  ?^4  =  etc.  =s  0,  und  U  s=  0^  da  auch  |(Xi  =  jXa 
=  |[Xj  =  1X4  =  etc.  =  0  ist. 

Daher  erhalten  wir  wieder 

(l{K,a)  =  (A-sinasina'— 9().jK; 

Den  Factor  K  giebt  die  Formel  JK  =  — . 

§.   146. 

Zweite  Art  der  Bcrerhnnn^  der  Inte«:rale  S{u,a),   C(u,a)y   D(u,a)  unter  der  BeschrHiiknng 
auf  den  Gebrauch  der  gewüinilirhen  Tafeln. 

Setzen  wir  in  den  Formeln  des  §.  145.  ai  für  a^  so  erhalten 
wir  schon  die  gesuchten  Formeln ;  dadurch  verwandelt  sich  am  a  in 
j^ma  =  i.I^am^tf.     Setzen   wir  also   wieder   amti=(P  und  am^a=a; 

ferner  tan«(P'=  —- und   tanHa'=  •; •    so  ist  amcfi  =  (D'  und 

"^  Ä/ langer/)  »  Ä:  tauga   '  ^ 

amc^ii  =  a\ 

Die  Grüfsen  V,  V|,  V^,  V3  etc.,  wie  auch  S^y  $2$  S^y  S4  etc., 
und  (Piy  (p2j  (Pj  9  (P4  etc.  bleiben  ungeändert;  die  übrigen  Hiilfsgröfsen  aber 
andern  ihre  Bedeutungen  oder  Werthe,  wenn  sich  gleich  die  GröCsen  ^/, 
^9  ^j'  «tc*  *o  iS'.j  iS^,  i^3,  i5^'  etc.  verändern,  weil  sie  in  der  That  ima- 
ginär werden;  ferner  o&i,  0^,  ^3  etc.  in  tax,  taz,  103  etc.  und  |üCx,  /X2, 
fX3,  1X4  etc.  in  /fXi,  i|Ot.>,  ifXj,  t/ji«  etc.     Da  nun 

V  =  -r— ^;     V'  =  -. — -;     d\  =  TT-sinCsin®';     d,=---.- 


cos  er' 


rosa 


ist,  so  berechne  man  hieraus  die  Hüirsgrufsen  V^ ,  V,,  V3  etc.,  V^ ,  V^, 
V;  etc.;  ferner  5^,,  ^3,  S^  etc.  und  S\,  S\,  S[,  S[  etc.  und  auch  (Pi ,  (P,, 
(Ps,  (p4  etc.  nach  den  in  §.  144.  angegebenen  Formeln;  die  Gröfsen  cci, 
02,063  etc«  aber  nach  den  Formeln 
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a,  =  2«,— 9ircian9(^), 
«3  =  2a2-31r(S:anö(^), 


u«    8.    w. ; 

ferner  fiiy  lh$  th  ^tc.  nach  den  Formeln 

g  g* 

tangpti  =  -^©inai      oder      tangjUi  =  -^sioCPa, 

S  8' 

tangpk  =  ^©inoj         -         taDgjUj  =  -^sinlp,, 

tangj«3  s=  ^(Sinoj         -         tangfij  r=  ^8in(P3, 

tangfA»  =  ^eiiia,         -         tangj«,  =  ^sinCp«, 

U.      8.      W.  U.      8.      W. 

Da  sich  nun  ^  in  t^  und  U  in  t{7  verändert,  so  erhatten  wir 

S(u,a)  =  ^.m  —  ü; 

und  hierin  ist 

^=   K+  K+  K-h    5;+ etc. 

«nd 

t^  =  ll^i  +  i  1^  +  Jl«3  +  iV|«4  +  etc. 
Der  Factor  «  ^ird  nach  einer  von  den  Reihen  (7.)  io  §.  144.  berechnet. 
Die  Berechnung  des  Parameters  a  ist  nicht  nöthig;    wird  sie  aber  ver- 
langt, so  dient  dazu  die  Reibe 

i,.fl  =  Sa— i'3(rc®in  (^)— i5(rc@in  (^)— J?(rc@in  (^^)~etc.  oder 
1) . «  =  Ott— I3(rc5anc|  (^)  —  i  StrcSang  (|^) — 1 9(rcS:an9 (^) -  etc. 

Wird  (P  s=  ^  T  gesetzt,  so  hat  man,  v/\o  oben, 

S{K,a)  =z  A.K, 

und  den  Factor  oder  Quadranten  K  giebt  die  Formel  K  =  ^. 
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5.   147. 

Zweite  Art  der  Berechnnn^  der  Infef^ale  ^@(f/,  a),   ^(S(f/,  o),   'Ibiju^a)  niiter  der 
BesehrtUikHiig  auf  den  Gebranch  der  gewöliuliclicu  Tiifelu. 

Vertauscht  man  in  den  Formelp  des  $•  145.  die  beiden  conjugirten 
Modul  k  und  k'  mit  einander,  so  verwandelt  sich  amfi  in  am^fi=:(P  und 
ama  in  am'as?  a.  Im  Uebrigen  bleiben  alle  Formeln  wie  sie  sind,  nur 
müssen  die  Nodular  -  Zahlen  jetzt  hergeleitet  werden  aus 

m  =  1      und      n  s=:  A 
nach  den  Formeln 

iWi  =  — J — ,       Hl,  ==  — i^ — *^ ,        m,  =        2  ®*®^ 

Hl  =    /"(wn),        Wj  =  /^(«Ixlli),  II3  SS  /(iWaWj)    etCp 

Setzt  man  nun  aufserdem  ui  statt  fi  und  ai  statt  n^  wodurch  sich 
am'ti  in  JSamti  =  ?M^^  und  am'a  in  ti^ama==i.Sa  verwandelt,  wenn 
wieder 

amti  =  CP    und    ama  =  a 

gesetzt  wird,  so  werden  alle  Gröfsen  ^,  h'  etc.  und  iPi,  (p«,  ^3  eto.  und 
a^j  02,  (£3  etc.  imaginär;  die  GrüDsen  (^19  ^^29  1^39  f^4  ^t^*  ^her  verwandeln 
sich  in  —  fXi,  — fita,  — (^3,  —  jüt4  etc.;  ferner  verwandelt  sich  9(' in  i '31  und 

M'  in  —  'U-  Berechnet  man  nun  tang (P'  =  jp^^  und  tang a'  =  pi^, 
und  ferner  aus 


cosa 


r-7  1  --,1  ^  k'    cos  tp'  I        X*         Ä:' 

v=-; — -,       V'  =  -: — 7,       tf^Ä— . — i-       und       d^:=Tr 

die  Gröfsen  V^ ,  V^ ,  V3 ,  V4  etc. ,  V; ,  V;  ,  V; ,  V\  etc.,  ferner  J^ ,  ^3 , 
^o  ^s  «tc.  und  Ä', ,  ^', ,  J'^,  5',  etc.  nach  den  Formeln  des  §.  144.;  weiter 

(p,  =  2J!(p  — 5(tc2ön9(|^)  und  a,  =  2Sa— Slrc5ans(^,), 
(p,=  2(p,— 9lrc5on9(^)  -  o^  =  S.a^— 9lrcJan9(^), 
(p,=  2(P2  — 9(rcJan9(^)         -        a3  =  2.a,~5lrc:&an9(^r), 

(P,  =  o(p^_a(y^j^„g^^J         .        flf^  =  2.a3— 31rc5an9(|v) 
u.    s.    w»  u«    s.     w«; 


endlich  hieraus 
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^a 


und  die  Grofse  a  io  diesen  Foirmelo,  oder  sogleich  <nf/^=^^^  ist  nun 
einer  von  den  beiden  Reihen 

fja  =  a — i^arc  sin  (^\  —  |  arc  sin  (— 2.^  —  J  arc  sin  (—^) — etc*   oder 

A'  V  A*  A' 

))a  =  a~4arctang(^)— iarctang(^«J  — ^arctang(^)  — etc. 

eu  berechnen;  der  Quadrant  £  aber  mub  nach  Formel  (3.)  des  $•  57.  be- 
rechnet werden,  worin  k  mit  k^  zu  vertauschen  ist. 

Jedes  von  den  zwölf  Nodular -Integralen  der  zweiten  Art  kann  also 
auf  zwei  verschiedene  Arten  ohne  alle  andere  "Hülfsmittel  als  die  der  ge« 
wohnlichen  logarithmischen  Tafeln  und  der  cjklischen  und  byperbolischeo 
Functionen  berechnet  werden* 

Dreizehnter    Abschnitt. 

r 

Von  jier  Vervielfachung  des  Argumentes  der  Modnlar- 

Fonctionen. 

§.    149. 

Formen  der  Ausdrucke  für  8n(nu),    cn{nu),  du(nii). 
In  §•  117.  ist  von  der  Verdoppelung  des  Argumentes  der  Modular- 
Functionen  gehandelt  worden»    In  den  Formeln 

^_       26uiicjiudntt  rt  ni*M  —  an*  ii  cn' m       ,    ^^        dn*ii — A:^  sn* u cn* k 

sind  die  Nenner  einander  gleich  und  rationale  Functionen  von  snti  oder  Fon 
sn'u;  der  Zähler  des  ersten  Bruches  2snti/"(l— sn^u)|r(l — A^^sn^ii)  ist 
keine  rationale  Function  von  snti;  die  Zähler  der  beiden  anderen  Briiolie 
sind  aber  rationale  Functionen  von  sn'u^  da  cn^tissl — sn^u  und  dn'« 
=  1  — **sn^fi  ist. 

Man  kann  Recursions- Formeln  entwickeln,  welchen  gemSfii  man  leioiit 
Ausdrucke  der  Modular- Functionen  der  Argumente  ,3ti>  iu,  5u,  6ti  ete. 
dureh  Functionen  des  Argumentes  u  herleiten  kann.  Setzt  man  in  deoFormeb 
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nnfa+o) +  Bn  (a—0)  =s  ^ — — — ---, 

cn(a  +  ft)  +  oa(a-Ä)  =  — ^,_^_^, 

&  =  ti  und  a  =  nu,  so  ver^-andeln  sie  sich  in 

sn((n+l)ii)  =  -5 — n — ^ rr-^— »"»((n— l)ti), 

cn((n  +  l)tt)  =  i_,,,„,,.L,(,,^-co((n~l)ti), 

dn((n+l)«)  =  -^^'la^^LilL— _dn((n-l)«), 

Aus  diesen  Recorsionsformeln  erkennt  man  zuerst,  dab  die  Brüche  für 
8n(iifi),  on(nii)  und  dn  (nti),  welche  man  durch  wiederholte  Anwenduo« 
gen  derselben  herleitet ,  dieselben  Nenner  haben.    Setzt  man  aber 

«n(n«)  =  3_,  cn(nii)==-|^,  dn(n«)  =  -gL, 

1.    ^8n((n-l)tt)  =  ^S    cn((n-.l)«)  =  ^,    dn((n+l)i«)=^, 

er  8n«  =  x, 
hält 


sn((n+l)«)=^,    cn((»+l)«)  =  g±.S    do((«+l)«)=  ^; 
ferner  8n«  =  x,  on«  =  y,  diiti=s2,  und  substitairt  diese  Brüche,  so  er- 


Wn^__      2z.JF„.R„ Wj^ 


Setzt  man  also 


r„    =  B:-A»ar'.r„%  so  ist 

Diesen  Formeln  gemäls  kann  man  aus 

üx  —  x,     Fi  =  y,     FTiS«,    Äissl    und 
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U2  —  2xyz,     F.Äon'ii  — sn-wdn'u,     FTjSs  dn'ti— Ä'sa'ii  on'ti, 

Cji  ^3>  ^3>  ^3  herleiten;  ferner  ü*,  F4,  W^^,  A4,  u.  s.  w. 

Es  werden  diese  Ausdrücke  immer  mehr  zusammengesetzt.  Je  weU 
ter  die  recurrirende  Rechnung  fortschreitet.  Einige  derselben  werden  ra« 
tional  in  Ansehung  von  x\  und  da  >'^  =  1 — jr%  «'=  1  —  Jfc^jc^  ist,  so  sind 
auch  diese  rational  in  Ansehung  von  y^  und  z^;  andere  Ausdrücke  wer« 
den  aber  irrational  in  Ansehung  von  x,  y,  z,  und  es  bleibt  noch  zu  erw 
mittein,  welche  Ausdrücke  von  jener  oder  dieser  Beschaffenheit  sind« 
Bezeichnet  man  durch  K^x^)  eine  rationale  ganze  Function  von  x^y  so  ist 
zunächst  T^  =  R\—k^x .TJ\^  oder  T^^Kix^)^  daher  ist,  den.  For« 
mein  (2.)  gemäb, 

il3=K(x»),         I73=ar\(x'),         F3=r\(y'),         Fr3=«\(«*). 
Hieraus  folgt  zuncichst  T3  =  ^(x^),   also 

Ä4=^(^),        U,z=^xyzK{x^),     V,^K{f),  FF^^^C«'); 

mithin  ist  T^^Kix")^   und  folglich 

So  kann  man  immer  weiter  zu  schlielsen  fortfahren,  und  sieht  dabei,  dab 
zwei  Falle  unterschieden  werden  müssen,  je  nachdem  n  eine  gerade  oder 
eine  ungerade  Zahl  ist« 

Ist  n  eine  gerade  Zahl,  so  ist 

U^^a:yzK{x'),         F,  =  M^')f         W^^K{x').        B,  =  K(x'); 
und  ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  ist 

U^^xMx'^),  F,  =  y\(x^),      W,=^zK(x'),     Ä„  =  \(x'). 

Durch  diese  Formeln  wird  die  Form  der  Zähler  und  Nenner  in  den  Aus* 
drücken  (I.)  bestimmt« 

§.   150« 

Ansdrnck  von  sn(7tu)  durch  snii  in  der  Form  eines  Prodnctes. 

Nachdem  die  Form  des  Ausdrucks  von  sn(itfi)  bestimmt  ist,  halt 
es  nicht  schwer,  diesen  Ausdruck  selbst  zu  finden«  Ist  n  eine  gerade 
Zahl,  so  darf  gesetzt  werden: 

,       ('-=S^')('-=r)('-'-T^)- 
80(11«)  =  a.sDUcntf  dntf.  . r—- —— —- , 

\         a'»/\         b'^  /\        '^)''" 

WO  ff  einen  noch  zu  bestimmenden  constanten  Factor  bezeichnet;    +a. 
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±h,  ±e.  eto«  sind  die  Werthe  von  %uu,  Volt  welche  der  Zähler  des  dem 
Produote  gnnu^  cnii.  dnii  beigefügten  Bruches  &=  0  wird,  und  eben  so 
sind  ±11^^  ±V,  +&  etc.  die  Werthe  von  snii^  inr  welche  der  Nenner 
eben  dieses  Bruches  s=0  wird. 

Setzen  wir  sn(nii)=3  0,  so  ist  +niis  2aK±2ßiK\  wenn  un- 
ter et  und  ß  unbestimmte  ganz^e  Zahlen  verstanden  werden,  also   +  ti  = 

Giebt  man  in  dem  Ausdrucke  sntt  =  +8n^-^^ — =-£-! — j  den  Gröisen  a 

und  0  verschiedene  Werthe,  immer  aber  ganze  Zahlen,  so  erhalt  man 
eine  Reihe  von  Werthen  für  sn  u  und  es  werden  sich  unter  denselben  auch 
die  Werthe  ±a,  ±h,  ±c  etc.  befinden.    Setzt  man  aber  8n(iiif)=  i,  so 

erhalt  man  ±iiti  =  2aJK:±(2ß  +  l)iJK:';  also  ±ti  =  ^"^^^^^^'*'*^'^'; 

71 

folglich 

Giebt  man  auch  in  dem  Ausdrucke  snfi  =  ±sn^-^^ — "'^  — j  den 

Zahlen  a  und  ß  verschiedene  Werthe,  so  erhalt  sntf  Werthe,  unter  wel- 
chen sich  auch  ±a',  ±h',  ±&  etc.  befinden  werden.    Setzen  wnr 

g(a,ß)  =  =^ —    und     e(a,ß)  =  ^-^-^ , 

80  erhalten  wir 

sn(iiii)  =^.snticniidnti.-) ;„;J    (> 

wo  das  Zeichen  P  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  im  §•  60.  des  ersten 
Theiles,  nur  dafs  es  sich  jetzt  auf  zweiKveriinderliche  ganze  Zahlen  a  und 
ß  bezieht,  und  auch  noch  nSher  zu  bestimmen  ist,  welche  Werthe  von 
a  und  ß  zu  nehmen  und  mit  einander  zu  verbinden  sind.     Die  Grtifse 
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Q(<hßy  nennen  wir  den  ersten  ^  nnd  ^(djß)  den  Tierten  Regulatop»  Dw 
Produot  Bnti.coii.dDfi  wird  schon  =0,  wenn  ti  =  0  ist,  weil  dann  aueh 
80«  =9  0  ist;  daher  sind  die.  Werthe  (&  ssO  und  ßsO  iq  ihrer  Yerlmii» 
duDg  mit  einander  bei  der  Specialisirung  des  Regulators  q  (a,  ß)  aussu» 
sohlieüsen«  Ferner  wird  jenes  Produot  ssO^  wenn  us=s+K  ist,  weil  dann 
ontic=?  0  ist;  daher  sind  die  Verbindungen  von  2a=i +ii  mit  2ß?=0  bei 
der  Specialisirung  des  Regulators  ^  (o,  ß)  in  dem  obigen  Ausdrucke  aut# 
zuschlieCsen.  Das  Produot  snfi  cnu  dnfi  ist  endUch  auch  =  0,  wenn 
±fi  s=zK±iK^  ist,  weil  dann  dnti  =  0  ist;  daher  sind  endlich  auch  die 
Verbindungen  von  2a=+ii  mit  2ß=  +n  bei  der  SpeciaHsirung  des  Re- 
gulators ^(a,ß)  auszuschliefseD.  Endlich  ist  die  Verbindung  von  2a  =  0 
mit  2ß  =  ±n  bei  der  Specialisirung  des  Regulators  ^(a,  ß)  au8zuschlielBe% 
weil  dann  der  Factor  sdu  =  ^  wird. 

Bei  der  Specialisirung  des  Regulators  ^(c^  ß)  in  der  vorigen  Formel 
sind  endlich  alle  die  Werthe  von  2  a  und  2ß  auszuschliefsen ,  für  welche 
8n^^(a,  ß)  frühere  Werthe  wieder  erhält,  weil  a^  6^^  c^  etc.  verschieden 
sein  müssen. 

Sind  2a  und  2j3  einzeln  ^n,  so  kanp  man  —  =s  2/i± —   nnd 

z£  —  2q±-^  setzeb  und  die   ganzen  Zahlen  p   und  g  so   einrichteo, 

dafs  3a'<n  und  auch  3ß'<it  ist.  Die  grßisten  Werthe  von  2  a' und  3ß' 
also  sind  2a'sn^2  und  2ß's=n-^2.  Da  dann  aber  2a  =  ^pn  +  2a' 
und  2  ß  =  2  ft  y  +  2  ß'  ist»  so  ist 

also 

sn  ^  (a,  ß)  =  (—  ly  sn  ^(1  a',  ±  ß')    und 

sn'ß(a,ß)  =  sn-^(+a',±ßO  =  sn'^(a',+ßO. 
Man  mu(s  daher  solche  Werthe  von  2  a  und  2ß  ausschliefsen,   welche 
;>n — 2  sind  und  nur  positive  Werthe  von  2  a  anwenden.     Die  einzigen 
zulässigen  Verbindungen  bei  der  Specialisirung  des  Regulators  ^(a,  ß)  sind 
alsoy  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist: 

/(2a)  =  +2,+4,+6,....  +  (n-2)  mit  (2ß)  =  ±2,±4,  ±6,  ....±(i>-2), 
1.    |(2a)=:0  und  =n  mit  2ßa= +2, +4, +6, .... +(ii— 2), 

((2ß)=0  und  ««  mit  2a  = +2, +4, +6,-... +(n— 2). 


snc 
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In  den  suletzt  geoanoten  Yerbinduogen  müssen  also  die  Werthe  von  2ß 
positiv  sein,  weil 

ferner  an»  (^  +  iK')  =  sn'  (^ — .JSl')  .  Die  Zahl  der  Vecbindiin- 
gen  und  also  auch  der  rerscbiedenen  Werthe  von  sn^  ^  (a,  ß)  ist  also 
=  ^ .  (n— 2)  +  4 .  (^)  =  ^^^ .  Deuten  wir  die  Einschränkung  auf 
diese  Verbindungen  durch  das  Zeichen  P'  im  Gegensatze  von  P  an,  so  ist 

i(nti)  =^.sniioniidnii.— ^ li^L     y 

und  es  bleibt  also  nur  noch  der  Nenner  sammt  dem  Factor  y  zu  bestim« 
mcn  iibrig. 

Bei  der  Specialisirung  des  Regulators  ^(dyß)  sind  nur  die  folgen- 
den Verbindungen  zulässig,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist: 

j(2a)  =  +2, +4, +6,. -..+  (^-2)  mit  (2ß+l)=+l,+3,±5,. ...  +  (»-!)  und 
*•    |(2a)=0  und  =+n  mit  (2ß+l)  = +1, +3, +5,  .... +(n— 1), 
und  zwar  aus  denselben  Gründen,  welcbe  oben  angegeben  wurden«    Aen«* 
dern  wir  also  auch  im  Nenner  P  ab  in  P^|  um  auf  die  so  eben  angege- 
benen Verbindungen  den  Divisor  einzuscbränken,  so  ist 

P/A-    f"   \ 

—^ — '  =5  a,enu  dnu.  — ^ '  \       \  * 

8UIC  ^  p/A  «"*«       \ 

V        mi^  g(a,ß)J 
In  §.  113.   wurde  fSr   snii    eine   Reihe  von    der    Form    snii  = 

u — air  +  ftti^ — etc.  gefunden,  also  ist  —^ — ^=5  -^ r-rin r — > 

und  setzt  man  ti  =  0.  so  ist  ^-^^^  =  n;  setzt  man  aber  auch  in  der  vo- 

rigen  Gleichung  fi  =  0,  so  erhält  man  nz=ig,  und  es  ist  also,  wenn  n 
eine  gerade  Zahl  ist,  /  .»> »     \ 

3.      sn(nii)  =  n.snucntidnti. — ) ^\       (  * 

p/A ^^-^^— 1 

\.        nn^Q{a,ß)J 

38 
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Da  die  Ansahl  der  YerbioduDgen  bei  der  Spedalirirtiog  des  Regn« 

lators  ß(ayß),  "T^'^'^^'T^^T  *^^^^  *^  "'  der  Amdruck  von  %n{nu) 
yon  der  Form 

1  2  i(nn-4) 

8n(nfi)  Ä=  n.oniidnii. — -^ -i^-^ -^--7»"^ f 

l+Dsn^u-f-Dsn«!«.«..-}-    D  .  so"«  m 

wenn  Zähler  und  Nenner  als  entwickelte  arithmetische  Formen  darge- 
stellt werden  9  welche  nach  Potenzen  von  snii  fortschreiten.  Die  imagi- 
nären Faotoren  im  Ausdrucke  (3«)  geben  sowohl  im  Zahler  als  im  Neu« 

ner  reelle  arithmetische  Formen ^  da  die  Coefficienten  A,  A^  A  etc.  und 

Dj  Dj  ü  etc.  nach  $•  149.  nicht  imaginär  sind^ 

Ist  aber  n  eine  ungerade  Zahl,  so  findet  man  auf  ähnliche  Wdse^ 
und  mit  Beachtung  des  $.  149., 

sn(nii)=y.snii,      )       '-'^[-^fiy 

\       flu  V  («,/?)/ 

Auberdem  müssen  die  in  diesem  Ausdrucke  vorkommenden  beiden  Reg» 

14  V     n\       2a  +  2ßiK        ,*,     ^.         2a±(2ß+i)iK'       ^     . 

latoren  g(a,ß)s= — =—^ —  und  g(a^ß)s= — -^^  ^^  ' —  auf  eine  an« 

dere  Art  specialisirt  werden,  als  vorhin.     Bei  der  Specialisirung  des  Re« 

gulators  ^  {a,  ß)  sind  nur  zulässig  die  Verbindungen  von 

I(2a)  =  +2,-f4,+6,....(n— 1)  mit  (2ß)  =  ±2,±4, +6,....+(n— 1), 
2a  =0  mit  2ß=+2,  +4,  +6,  ....  +  (w— 1)  und 
2ß  =0  mit  2a=+2,  +4,  +6,  ....  +  (n— 1), 

so  dals  die  Anzahl  der  Verbindungen  =  —^  -(^ — i)  +  ^ — ^  =  —57- 

ist.  Ausgeschlossen  bleibt  die  Verbindung  von  2  a  =  0  mit  2  ß  =  0,  we8 
dann  sn(nii)  wegen  des  Factors  sn ti  gleich  Null  wird;  au8j>eschlosseo  blen 

ben  ferner  wegen  der  Formel  sn'  ( — — j  =  sn'  (-j — ^ — j  die  Verbio» 

düngen  von  2a:sO  mit  negativen  Werthen  von  2ß,  weil  dadurch  diak» 

selben  Werthe  von  sn'  ^  (a,  ß)  entstehen,  als  durch  die  Verbindungen  von 
2  a  =  0  mit  positiven  Wertben  von  2  ß ;  ferner  bleiben  ausgeschlossen  die 
Verbindungen  von  2ß  asü  mit  negativen  Werthen  von  2  a,  so  wie  iiber- 
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iiaupt  die  Werthe  too  2  ß  nur  mit  positiveq  W/ertben  foo  2«  verbanden 
werden^  weil 

Bei   der  Specialisirung  des  Regulators  qioLjß)  sind   nun   blob  die 
Terbindungen  Ton 

j2a=+2,+4,+6,,...+(fi-l)  mit  (2ß+l)= +1, +3, +5,  ....  +  (ii-2), 
5.  <  2a  =  0  mit  (2ß+l)  =  +1,  +3,  +5, ....  +  (n— 2), 

((2ß+l)  =  n  mit  2a=+2,4-4, +6,....+(ii— 1) 
zulässig 9   so  dab  die  Anzahl  aller  Verbindungen,   wodurch  wirkhch  rer« 

Bchiedene  Werthe  von  sn^f  (o,  ß)  entstehen,  nun  s=  ^-^.n— l-^-^-ii^^-IIl^ 

SS  ^^~    ist.    Alle  übrigen  möglichen  Verbindungen  müssen  ausgesohlos^ 

sen  werden,  weil  dadurch  solche  Werthe  von  sn^  ^  {et,  ß)  entstehen,  welche 
unter  den  genannten  Werthen  bereits  enthalten  sind.  Aendern  wir  die 
Zeichen  P  in  P'  ab,  um  dadurch  auf  die  Befolgung  der  so  eben  angeg&F 
benen  Vorschriften  beim  Specialisiren  aufmerksam  zu  machen,  und  be« 
achten  wir,  dafs  sich,  wie  vorhin,  y  =  n  findet,  so  haben  wir  die  Formel 

pA — 'p^\ 

6.        sn(nii)  =  n.snir.  A-^JS^^aL 

\  BD»  ß  («,/?)/ 

Entwickelt  man  den  Zahler  und  Nenner  nach  Potenzen  von  sn«,  so  er«* 
halt  der  Ausdruck  die  folgende  Form: 

gii(nti)  =  n, — -!— , ^— -Tc^nTi) — — . 

$.    151. 

Beweis  der  Gleicbnog  D  =  0  fifir  jede  ganze  Z«bl  n. 

Setzen  wir  nun  in  Anwendung  der  Bezeichnung  des  §•  149.  den 
Nenner  des  Ausdrucks  von  snii 

R,  =  l  +  Z?sn'ti+/j8n*ii....  +  j5sn'-|i, 

so  dafs  für  ein  gerades  n,  tn  r=i  —  int,  für  ein  ungerades  aber  tu  =  — ^^, 

38* 
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80  ist  in  Besnehung  auf  die  aus  den  vorigen  Formeln  zu  ziehendoi  FoU 

gerungen  der  Beweis  nöthig,  dafs  der  CoefBoient  D  inuner  gleich  Null  sei, 
es  mag  n  eine  gerade  oder  ungerade  ganze  Zahl  sein.  Wäre  der  genannte 
Coefficient  ssO,  so  hätte  der  Nenner  von  sn(nti)  die  Form 

Ä(„j  =  l+8n*ii(Z)  +  jÖsn'li  +  JÖsn*li....) 
und  konnte  also  vorgestellt  werden  durch 

wenn  wieder,  wie  im  §•  149.  gesetzt  wird,  :rs=snii  und  unter  7^(^^)  eine 
rationale  ganze  Function  von  x^  verstanden  wird.  FSr  n  =  l  ist  R^^^  s=s  1, 
also  ^(a?')=P;  fiir  n  =  2  ist  Ä«  =  l— *'a?*,  ako  ^(a?')  =  — *'  und  also 

noch  unabhängig  von  x.     In  beiden  Fällen  ist  also  /)s=:0,  und  um  zu 

beweisen,  dafs  immer  Ds=0  sei,  ist  zu  zeigen,  dafs,  i{(„)  die  Form 
l+a?^^(a?^)  habe.    Nach  $.  149.  ist  immer 

"(«+1)  =s  Ä„  —  Ä:^ap\.  17*). i{(„«|)  • 
Nehmen  wir  nun  an,  daCs  iS»  und  i{(„.i)  die  obige  Form  haben,  so  hat 
ä:  die  Form  (l+ar*\(ar^))^  =  l  +  2a?*^(a?^)  +  a?»(\(a?^))^  =  l+a?*\(«^^ 
Ferner  ist  {7„  =  xy;sÄ.(ar^),  wenn  n  gerade,  und  =:rÄ.(a?^),  wenn  n  un» 
gerade  ist.    Im  ersten  Falle  haben  wir  also 

oder 

und  also  auch 

Im  zweiten  Falle  haben  wir  , 

«(-+1)  =  (l+**^(a?')-Ä'a^*(A.(ar'))')(l+»*K(*')), 
also 

oder  ebenfalls 

In  beiden  Fällen  also  hat  /{(n+i)   die  Form  i'\-x^K{x'^)^  wenn  jR^  und 

B(„.i)  diese  Form  haben,  und  in  beiden  Fällen  ist  also  D:=0,  wenn  diese 
Gleichung  fiir  die  beiden  vorhergehenden  Werthe  von  n  richtig  ist.    Da 

nun  fSr  n=l  und  ns2,  ÄsO  ist,  seist  auch  ^=0  für  ns=3,  «bo 
auch  for  n=s4,  u»  s.  w« 
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Wird  das  Product 

\         sn^  Q{a,ß)J 
nach  Potenzen  von  nn^u  entwickelt,  so  wird  der  Coefficient  D  von  sn^ii 
zu  der  Summe  aller  einzelnen  Brüche,  welche  aus  dem  allgemeinen  Gliede 

2 dadurch  hergeleitet  werden,  dab  man  sich  auf  solche  Yev'- 

bindungen  derWerthe  von  2  a  mit  den  Werthen  von  (2ß4-l)  beschränkt, 
welche  für  ein  gerades  n  unter  (2.)  und  fBr  ein  ungerades  n  unter  (3.) 
im  S«  130.  angegeben  sind.  Bezieht  sich  das  Summenzeiohen  S^  auf  die 
angegebenen  Verbindungen,  so  ist  die  Gleichung  D=sO  einerlei  mit 

1.   s'r_,L_]=:o, 

Lso»e(a,/9)J 

und    es  gilt    also   auch   diese   Gleichung,     die   Zahl  n  des   Regulators 

f  (o,  ß)  = ^    ^^  ^ mag  gerade  oder  ungerade  sein. 

Wir  stellen  diese  Gleichung  auch  noch  anders  dar«  Ist  n  eine]  ge« 

rade  Zahl,  so  ist,  weil  sn(ii  +  tÄO  =  r ^  auch 


kaaQ(a,  ß) 

Setzt  man  nun  (2  0  + 1)  +  (2  ß'+ 1)  s=  n,  so  ist 
also 

^  »  ^  *     Bn«J(a,/?) 

Summirt  man  diese  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  (2.)  im  $•  130«,  so  er- 
hält man  fHr  ein  gerades  n 

S'[sn'e(a,ß)]  =  y.sT-T^ 1 

*  U»?(«,/?)J 

und  der  Gleichung  (1.)  gemäls  ist  also  für 

2.      an  gerades  n  auch  8'  [sn^  q  (et,  ß)J  =  0. 
Ist  n  aber  eine  ungerade  Zahl,  so  muls  (2ß4-l)  +  2ß'  =n  gesetzt  wer- 
den; dann  folgt 


1 


/2a±{2ß+l)iK'\  * 
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und  hieraus  erh&It  man  durch  Siimmation  und  wegen  der  Gleichung  (1.)  für 
3.      dn  ungerades  n  die  Formel   ^^  [an^  ^  (o^  ß)]  s  0. 

$.  152. 

Relationen  unter  den  CoefBcienlen  im  Zahler  und  Nenner  des  .entwickelten  An«dnicks 

von  sn(jiu)» 

Setzen  wir  wieder  far  ein  gerades  n,  wie  in  $•  150.  ^ 

1  2  m-2 

1.      8n(nii)  SS  n.cniidntr. — -V-j ^^—r^ -^i— ^ 

1  -|-  D .  sn>  II 4-  D  .  sn«  II . . . .  +  D .  an"»  u 

indem  der  Kurze  wegen  ms^^  genommen  wird,   und  hierin  u-^-iK^ 

ffir  ff,  so  verwandelt  sich  snii  in  - — ,  onti  in  '^ — ^,  dn  ii  in  — ' 1 

also  ontidnti  in  — 'T~i~i  ferner  yerwandelt  sich  der  Zähler  des  bei* 
gefügten  Bruches  in 

m-9  III-3  m-4 

A  kBnu+  A  (k anu)»  +  A  (k snii)» +  (fc snuy^^ 

(k  SD  uj^'^"'^  ' 

der  Nenner  aber  in 

m        m^l  m-2 

D4-  D  (A:9n«)*+  D  (fcsnii)^ -KAranii)^"* 

itti  in  nii  +  ^*^^  ^'"^  sn(iifi)  wieder  in  sn(iifi)y  da  n  eine  gerade  Zahl 
ist;   es  ist  mithin  auch 

III-2  m-3  m-4 

8n(nti)  =  n  cnii  dni/. ;r— ;;rn -^^rn ; • 

Wird  dieser  Ausdruck  wieder  mit  dem  vorigen  identificirt,  so  erhalt  man 

m-2  m  nt'-i  1 

—  A.k"  =  D  und  D    —  D  ^  0, 

m-3  1        m  m-2  2      m 

in-4  2       m  fn-3  3       m 

m-5  3       m  in-4  ♦      m 


m 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  unmittelbar  J9  =  +A:"',  und  es  bleibt  nar 
noch    das  Yorzeichen    sorgfältiger   zu   bestimmen.      Aus    der   Gleichung 
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Werden  diese  Gleichungen  naoh  der  Vorschrift  (2.)  für  den  Regulator 
^(Oyß)  im  $•  150.  specialisirt  und  mit  einander  multiplioirt^  so  konmit  die 
zweite  Gleichung  nur  y  mal  zur  Anwendung,  und  es  ist  also 

n  n 

F[»Dj(a,ß)].F[sne(a,ß)]  =  ^^    oder   P'[sn'g(a,ß)]  =  ^^\ 

3fc* 

Da  aber  auch  durch  die  wirkliche  Multiplication  gefunden  wird 

80  ist  5«(— tr.(-l)^.Ä~=(— 1)^.Ä~,  da  mt^y  eine  gerade  Zahl 
ist.     Ferner  ist  auch  f  — j    uogerade  oder  gerade,  jenachdem  ^  ungerade 

n  nn  m 

oder  gerade  ist,  daher  ist  ( — 1)^=(— 1)*^  =  ( — 1)^,    und  also  endlich 

m  m 

folglich 

A  =  (—1)«     .&»-"        und    1>  =  i?  =  0, 

»»— J  ——1  i  w— 2  m  2 

^  -s  (_!)»    .kr-*.A     -      />  =  (— 1)».Ä«-*.Z>, 

U«      8.      W«  U«      8«      W« 

Setzt  man  aber  für  ein  ungerades  n,  wie  in  §.  150., 

12  m 

a.      8n(nti)  =  n. ^ X-.^ ^^ , 

indem  der  Kürze  wegen   //lae  ^^~     genommen  wird,  und  u  +  iK^  für 

Uf  wodurch  sich  snti  in   ; und  snrnti)    in  -z — ; — r  verwandelt ^   so 

verwandelt  sich  der  Neuner  in 
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m       m— 1  m— 2 

und  der  Zähler  io 
daher  erhSlt  man 

m  m^l  TM-»? 

,      .  1     Dsnw+D  A:>8o«M  +  D  Ä:*8n«i«....+  ifc''"8n""+*M 

8n(nti)  =  -. ;;rS;:^ X_- X , 

A  +Ak^Bn^u+A  k^  sn^  u  .... +k'^'^Bti^'^u 
und  weil  dieser  Ausdruck  mit  dem  Ausdrucke  (3.)  einerlei  sein  muDsi  so 
findet  man  die  folgenden  Gleichungen: 

D  s=  n\A        und        A    =  D  ^  0, 

iR— 1  1      m  m— 2  2       m 

/^.D^n\A.A     -      ^.Ä*  =  />.4, 

ift— 2  2      m  m-^  3        m 

m— 3  3      m  m— 4  4       m 

ifc».I?  CS  n'.^.^      -      A.k^  =  D,A, 
u*   8*   w«  n»   8*   w» 

*»»   =n\A^         -         *"»  =  J.Ä 
Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  ^  =:  +  — y  und  es  bleibt  nur  blols  noch 
das  Vorzeichen  zu  bestimmen.     Durch  die  wirkliche  Multiplication  erhSlt 
man  nach  Formel  (6.)  des  $•  150.  die  Bestimmung 


ji  =  (~ir.Fr— J^ — r 


„1  _i 
und  da,  wenn  ns=2r+l  gesetzt  wird,      ^      =2r  +  2r'  =  m  eine  ge- 
rade Zahl   ist,   so  ist  (— 1)"*  =  +1,  also  zunächst  J'sP'f i 1. 

L8in»e(a,/y)J 

Ist  nun  a  nicht  Null,  so  gehört  zu  eioem  Modular  -  Sinus  sd(-^^ — +2ßtK^ 

^F^Giy  allemal  ein  Modular- Sinus  m(^^^^^=^^^)=:  F—Gi,  und 
das  Product  beider  F^-^-G^  ist  also  immer  positiv :  um  so  mehr  also  das 
Product  ihrer  Quadrate.     Da  es  nur  noch  auf  die  Bestimmung  ankommt 

m 

ob  A  positiv  oder  negativ  sei,  so  können  wir  alle  die  Modular  -  Sinus  ao- 
gleich  weglassen,  welche  als  reellen  Theil  ihres  Argumentes  haben» 

m 

Hiemach  hat  also  A  emerlei  Vorzeichen  mit  dem  Producte 


odef  mt 
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na? T-^r— .  sin? ,►  «o^T— :—  . . . .  gn^ .'..    .  .^  ■  . 

71  n  n  n 


(-1)-?-.  @tt'^'.  ©n'i^'. @n»iü^  . . . .  ©ii'^i^  JS:', 

und  da  die  hier  yorkommcpden  lijperbolischen  Modular-Siniui  sSmmtlioh 
positir  sind  9  80  ist 

4  =  (^1)^.-^,    und  folglich     D  =  (^l)^.n*^ 

Doroh  die  Substitution  dieser  Werthe  yerwandeln  »oh  die  vorigen  For<* 
mein  in 

"ff—  (^D'^.nk'^.A      und      y=  j6  =  0, 

m-3  52l  3  m-3  ?ni     jlifi-Ö       3 

wi— 4  lir!  «  m-4  üzi     UPI-«       4 

J)  =  (-l)».#iÄ-^.4        ...     4a=  (— l)^.ip./> 

Uß    Up    VTf  Up    S.    3|r» 

Mehrgliederige^  ^iisdruck  fSi  6Q*(nii)  iSr  eio  j|;erades  n»    desgleu^en  fSr  .cja*{Aii) 

nod  dn*(iiii). 

pie  in  $•  ISO»  gefundene  Formel  kann  auch  abo  dargestellt  werden t 
sn (nii)  =  n.snwpniidnii.— A^— ^i y  *p;j^lJ: — ^p^j^ 

da  die  Anzahl  der  Faotoren  eines  jeden  Productes  P^  eine  gerade  Zahl 
ist.    Ferner  ist 

4'=  (-l)'^^  P'  r     /     A      und      D  =  (-ir.  P'  F— r^ 1 ; 

also  ist 

P;[3n«e(a,igB  _    y_  _ J^ 

"■"^  i  —"      m     "^   ""^  itt  > 

und  mithin 

kM(nu)  »Bwcnu  Jnu    P^ [na* u—  —*  g (q,  jJ)] 

*  ""  *  P'lM»«— M»J(a,/J)l* 

39 
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Setzt  man  nun  ^—^^=:K  und  sniisss^r,  so  erhält  man.  wenn 

71 

man  diese  Gleichung  zum  Quadrate  erhebt  ^  um  sie  rational  zu  maoheo: 

^^F[:r^-8n'ß(a,ß)r  =  '^'^^'^'''^f^'^^''''^Plar^— sn^gUß)?,  oder 

Die  höchste  Potenz  von  x  in  dieser  Gleichung  ist  a^%    da  das 

Product  P'[x^-:-8n^g(a;^ß)p  nach  §.  150.  eine  durch  -^  ausgedrSckte  Menge 

von  Factoren  des  vierten  Grades  hat;  der  CoefBcient  dieser  Potenz  ist 
==1;     die  nächst  niedrige  Potenz  ir^"**""^  hat  zum  Coefficienten 

'^ 2iS'sn^g(o^ß)  und  überhaupt  erhält  die  Gleichung  die  Form 

12  3  nn 

Sie  dient  zur  Herleitung  von  xsrsnii  aus  \s=a  ^°^^"\  d^i  kerne  Po- 
tenzen von  X  mit  einem  ungeraden  Exponenten  in  dieser  Gleichung  vor- 
kommeui  so  hat  sie  -^  Paare  gleicher,  aber  entgegengesetzter  Wurzeln« 

x=  4"8Q^  und  :r=  — snfi  sind  zwei  solche  Wurzeln  und  der  Ausdruck 
auf  der  linken  Seite  ist  also  theilbar  durch  x'^ — sn^ti.  Sollen  ^rs-f'^^' 
und  :r  =  — snfi^  zwei  andere  Wurzeln  der  Gleichuug  (1.)  sein,  so  müs- 
sen sie  so  beschaffen  sein,  dals  sn(niiOs=  sn(itii)  ist*  Da  nun  aber  über- 
haupt sn[(— l)''(nti  +  2aK  +  2ßt£:0]=SDii  ist,  so  schliefst  man,  dals 
überhaupt  nti'=  (— l)'(nii4-2aJK+ 2ßtüC0  ist,  oder  einfacher 

Nimmt  man  auf  beiden  Seiten  den  Nodular -Sinus  mit  dem  Modul  ^  so  ist 
^  =  (-l)-sn(«  +  2^^±Mi«:)    und  :, (_i).,„(«  +  2«iri2^^ 

die  allgemeine  Darstellung  eines  Paares  gleicher  und  entgegengesetzter 
Wurzeln;  also  ist 

die  allgemeine  Form  der  Factoren  der  Gleiohang  (1.).     Nehmen  wir  die 

Zahlen  a  und  ß  positiv  und  kleiner  ak  n,  also 

a  =  0,  +2,  +4,  +6,  ....  +(n-.l), 
ßasO,  +2,  +4,  +6,  ....  +(n— 1), 


Ür€iz.thni9r    A  b  $  o  h  n  i  i  ly      9.  ^6^  ^7 

UDd  rerbinden  alle  Werthe  tod  a  mit  allea  Wertfaea  voa  ß^  so  erhal- 
ten wir  nn  Verbioduugen ;  und  bezeicbneQ  wir  das  aus  dem  allgemein 
Den  Factor  gebildete  Produot  mit  P,  so  ist 

2.    p'[^_.„'(„*+?f£±MÜL')]=o 

dne  Gleichung,  welche  mit  der  Gleichung  (1.)  die  gleichen  Wurzeln  hat 
Die  höchste  Potenz  von  x  in  dieser  Gleichung  ist  x^"^  und  ihr  Coefficient  ist 
=:1;  wie  in  der  Gleichung  (!•)•  Um  zu  zeigen,  dais  die  Wurzeln  dieser 
Gleichung,  welche  auch  der  Gleichung  (1.)  Genüge  leisten,  wirklich  ver» 
schieden  sind,  nehme  man  an,  daüs 

.ei;  dann  folgt,  a^hu  +  ^^^Ü^  ^u+^.^!l±l}jE.J^2pK-\.2<fiK' 
sei,  wenn  p  und  q  ganze  Zahlen  vorstellen;  dafs  also 

folglich  (fs^s^af  -^pn  und  ßssß^-f-yn  sei;  was  ungereimt  ist,  da  jede  der 
Zahlen  c&,  ß,  (i\  ß^  kleiner  als  n  »ein  soll» 

Wird  die  Gleichung  (2.)  entwickelt,  so  findet  sich,  als  Coefficient  der 
Potenz  JF*""-'  in  ihr, 

und  da  der  Coefficient  eben  dieser  Potenz  in  der  Gleichung  (1.)  s=  -— ^  ist, 
so  ist 

Da  aber  der  Formel  (2.)  im  f.  151.  gemSls  i9' [sn' ^ (o,  ß)]  =:  0  rSr  ein 
gerades  n  ist,  so  haben  wir 

h^  80*  (nu)  L       \      '  n  /J ' 

und  das  Summationszeichen  jS^  in  dieser  Formel  giebt  zu  erkennen,  dais 
fiir  a  und  ß  alle  vorhin  angegebenen  Werthe  gesetzt  werden  soHen.  Die 
Summe  auf  der  rechten  Seite  begreift  also  nn  einzelne  Glieder« 

Setzt  man  u-^^iK'  fSr  Uf  so  bleibt  sn(ntf}  ungeiindert,  da  n  eine 
gprade  Zahl  ist,  und  man  erhält  also 


4. 


"H-o  -  f  \~:{Zi:^M±MiEJ; 
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Subtrahirt  man  von  federn  Giiede  auf  der  rechten  Seite  EinSi  so  muül 
man  auf  der  linken  Seite  n^  subtrahiren«     Dadurch  erhalt  man 

Subtrahirt  man  jedes  Glied  der  Gleiohuog  (3)  auf  der  rechten  Seite  von 
Eins,  so  erhält  man 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  ti  -| fBr  <i^  so  erhalt  man 

7.    ^^.-^  =  Ä7cn'(«+(i^+M+MiÄ:)i. 

fc»      CB»(rtIl)  ^     l         \        '  H  /J 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  (3.)  mit  k\  und  subtrahirt  auf  der  rechten 
Seite  jedes  Glied  Ton  Eins^  so  erhalt  man 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (3.)  fi-| — ^  für  u,  so  wird  sie 

9.      n\.n\nu)  =='|^  [.n' («  +  "'' ^+^^/+^ )'«)]. 
Subtrahirt  man  jedes  Glied  auf  der  rechten  Seite  ?on  Eins^  so  entsteht 

10.  nUnHnn)  =  f  [on«  («  +  ^^^±M±l)iE)] . 
Multiplicirt  man  aber  die  Gleichung  (9.)  zuvor  mit  k\  so  erhalt  man 

11.  «^dn'(««)  =  "1  [dn'(«+""^+^'/+^^^^)] .    . 

Zusatz.  In  Formel  (9.)  wird  2a  höchstens  s=2n— 2  und  2ß+l 
höchstens  =:  2ri — 1.  Sind  nun  2a'  und  2  ß'  -\-l  gröiser  als  n,  so  kann  man 
sie  durch  2a'=s  2n— 2a  und  2ß'-{-l  =  2n— (2ß  +1)  darstellen,  und  dann 
sind  2a  und  2ß'+l  ganze  positire  Zahlen,  welche  <Cn  sind.    Da  nun 

ist,  so  kann  man  die  Gleichung  (9.),  mit  Anwendung  der  Bezeichnung  des 
$.150.,  auch  also  darstellen: 

n\  sn'  (nti)  =  8'  [sn'  (u  +  ^(o,  ß))  +  sn'  (u— e(a,  ß))].    Eben  so  ist 

n'.cn'(n«)  =  S'  [cn'  (m  +  J(a,  ß))  +  cn' (u—^ia,  ß))] , 
n\du\nu)  =  S'  [dn»(ii+ gV  ß))  +  ^n'  (« — ?(«» ß))]» 
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Bei  Beachtung  des  Schemas  (2.)  (m  §.  150.)  der  SpecialisiroDg  des 

Regulators  ^(a>0)  erhSIt  man  -^  Glieder  aus  den  allgemeinen  hinter  S' 

stehenden  Gliedern ,  und  da  jedes  aus  zwei  Gliedern  besteht  ^  so  erhält 
man  nft  Glieder  zii  summiren;  Wie  vorhin« 

§.    154. 

Tielgliederiger  Aasdrock  TCfo  Bik(nu)  für  ein  ungerades  nf  ferner  für  Bn*(iiii)|  cd'(rii) 

und  dn^(nM}, 

Nach  §•  152»  kt  far  ein  ungerades  n,  wenn  wieder  m  ;s  ^^T* 
und  %nu=zx  gesetzt  wird^ 

"    \         i>  D/       d\  d  d    / 

m 

oder  •     da    -=r  =  —  w*f 

« 

D  D  D  \  D  D/ 

Eineiyurzel  dieser  Gleichung  ist  x^ssanu,  und  soll  sntf'  eine  zweite  sein, 
80  mufs  8n(ntiO  =:  9n(nü)  sein,  und  hieraus  findet  man,   wie  vorher, 

die  allgemeine  Form  aller  Wurzeln  der  Gleichung  (1.).    Nimmt  man 
a  =  0,  ±1,  ±2,  ±3,  ....±i^, 

ß=0,  ±1,  ±2,  ±3,  ....  ±5zd 

und  verbindet  alle  Werthe  Ton  a  mit  allen  Werthen  von  0,  so  er- 
halt man  nn  Verbindungen.  Der  Grad  der  Gleichung  (I.)  ist  aber  eben- 
falls 2m'^l  s=nn}  und  da  alle  aus  der  genannten  Specialisirung  henror- 
gehenden  Werthe  von  x  von  einander  verschieden  sind^  so  sind  sie  gerade 
die  nn  Wurzeln  der  Gleichung  (I.),  die  wir  durch  jp,  ap',  x'\  a/'*  etc. 
vorstellen.  Da  der  Coefßcient  der  höchsten  Potenz  von  x  in  der  Glei- 
chung (1.)  Eins  i8t|  so  ist  der  CoefGcient  von  x^  die  negative  Summe 
der  Wurzeln  y  also 
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oder 

2.       n%n(jiu)  =  8{^Vrf^n{u  +  ^''^^^^'^y 

Bezeichnet  man  die  Summe  der  Quadrate  der  Wurzeln  mit  8  und  die 
Summe  ihrer  Binionen  mit  t,  so  ist 

Die  Summe  der  Binionen  der  Wurzeln  der  Gleichung  (1.)  ist  ,der  positive 

CoefBcient  von  x^^^i  also  ist  /:=s  -^^^  s:  0,  nach  $•  152.^  da  n  eine  an« 

D 

gerade  Zahl  ist.    Es  ist  folglich  n^sn^(nii)  =  «^  oder 

•3.    )n'cn>««)  =  «[sn'(«  +  2f^i!yt2^i^^^ 

und  in  den  Formeln  (2.)  und  (3.)  sind  die  Werthe  a sc  0,  ± t,  ±2,  ±3, .... 

+  !^  mit  den  Werthen  ß=0,  +1,  ±2,  ±3,  ....  +^^  zu  verbinden. 

Nehmen  wir  Rücksicht  auf  das  Schema  der  Specialisirung  des  Re» 

gulators  q{(iy&)  unter  (4.)  im  $•  150.  ^  weil  n  eine  ungerade  Zahl  ist ,  so 
können  die  vorigen  Formeln  auch  also  dargestellt  werden: 

[n  sn(nti)  =  sn  w  +  Ä'{(— l)^r8n(ii  +  g*(a,ß)) +  sn  (ti—J((r,ß))]}, 


I 


•     jn'cn^(nti)  =  cn^ii  + Ä'[cn'(w  + J(a,ß))  +  cn'(ii— ^'((^ß))], 
yAu\nu)  =  dn'ii  +  Ä'[dn^(ti  +  gVß))  +  dn'(ti— g'(a,ß))]. 

S.    155. 

Ansdinck  Ton  cii(nu)  durch  sdi^  nnd  cnu  io  der  Form  eioes  Frodncts. 

Nach  §•  149.  hat  der  Ausdruck  von  cn(nti)  immer  denselben  Nen* 
ner  als  der  von  snCnti)^  es  mag  n  eiue  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl 
sein.  Nehmen  wir  zuerst  an,  dals  n  eine  gerade  Zahl  sei,  so  hat  der  Aus* 
druck  von  co  (nti)  zum  Zahler  eine  rationale  ganze  Function  von  x^  oder 
sn'ti;  daher  können  wir  für  ein  gerades  n  setzen: 
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onfiiff)  SS  a. , 

und  +0}  ±9^  ±<?  oto.  sind  nun  die  Werthe  von  sntf,  för  welche  co  (nu) 
=  0  wird)  und  welche  aammt  dem  constanten  Factor  y  nun  allein  noch  zu 
ermitteln  sind.  Soll  cn (nu)  =  0  sein,  so  muls  nus=(2a  +!)£+  2ßiK*, 
^  „^eSL+M+MiE  und  ,,  =  „(2£±M+2Ü£')  ^.  Hd,„,„ 

wir  also  als  «weiten  Regulator  ^*(a,ß)  =t  <^fi±M±Mi£,  so  erhal- 
ten wir 

Da  die  Ausdrucke  von  ^^  b\  c^  etc«  verschieden  sein  sollen,  so 

specialfsirt  man  den  Regulator  f  (o^ß)  durch  die  Verbindungen 

jVon(2a+I)=*5+l,+3,+5,....+(n-l)mit(2ß)=±2,±4^±6^..^±(n-2)und 
jVon      2ß=0    und  =+n   mit    (2a+l)  =  +  l,+3^+5,..,.+(i^-l). 

Die  Anzahl  dieser  Verbindungen  ist  =  ■^•(^"~'^)H"-^*Y^  y*  ^^^  ^^^ 
wandeln  P  in  P^,  um  auf  diese  Vorschrift  bei  der  Spedalisirung  aufilierk* 
sam  zu  machen.  Die  Verbindungen  aller  übrigen  Werthe  von  2a +1 
und  2ß  mit  einander  geben  Werthe  von  sn^^Ca^ß),  welche  unter  den 
angegebenen  bereits  vorkommen,  und  unter  ihnen  giebt  es  keine  gleichen 

Werthe  von  sn^^Co^ß).  Setzt  man  tisO,  so  erhfilt  man  ffss  1,  und  es 
ist  also  fiir  &n  gerades  n: 

2.      en(nti)  =      \      m-Q{c..ß)J 
fA Jj!ü_\ 

Setzt  man  in  dieser  Formel  us^K,  so  hat  man,  da  n  eine  gerade  Zflü 
ist,  cn(ntt)=3B(— 1)'^}  daher  ist 

P' [tu»  J  («,/?)]' 
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ElS^iM  =*  4  =-  »'  (nach  «.  152.); 

P' [90»  f  («,/?)]  A 

und  wird  die  Torige  Gleichung  hiermit  muItipUoirt,  so  entsteht  für  ein  tot- 
gerades  n:  p/[r,«g («./?)]  _  (_i)=i-\^ 

P'[CH«}(«,/S)] 

$.  156. 

Aasdnick  tou  dn(nu)  durch  snu  nud  dnu  in  der  Form  eines  Prödndes. 
Auch  der  Ausdruck  von  dn(nii)  bat  mk  dem  von  nn(nu)  densel- 
ben Nenner;  und  da  der  Zähler  fiir  ein  gerades  n  eine  rationale  Function 
Ton  sn^fi  ist^  so  kann  der  Ausdruck  von  dn(nii)  vorgestellt  vrerden  durch 

(.-;^)(tl^)(.-^")..... 

nnd  if»  h%  e^  etc.  sind  nun  alle  von  einander  verschiedene  Werthe  von  sn'i^ 
für  welche  dn(n«<)  =  0  ist.  Da  überhaupt  dn((2a+l)£^4.(2|3+l)t£0==0 
ist,  so  ist  dn(nii)=0,  wenn  n«  =  (2a  +  l)JS:+(2|3+l)fJt',  also 
^  ^  i2a+i)K+i2ß+i)iK'    ^^^   ^^,^^  ^  ,„»((2^+t)g+(2/y+l)££:)  fat. 

Nimmt  man  zum  Reguhitor  J(a,  ß)  =  (2«+l)g+(2/g+i;j£^  ^^  ^^^^  ^^ 
indem  sich  ^  =  1  findet,  wenn  man  « =  0  setzt.  Sollen  alle  Werthe  von 

s 

sn^^(oc,ß)  verschieden  werden,  so  hat  man  sich  bei  der  Specialiuriing  des 

Regulators  q(cL,ß)  auf  folgende  Verbindungen  zu  beschranken: 

1.    (2a+l)=+I,+3,+5,....  +  (ii-l)  mit  (2ß+l)  =  +l,±3,±5,....± («-!), 

deren  Anzahl  s=  y«'*=  "ö"  '*^*  ^°^  verwandeln  wir,  um  dieses  anzudeo* 
ten,  wieder  P  in  P^,  so  erhalten  wir  für  ein  gerades  n: 

p//l f  "    \ 

2.      dn(««)  = -)-^iil^(. 
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^      ^            m'm               k^  m*  QJa,  fl)  —  k^ bü*  u           Jn>  u  —  da*  g (a,  ff) 
Da    It— — r— 5 sas 5" Ä    j-5 ^ 

Bü^g{a,ff)  fc*w*p(«,/ff)  k^mi^Q{^,ß) 

blflt  man 

dD(nff)   a=   p/(JnaJ^^^^)_j„a^)*p/j-3„a*(^^^j]* 

Setzt   man   in   dieser  Gleichung   u  =^  K±iK\    %o   ist    dnti=sO  und 

n 

äa(jiiK±n%K')  9Bi  ( — 1)^»  da  n  eine  gerade  Zahl  ist;  daher  ist 

P'[dn«ß  («,/?)]'?' [80»  9  («,/?)]' 

und  wird  die  vorige  Gleichung  hierdurch  diyidirt|  so  entsteht  far  ein  ge* 
rades  ni  /  Aw'^u    \ 

3,      (~l)^.dn(nii)^4      ^"t^^V 

\     du»J(«,/?)y 

Denselben  Ausdruck  erhält  man  kürzer,    wenn   man  in  der  Formel  3« 

§t  15^5.  Art!  für  fi  und  —  statt  des  Moduls  k  setzt. 

k 

Ist  aber  n  eine  ungerade  Zahl,  so  findet  man  auf  ähnliche  Weise, 
wie  vorhin,  den  Ausdruck 

dD(n«)  =  dn«.-^— -|^. 

Damit  alle  Wer the  von  sn''^(oE,ß)  Terschieden  von  einander  sind,  hat  man 
sich  bei  der  Speoialisirung  des  Regulators  §(ß,ß)  för  ein  ungerades  n  zu 
beschranken  auf  die  Verbindungen  von 

j(2a+l)  =+I,+3,+5,....+(ii-2)  mit  (2ß+l)=c  +  (,±3,+5„..,i(»-2), 
4.  {(2a+l)  =  n  mit  (2j3+l)  = +1, +3,+5,,,..+(n-2), 

l(2ß+l)  =  »  mit  (2a+l)=:+l, +3,+5,....+(n-2), 

deren  Anzahl  =  2:=i,(ii— 1)+ 2.^^^^  =  ^^^  ist.   Verwandelt  man,  ' 
mit  Hin  Weisung  auf  diese  Speoialisirung^  P  in  P',  so  hat  man 

40* 
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Stellt  man  dieso  Gleichung  zuerst  also  dar: 

und  setzt  u  =  K±iK^j  also  dntissO,  so  verwandelt  sich  das  Verbält* 

.-    dii(nM)  .      ft        Tij.         -  .         d  dn  (nu)  nsn(nu)cn(nu)  ,        .   . 

nilfl  -j — '  m  %.    Nimmt  man  aber      ;)  ',      =  — '     '   , — ^   und  setzt 


1  ^^/-•..>_      t      Ä' 


hierin   u^K  +  iK,    so   ist   «n(nii)  =  (— 1)  ^  .-i,    ea(nu)=s  ±j-^ 

1  %^ 

snu  =  T-  und  onfi  =  +  -—  ;   daher  erhält  man 


71—1 


8  .         ^  *. 


(     l)=i;n  —  F[Jo«e(«./9)]_F[«n'g(«./9)]. 
r'[dn»J(a,/?)]*P'[8n»^(«,/9>]* 
und  vird  die  vorige  Gleichung  hierduroh  dividirt,  so  entsteht 

6.      (-l)~.dn(n«)  =  «.dnii.-3 ^^^^^iDl. 


§.   157. 

Uebersicht  der  Specialisirong  der  vier  Regnialoren   oud  der  Aasdrücke  for  m(nu)f  cn (nu), 

do  (n  u). 

Wir  stellen  nun  die  vorigen  Resultate  Hbersichtlich  zusammen,  mit 
Angabe  der  Specialisirungen  der  Regulatoren. 
I.    Ist  n  eine  gerade  Zahl. 

Regulator  g(a,ß)  =  SI^l^ßlE, 
Verbindungen: 

(2a)  =s +2, +4, +6,.... +  (tt— 2)  mit  2ß  =  ±2, ±4, +6,....±(n— 2), 
2a  ==  0,  n  mit   2ß  s=  +2,4-4,  +6,  ....+(»— 2), 
2ß  =  0,  »   mit    2a  =  +2, +4,  +6,  ....+(n— 2). 

Zahl  der  Verbindungen  =  "  ~    ^^  ^  —  ^* 

Verbindungen : 

(2a+l)  =  +l,+3,+5,....  +  (»— 1)  mit  (2ß)  =  +2,+4,±6,....±(n— 2), 
(2ß)=  0   mit  (2a+l)  =  +1, +3, +5,.... +(»—!), 
(2ß)  =  n  mit  (2a+l)  =  +1,  +3,  -f-5, .. . .  +(n— 1). 
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Zahl  der  Yerbindungen  =  -Tp« 

Terbmdüngen: 

(2a+l)  =  +l^+3,+5,....+(^^l)  mit  (2ß+l)=±l,±3^±5,....±(ii— 1), 
2<ahl  der  Yerbindungen  =:  -^  • 

YerbinduDgen: 
2a=4-2,+4,+6,....+(n— 2)  mit  2ß+l  = +l,+3,+5,....±(n— 1), 
2a=  0,n  mit  (2ß+l)  =  +l,'+3,+5,  ....  +  (n— 1). 

Zahl  der  Yerbindungen  ^^-o"« 

1.       sD(nti)  SS  nsntfcntfdntf. — ) ^^       (» 

p//i \"  "    y 

\        an»  e  («,/?)/ 

'^  ^    p/A — ?!üü_\    ^  ^  p/A — ^iiü_y 

oder  auch,  wenn  m  =  -^  gesetzt  wird, 


2.       onl 


3. 


1  2  m-2 


4*      8n(nti)  =  ncniidnti. -i— ^ ^^—^ ^-—^^ ; 

i+ D &ü^ u+  D sü* u...»+  D .  Bü^'^u 

12  m 

5.  (—1)^-  cn(nii)  =  --^ -^—- -^ f. 

l  +  D'cu»M+D'  cn*w....+D'cn2^u 

6.  (~l)^.dn(>»«l)  =  1+C  dn«u4-Cda^«..-+C  dn^. 
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IL    Ist  n  eine  ungerade  ZahU 

TerbinduDgent 

(2a)c=  +  2,+4,+6,....+  (n— 1)  mit  2ß  =  ±2, +4,±6,v..±(»-J), 
2a  a=  0  mit  2ß  =  4.2,+4,  +  6,...»  +  (n— 1), 
2ß  =  0  mit  2a  =  +2, +4,  +  ß,...,-i-(»— 1), 

Zahl  der  Terbindungen  ss  ""r"  ■ , 

«.^fafer  li^ff)  =  gf±M.+Mi£'. 

Terbindungen : 

(2a+l)  =  +l,+3,+5,....+(n-2)  mit  (20)  =  ±2, ±4, ±6,,.., ± («-!), 
(2a+l)=n  mit        (2ß)  = +2, +4,  +  6,.. ..  +  (»— I), 
(2ß)  =  0  mit  (2a+l)  =  +l,+3,+5,,...  +  (n-2), 

Zahl  der  Verbindungen  «=      ~    • 

n 
Terbindungen: 

(2a+l)=+l,+3,+5,.,..  +  (n-2)  mit  (2ß+l)= +1,±3,±5 ±(n-2), 

2a+l  =  n  mit  2ß+l  =  ^-l, +3, +5,....+(n— 2), 

2ß+l  a=  n  mit  2a+l  =  +1, +3, +  5,. ...  +  (»— 2), 

Zahl  der  Terbindungen  =  -    ~  ■» 


Regulator  qi^ß)  ^^ 


n 


Terbindungen: 
(2a)— +2,+4,+6,....  +  (n— 1)  mit  2ß4-l  = +l,+3,±5,...,  +  (»— 2), 
2a  =  0    mit   2ß+l  =  +1, +3, +5,..,.+(n— 2), 
2ß+l=n    mit         2a  =  +2, +'4, +6,. ..,  +  (»— 1). 

Zahl  der  Yerbindungeo   =  -■ — j"--* 

Setzt  man  zur  Abkürzung    f/»  =  — T~  ^   *^  '**   2m-|-l  =5  nn, 

7.     8n(iifi)  =  nun  II. — ^ -Li-LL-^ 
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8.     OD (It tf)  ra:  cn tt.  -^  ^^         ;„,  j-^  —  (—1)    .non«.^   .  cn?^* 


\       8ü»J(a,/9)/  \       dDV(a,/J)y 


0< 

oder  auch 


,-.  ,^^v  ^   snii-f--^  8o»ii+^  8n>u«.«.  +  -^  8tf'»+iM 

H— 1  12  m 

11.    (— 1)' .cn(nii)  OB  ». lil-j =!=-^ ~-^ , 

1+D'  cn»M+Zy  cn*ii,...+  Z}^  cd^«ii 


M^t 


1  2 


12.    (—1)    .dn(nii)  =  n. s— , ^-^ , 

$.     158. 
Relationen  unter  den  Coeffirienten  in  dem  entwickelten  ZAblcr  nnd  Nenner  der  Ansdrücke 

von  cn(/fu)  und  do(nii). 

Setzt  man  in  der  Formel  (6.  $.  157.)  K — u  statt  u,  so  verwandelt 
ttoh  dnti  in  -^^  und  dn(nfi)  wieder  in  dn(nti),  da  n  eine  gerade  Zahl 
ist.    Wir  erbalten  also 

DU  y2m  J^  j3//  ;k/2m-2  do»  M  .  .  .  •  +  du^»»  U 

und  da  dieser  Ausdruck  mit  dem  Ausdrucke  (6.)  in  $•  157.  derselbe  sein 
inuls^  so  bat  man 


C  =  D", 

m-1                       '1    m 

und 

m-2                        2    m 

« 

m-2                            2         m 

m-3                        3    m 

• 

P'  =  Ä«.-D".5", 

n.  s.  w. 

U.    8.    W. 

1  =:^  Ä'^-.t;^' 

• 

1    «  Ä"".(^'0'. 
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Aus  diesen  Gleichungen  folgt  zunächst  D'sskC^z  ±—  und  es  bldbt 
nur  noch  das  Vorzeichen  zu  bestimmen  übrig«  Die  wirkliche  Multiplica« 
tiongiebt  C=*pT r 1- 

Zu  einem  Factor  von  der  Form  dn('^'^'^+^^^+^^^+^^'^')  gehSrt 

immer  mn  Factor  von  der  Form  dn  (   ^  ■    — ""^  ^"^  ^' — ^  und  das  Pro- 

duct  eines  solchen  Paares  ist  immer  positiv ^  da,  wenn  der  erste  Factor 
^P±Qi  ist,  der  andere  c=P+ö«,  also  das  Product  =P^^Q^  ist. 
Factoren  anderer  Art  erhält  man  aber  bei  der  Specialisirung  des  Regu- 

lators  ^(o^ß)  nicht,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist;   daher  ist  (Ur  m  =  -x-: 

und       D"  ^^, 


1. 


m 

1 

wi— 2 

(? 
^m-4 

m— 3 

^ 

*""-« 

U.   8, 

.  w. 

w-rl  n// 


D' 


lih  ^    ^' 


u.  s.  w» 


Ist  aber  n  eine  ungerade  Zahl,  so  verwandelt  sich  do(i|ti)  in  j-j — r,  wenn 
man  £  — fi  für  ti  setzt.     Die  Formel  (12.)  im  %.  157.  verwandelt  sich 


nun  m 


71-1 


Wl-t 


und  wird  sie  mit  der  früheren  Formel  identificirt,  so  hat  man 


?n— 1  1 


D"  =  n\  C  und      C  =  K'^.  D".  C, 

w— l                                   1    m  wi— 2                           2          m 

m— 2                                  2    m  m-  3                          3         m 

Z>"  =  n^k'\  CC  -       C  =  A'".  D".C, 


1  =  n'Ä^-.C*       -         1  =  ?{■"".  D".C, 


Ortiithnttr   ^baohnitu     $.  IM. 
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Bleram  folgt  thm  für  m  » ^^^L-it 


^'  =  3^  und      C  = 


k  m— 1  M  ^ 


2. 


fm— 1 


V    ^=     1./--4  •  ^ 


W—l 


4  ^ 


^jfc/m-2 


wV«-* 


•  AT    , 


U.   8«    W* 


.c 


c  = 


4  1 


Da  810h  io  §•  157»  die  Formel  (6,)  io  (5.)  verwandelt ,  wenn  man 

1  ■  •  .  V 

ku  statt  u  und  ~  statt  des  Moduls  k  setz^  so  erbalt  man  for  ein  gerades 
n  auK  den  vorigen  Formeln^  wenn  m  =  -^  gesetzt  wird, 


3. 


m-1 

7n--2 
m— 3 

B  = 


und  die  Forme 

Fm— 3 


m^2 


.  ifi— 2 


m-l 


m-2 


u.  s.  w« 


U.    8,    W.9 

In  (2.)  verwapnjeln  sieh  fBr  ein  ungerades  n  in 


.  m— 2 


,)-.».(ir.ii 


»v-i 


«-r3  >""^     4       /  i  ^m— «      - 


in-1'3 


U.    8«    W. 


U.   Bß   W» 


nn  —  1  . 


in  Welchen  wieder  m  =:  ^^^      ist«    Zu  denselben  Resultaten  gelangt  man 
auch,  wenn  man  in  den  Formeln  (5.)  und  (11.)  §.  157.  u-\-K+iK^  Matt  u 

setzt«  wodurch  sich  cnu  in  -rr«:r-  .verwandelt,  und  wenn  Bian  £e  hier- 

'  IK    diu  ' 

41 
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durch  entstehenden  neuen  Ausdrucke  für  on(nfi)  mit  den  vorigen  wieder    , 
identifidrt« 

«.    159. 

Yielgliedrige  Aosdrückb^fiir  co(nu)  nnd  dn(7iM),   san(nu)  und  2 am (nu),   worin  n  eine 

nngerade  Zahl  ist. 

Setzt  man  der  KSrze  wegen  für  den  Augenblick  (-~1)  ^  •  cn  (n  ti)  =  \ 
und  cntissy,  so  hat  man  die  Gleichung 

•i(fl'.y*"+fl'.y— » l-l)  K  Bf^  +  Bf—'-i 1-y  oder 

\  B  B/        "\B  B  bJ 

Eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  yssonu,  und  ist  cntir  eine  andere  Wur« 

2el|  so  mub  cn(nti')=scn(nti)  sein.     Eine  Folge  hiervon  ist^  dais  nuf 

von  nu  um  einen  Ausdruck  von  der   Form  4aJSL  +  4ßj£'  verschieden 

ist.     Man  kann  aber  auch^  da  2a(n-fl)  und  2ß(n-f-l)  durch  4  theil- 

bar  sind^ 

nu'  =  nu  +  2a(n+i)K+2ß(n+l)iK 

setzen^  und  hieraus  folgt 

Also  ist 

on  ti'  =  (—1)«+^  cn  \u  ^ -^-^- — ) 

der  allgemeine  Ausdruck  der  Wurzeln  der  obigen  Gleichung;     TerbindeC 

man  nun  die  Werthe  as=0,  +1,  ±2,  +3,  ..•.  +  -^^  mit  ß  =  0,  +1, 

±3^  •«..  ±  ^7^    ,  so  erhSlt  man  nn  Verbindungen ^  und  die  ihnen  ent* 

sprechenden  Werthe  von  cntf^  sind  sämmtlich  von  einander  verschieden. 
Da  nun  auch  2m-{'lz=znn  der  Grad  der  obigen  Gleichung  ist^  to  sind  die 
genannten  Werthe  von  cnti^  gerade  die  Wurzeln  der  obigen  Gleichung; 
die  negative  Summe  dieser  Wurzeln  ist  der  Coefficient  der  Potenz  y^  in 


m 


der  obigen  Gleichungi  und  also  =s .— •    Da  nun  aber  -^  s=zn^  nach 


f.  158.  ist,  80  ist 


**    B  B 


I,     ,„(«,)-  (-ir.s[(_,).«<„(„+?f!«±££i£')] 
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und  es  kann  diese  Formel  auch  also  dargestellt  werden: 

2.  (-l)^.iicn(nti)  =  cnii+Ä'{(-^l)«+^cn(ii+J((Ä,ß))  +  on(ii-f (a,ß)]}. 
Auf  gleiche  Weise  erhält  man  die  Formel 

3.      ndn(nii)  =  (-1)"^,  ^  [(-1/  du  (ti+  ^^^+^  ^' ^^J, 
in  welcher^  wie  in  der  Formel  (l.))  die  Wertbe  as=0^  ±1,  +2,  +3,  .•• 
•  .•±2^mitdenWertheo  ß=;=0,  ±1,  +2,  ±3,  ....±  ^^  zuverbiii. 
den  sind.    Es  liiist  sieh  diese  Formel  übrigens  auch  also  darstellen: 

4-    (-l)^.n.dn(iiti)  =  dnti+iS'{(-l)ndn(ii+f(a,ß))  +  dn(ii^(a^ 

Miihiplicirt  man  die  letzte  Gleichung  mit  du  und  integrirt  jedes  Glied|  so 
erhalt  man 

5.    (—1)  ^  .am(nti)==amti  +  Ä'(^l/[am(ii+f(a,ß))  +  am(ti— g(a,ß))}. 

Vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  a  mit  ß  und  zugleich  den  Modul  k 
mit  k^,  also  auch  K  mit  K',  und  multiphcirt  die  Gleichung  mit  i,  so  ver« 
wanSelt  sie  sich  in 

(_1)^  .Jam(ntii) 
=  !eam(tii)  +  iS'(— l)«[]?am(iii  +  f(a,|3))+Jam(iil~f(a,ß 
oder,  wenn  man  ^  statt  u  setzte  in 

6..     (-^l)*.Jfam(nti) 
=  Jfam«i  +  Ä'(— J)^[gam(ii+g(a,ß))+gam(ii— f(a,ß))J. 

§.    160t 

Zweite  Darstellqag  Ton  sil(iiii)|  €o(nii)  nnd  dn(/iii)  fiir  eia  nager^ides  ir»  in  der  Form  ^ 

T09  Prodacleop 

In  §.  154.  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

m— I  m— l 

D  D  \    ,  D  D/ 

gefunden  worden,  in  welcher  m  =  ?"~  ■  und  n  eine  ungerade  Zahl  ist. 

Das  von  x  unabhängige  Glied  in  dieser  Gleichung  Ist  — "    »  "';   oder» 

D 
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da  5  =  (— l/^-nÄ'«  ist,  80  ist  dieses  Glied  ^^(^if^.?^.    Das- 

selbe  Glied  ist  aber  auch  das  negative  Produot  aller  Wurzeln  der  Glei- 
cbung;  daher  haben  wir 

wenn  in  dem  allgemeitien  Factor  des  Productes  die  Werthe  a  =  0,  +f| 
±3,  .-..  +(^)  mitdenWerthen  2l3  =  0>  ±1,  ±3, ....  +(^)  ver- 
banden  werden.  Das  Produot  aller  aus  (-^l)"*  durch  Specialisirung  entste« 
henden  Factoren  ist  =  -f-1;  daher  ist 

1,    .„{„„)  =(_i)=?.*'^.p[«(„+?ii^i£')]. 

In  §•  154*  sind  auch  die  Wurzeln  der  Gleichung 


w-l 


B  B     "Ab  bJ 

gdimden  worden.     Das  von  x  unabhängige  Glied  in  dieser  Gleiobiing  iit 

—  -•4»  welches  sich,  da  \=(— l)~on(nti)  und  i.  =  (— lp".»(r)" 
"   B  B 

-^J  cn(nti)  redudrt«    Daher  ist 

Eben  so  findet  sich 

3.      doC«»)  =  Q;f.  P  [da(«  +  2^A±2ü£')]. 

und  in  diesen  Formeln  sind  für  a  und  ß  dieselben  Werthe  zu  setzeui  wie 
in  der  vorigen  Formel  (!.)• 

Da  ~^  immer  durch  4  theilbar  ist,  weil  ^^^^^^  2(r  +  l)r 
ist,  wenn  ii  =  2r-f-l  gesetzt  wird,  so  kann  man  die  letzte  Formel  auch 
dadurch  aus  der  vorigen  herleiten,  dals  man  A:ti  fHr  u  und  —  statt  des 

Moduk  k  setzt,  wodurch  sich  (-p)        in  (r^)       ss  \^—j       verwandelt. 
Es  k6nnen  die  so  eben  hergeleiteten  Formefai  auch  also  dargestelU 

4.      sn(»«)  SB  (—1)  » .Ä  '  . snii.P' [sn(i«  +  ^(a,ß)).8n(tt— /(a,ß))], 
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nii-^l 


5.      on(iitt)  «  {p)  '  *cn«.P'[cn(«+^(o^ß)),oii(i«— g(a,ß))], 


liii^l 


6.      dn(»tt)  =  (^)  *  .dn«.F[dn(«+J(a,ß)).an(tt— e(a,ß))], 
wenn  sich  P'  zagleioh  auf  die  vorigen  Voraohriften  in  Betreff  der  Specia- 
liurung  des  Regulators  ^(tz^ß)  beziehet. 

$.    161. 

Aasdriicke  Ton  e1(nu)  für  ein  gerades  und  ungerades  n. 

Nach  §.153.  ist  n^do'(nti)  =  iS'[dn'(ii  +  e(a,ß))  +  dn'(ii— ^(a,ß))] 
für  ein  gerades  n.  Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  du  und  integrirt^ 
so  erhält  man  für  ein  gerades  n: 

1.      n.el(nii)  «  S'  [el(ii+J(a,ß))  +  el(ti— f  (a^ß))] 

und  eine  Constante  ist  nicht  hinzuzufügen,  weil  beide  Seiten  der  Gleiohung 
iiir  11  =  0  verschwinden.  Entwickelt  man  das  allgemeine  Glied  dieses 
vielgliedrigen  Ausdrucks,  in  Anwendung  der  Formel 

el(ii  +  ö)  +  el(ii-ö)  =  2elti-     ^„^.,^.^3^.^     (§•  65.), 

so  erhält  man,  da  die  Menge  der  also  gefundenen  Ausdrücke  »^  ist, 
für  ein  gerades  n  auch  die  Formel 

2.      ii.el(iiii)  =  n^elfi-2Ä^sniicnfidnM.iSfT ^J^^Jl ]. 

Es  kann  übrigens  die  Formel  (I.)  auch  also  entwickelt  werden,  dals  je« 
des  Glied  des  Ausdrucks  in  einer  reellen  Form  erscheint« 

Ist  n  eine  ungerade  Zdh\^  so  folgt  aus  der  Gleichung 

fi"  dn^(iiti)  =  dn^u  +  Ä'[dn^(fi  +  g(a,ß))  +  dn'(ti— f  (a,ß))] 
auf  ähnliche  Art  die  Formel 

3.      ii-el(nw)  =  elti  +  «'[el(ii  +  g\a,ß))  +  el(ti— f'(a,ß))]. 
Die  Anzahl  der  einzelnen  Doppelglieder,  welche  aus  dem  allgemeinen  Gliede 

hinter  8'  hergeleitet  werden,  ist  ss  "  ~  -  und  durch  die  Entwicklung 
dieser  Glieder  erhält  man 

4.      n.el(iiti)  =  n^elfi  — 2Ä^snttcniidnii.Ä<r !!ll£<?!i} ^1. 
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Stellt  man  dieso  Gleichung  zuerst  also  dar: 

und  setzt  fi  =  £±t£^  also  dntissO,  so  verwandelt  sich  das  Verhält« 
Dib  -T — "  »n  *•    Nimmt  man  aber   -^-p — ^  = ^^ — ^ — ^ — ^  und  setzt 

duM  ^  ddnu  suttcnu 


bierin   ti=liC  +  t^>    so   ist   sn(nw)  =  (— 1)  ^  .-i,    cn(ntt)=+^, 
snii  =  -r  und  onfi  z=s  +  -— x   daher  erhält  man 

*  F[dn»J(a,/?)]'p'[8n*^(a,/S>]* 

und  wird  die  vorige  Gleichung  hierdurch  dividirt,  so  entsteht 

pA — 'pi-\ 

6.      (-l)~.dn(nti)  =  n.dnti.-^      dn'eC«./?)/ 

P' 


§.   157. 

Uebersicht  der  Spedalisirong  der  vier  Regolaloren   aud  der  Aasdrudie  für  en(Ri<),  cd  (nu), 

do  (n  u). 

Wir  stellen  nun  die  vorigen  Resultate  übersichtlich  zusammen^  mit 
Angabe  der  Specialisiruogen  der  Regulatoren. 
I.    Ist  n  eine  gerade  Zahl. 

Regulator  \M)  =  £^«±2^^^ 
Terbindungen: 

(2a)  =  +2, +4, +6, H(»— 2)  mit  2ß  =  ±2, ±4, ±6,....±(i»— 2), 

2a  =  0,  n  mit   2ß  =  +2,  +4,  +6,  ....+(n— 2), 
2ß  =  0,  »  mit    2a  =  +2,4-4,  +6,  ....+(n— 2). 

Zahl  der  Verbindungen  =      ~     =  -^  —  2, 

Terbindungen : 

(2a+l)==+l,4.3,+5,....  +  (n— 1)  mit  (2ß)  =  ±2,+4,+6,....  +  (n— 2), 
(2ß)=  0   mit  (2a+l)  =  +1, +3,+5,.... +(«— 1), 
(2ß)  =  n  mit  (2a+ 1)  =  + 1,  +3,  +5, . . . .  +  (n— 1). 
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^  mm 

Zahl  der  YerbindaDgen  =  't'* 

Regulator  f(a,ß)  =  «^^ —         ~t-\  h-t  j — ^ 
TeFbiodüDgen: 

(2a+l)  =  +l,+3,+5,.-..+(Ä— 1)  mit  (2ß+l)c=+l,+3^±5,-...±(ii— 1), 
Zahl  der  YerbinduDgen  :=r  —  • 

Terbiodungen: 
2a=+2,+4,+6,....+(n— 2)  mit  2^+1  = +l,±3,±5,....±(n— 1), 
2a  =  0,«  mit   (2ß+l)  =  +l,'+3,+5,  ....  +  (»1— 1). 

Zahl  der  Yerbindungen  sa^,       ' 

1.      8n(ntt)  s=  »snwcnttdntt — ^ — ggVC«./^)^ 

p/[i ^^"  "    y 

\        8n»e(a,/9)/ 

'  p^i — ?lif-^         pY* — ^^^'^ 
p^i — ?!iL-^         fA — ?iü-N 

3.      dn(n«)=       y     '"'f^^V  =  (~^)^'      >      '"Tr^^^ 
p/A         «°*'*    \        ^  pYl         '[°  **    \ 

oder  auch,  Trenn  m  =  -^  gesetzt  wird, 


1  i  TO-J 


4.      8n(»tt)  =5  nonttdn«.— — i— £ ^^--j ^^—^ r. 

5.     (-l)^.co(n«i)  =  *  +  ?'"""  +  f"'*"--  +  !^ 
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IL    Ist  n  eine  ungerade  Zahl, 

Uegulßtor  ^(a,ß)  »=  -^ — ^^ — , 

TerbinduDgent 

(2a)  =  +  2,+4,  +  6 +{n-l)  mit  2ß  =  ±2, +4,±6,.,,.i:(ii~l), 

2a  »  0  mit  2ß  =  +2, +4,  +  6,...,  +  (n— 1), 
2ß  =  0  mit  2a  =  +^, +4,  +  6,...,+(ii— 1), 

Zahl  der  Yerbindungen  =?=  ^^~    t 

Yerbiodangent 

(2a+l)=+t,+3,+5,...,  +  («-2)  mit  (2{3)= +2,±4,±6,,..,±(«-l), 
(2a+l)=n  mit        (?ß)  = +2, +4,  +  6,....  +  (»— 1), 
(23)  =0  mit  (2a+l)  =  +l,+3,+5,,...  +  (^-2), 

Zahl  der  Yerbindungen  =  — 5 —  • 

ife^/o^or  e'(a,ß)  «^  (2o+l)+(2W)>K-^ 

Yerbindungen: 

(2a+t)=+l,+3,+5,.,..+(»^-2)  mit  (2ß+l)= +1,±3,±5 ±(n-2), 

2a+l  =  n  mit  2(2+1  =  +1, +3, +.5,,... +(»-^2), 
2ß+l  «=  n  mit  2a+t  =  +l,  +  3,  +  5,..,.  +  (»— 2), 

Zahl  der  Verbindungen  = 


2 


Regulator  f(a,ß)  5= It__cJ — , 


Yerbindungen: 
(2a)=+2,+4,+6,,..,  +  («— 1)  mU  2ß4-l=: +l,+3,±5,...,±(n— 2), 
2a  =  0    mit   2ß+l  =  +1, +3, +5,. .,.  +  («— 2), 
2ß+l=  n    mit         2(X  ^  +2, +'4, +  6,...,4-(»— 1). 
Zahl  der  YerbinduDgen   =;=  -■ — 2^* 

n  n  —  l 

Setzt  man  zur  Abkörzung    »1  =e  — ^ — >  *ö  '**   2i;i  +  l  =  nn, 

p//i — -^p-\ 

7.     «n(n«)  =  n.nti.     ^      -"^eigijg.^/ 


V      811»  a  («,  /?;/ 
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0 

oder  audi 


_^                           /_    N         ^   tna+^  »a*uA-ui  ■n»«....  +  -«<  80**+*« 
10.  8n(«tt)  =s  ft. X_ X__ TL__ ^ 


II— 1 


11.  (— ir  .on(»tt)  a=  n. -!^ 3-_ -Jl- , 

l+D'  cn«M+Zy  cn«u....+  i)'  ca"»« 

12.  (-ir  IdnCnti)  =  ».■"*»+  ?  ''°'»+  f  ■"""-+  f  ■'°'"^'"  , 

1  +  D''  dii>  II  +  ly'  dn*  u . . . .  +  D''  do^«  u 

i.    158. 
Helationeu  unter  den  Coeffirienten  io  dem  entwickelten  Zahler  nnd  Nenner  der  Änsdriicke 

Ton  cn(7iu)  Qod  do(7iu). 

Setzt  man  in  der  Formel  (6.  $•  137.)  K — u  statt  ff,  so  verwandelt 
Mch  dnfi  in  -^j^  und  dn(itti)  wieder  in  dnCnti),  da  n  eine  gerade  Zahl 
ist*    Wir  erhalten  also 

jr)//  j^nm  j^  5//  i^nm^2  dn»  u  . . . .  +  dn^»«  u 

und  da  dieser  Ausdruck  mit  dem  Ausdrucke  (6.)  in  $•  157«  derselbe  sein 
mufS)  so  hat  man 

m  m 

C  =  /? ', 

C  =  *«.  CD"      und      />"  =  k".  D",  D", 


m-2                        2    m 

. 

m-2                            2          m 

/>"  a»  hf*.D".D"y 

m>3                        3    m 

• 

m-3                           3         m 

Z>"  =  k!\D".D", 

u.  s.  w« 

U.   8.   W. 

1    =:  Ä^-.CJD' 

* 

1     «::   Ä"".(^'0'. 
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Und  da  far  ein  ungerades  «,  k  »nf"-^   '^')=:      ,2tt  +  (2/g^+l)tK  ***» 

.wenn  (3ß +1)  +  2ß'  =  »  gesetzt  virird,  so  erhSIt  man|  noch  etwas  einfacher: 

6.      &(nUfnä) 

Lsn»  a— sn*  Q{a,ß)J  L»"*  (««—«)  —  sn*  p(a,  /?)J 

Diese  Formel,   in  welcher  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  ist  der  Formel  (3.) 

4 

für  ein  gerades  n  wieder  sehr  ähnlich;  nur  dafs  jetzt  der  Regulator  f(o^ß}, 
dem  §•  157.  gemSüs^  anders  specialisirt  werden  muls« 

§.    164. 

Differeozial-Gleicbon^A  znr  Bestiminaiig  d6s  Zilhlers  nnd  Ncaners  des  Aasdracks  voa 

Bn(nu)  für  ein  nugeradea  n. 

Setzt  man  Arc=  y^A^.snt/  und  Jt=  |^A;.8n(nti)y  so  verwandelt  sich, 

wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  x  in  —  und  gleichzeitig  Jt  in  ^,    wenn 

71/1  —  1 

man  ti  -|-  <-K^  statt  ti  setzt.    Nimmt  man  wieder  m  =  — ^ —  ^  ^^^zt 

n—l  0  12  m 

/     1^"^  Y         cx-^-cx^  +CX*  ,.,>+  ca^^'"'^* 

l 1)       .-AS=    y i 2 m  f 

a -f"  a  o:*  +  aa?*  # .. .  +  aor^ 
1  1 

und  verwandelt  gleichzeitig  :r  in  —  und  J^  in  -jr^  so  erbalt  man 

(^ 1;      .A  — ;;j ;;jri ö > 

m  U 

und  dieser  Ausdruck  wird  derselbe  mit  dem  vorigen  ^  wenn  man  c=i  a, 

m-l 

c  =^a  Ue  s.  We  setzt.    Dann  ist  aber 

yj^^  m  m-1  m-2  0 

Q — i;    .-A. 5 j 2 ;;!        • 

Da  nun  nach  $•  157.  (Formel  10.) 

•^ i 'i  ;;;; 

1  +  D  8 n »  w  +  £)  80  *  u . . . ,  4- D  8u^  "*  II 
ist^  oder  i^uch 


Ji  r  ti  z  t  n  nt  €  r    Atrtphnt  ff,      §,  16*.  ^1 


X 


1  2  ^     ;;; 


80  hat  man  .unter  anderen : 

"*  ?i— l  n— 1  m  mm 

j  =  (-1)".^*;    (-1)"^  =  ^    und   4-  =  ^. 

Der  mittleren  Glelohung  gemäfs  ist  A  —  (—l)  ^  .  — ,  wie  in  §.  152».  und 


die  beiden  Werthe  von  -^  stimmen  überein^  wenn  man  Z^s=ll^i4  nimmt; 

a 
wie  in  §•  152» 

Der  Coeflßoient  a  kann  noch  wilikHrlicb  gewählt  und  ss  1  gesetzt 
werden^    Dann  ist 

«          v         /     4 ST"  qa^H"  g  Jc»  +  g  o?*  . . . .  +  0*^"*+* 
Iß      A.  SS  (^— 1;    •  I 2 '' m » 

t-j-  acp^  +  g  X*  . . .  •  +  g  ar'^* 
Setzen  wir  also 

m  m>l  m-2 

U  =  ax+  aa^  +  a  üc^ ....  +  x'^""^\ 

12m 

—  17  1 

80  ist  -y=  (-^l)^ .  «F«    Setzen  wir  —  statt  x^  so  verwandelt  sich 

m  m-1 

r  in    1 +  —..''+ -^;5^  =  -js+r» 
Aus   der  Gleichung   x  ^s  ^k,uiu  folgt   dar  as  ^A;.cn«.dn9(.id« 

«•■A'Y[(l-^)(l-Äx')].5ti,  also  a«^^,y(^4:,.^,«j,  wenn 

a  a=    ^  ■    gesetzt  wird» 

Der   Nenqer     1  +  a  ^^  +  ^  ^  ••••+«  ^^*  =  F    »t    einerlei   mit 
l  +  i7  8n'ti  +  i78u^u....  +  ^sn?'"ti  und  also  nach  Formel  (3.)  §.  162. 

Im(ntf)Tr-n'']mti  =  log  F. 
DiSerenziiren  wir  diese  Gleichung  zweimal  nach  einander,  so  erhalten  wir 

42* 


332  Dreizehnttr    Ah  fohn  itU      §.  164. 

«» (dn»(«tt)— dn'li)  SÄ -i^'-l,  oder  »'Ä'(«n««— 8n'(na))  =  -A^L_i, 
also 

Setzt  man  io  dieser  Gleichung  ti+ilC'  statt  u,  so  bleibt  dti  ungeSodert, 
aber  logF  verwandelt  sich  in  log  17 — {2m^l)\ogx;  daher  verwaadelc 
sich  die  Gleichung  (2.)  in 

Entwickeln  wir  nun  noch  die  in  diesen  Gleichungen  vorkommenden 
Di£PerenziaI  -  Verhältnisse. 

E.i.t  aiogF»^.  .1«,  iJ?Er=^=/-*  ar  v-(i-2.x.+a,.) 

^  »  du     / 

*•  Öu  ~" 

a«y  1— 2«g*+a?V.    ar  (— 2gx+2.T»)       a*r«   l--2cx'+ar« 
Öx»'  ?^  "»"da?'  r  öar*    *  f* 

Wird  dieser  Werth  in  der  Gleichung  (2.)  substituirt,  so  verwandelt  sie  sich  in 
b2V_  \—2ax-^-\-x*    ,    hV  (— 2aa+2a?»)       d^»   1-  2«x*+g*   _  «?/  i       l^*\ 

007**  ^  "Tax V ä^*  F»  "  V*""F5"J 

oder  auch  io 

Femer  ist  g^g^^  J^^Va--V(1^«^«+xO     ^,^^  .^^ 

g/abg^N       jQfc  M-2«x+2a.»)ar_  3       ,  .      «.g    ]        ^ 

^/a^\ 
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und  wie  vorher  findet  man 

-/aioRtA     /.,6*u    SU  dv\  .„  SU,        ,   ,, 

T-      a«      == tr* (1— 2a*'+x*)+ ^j:; 

Werden  diese  Werthe  in  der  Glachung  (3.)  substituirt,  und  beachtet  man, 

daÜB  Sm+l  =sn^  ist,  so  hat  man 

n»      n*.F*       (tt^*^      SU  SU\{\-^ttx*-\-at*)       -  ,  ,  n»  ,  „tt  öü  (-«aH-«') 

^ — iF'—v^'d^^d^d^) — m "*+^+2*^*5^- — m — » 

oder 

5-    (^-^-IS-sl)  (1-20^+-:*)+  2tr.fH(_^+^)  ==  n\tP.'^-V^). 

Vertauscht  man  in  dieser  Gleiohtrog  ü  mit  V,  so  erhält  man  eine  Glei- 
diung,  welche  mit  der  Gleichung  (4.)  ganz  dieselbe  ist;  wie  es  im  Voraus 
zu  erwarten  war. 

Aus  der  Gleichung  Jr=  /'A.sn(ilti)  folgt  BX^^n.Bu^k.im{nu)in{nu), 

y[(.-f)(.->A-.)] 
#-■?)(>-"■)]'' 

i>v     /    ^^'^*  vsu—usr  ..  ..... 

3  a  SS  ( — 1)  *  . =, ist,  so  erhalt  man 

,   ..=i--  vsu-usr  _  ^  1^[(^--t)<^'-*H   ■ 

4.      (-1)'^.(f.|^-I7.|^  ==  n.t/^V\"^\^^l£!. 

^        -^       \      öa?  da?/  »        1  —  2ax*+a?* 

Man  kann  aus  den  nun  entwickelten  Gleichungen  einmal  V  und  dann 
ü  eliminiren  und  erhält  dadurch  eine  Differenzial- Gleichung  zur  Bestim- 
mung von  ü  und  eine  zur  Bestimmung  von  V;  indessen  ist  die  combinirte 
Anwendung  der  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  zweckmäfsiger^  wenn  es  sich 

12      3  m 

darum  handelt,  die  Coefficienten  a,  a,  a,  ....  a  in  den  Ausdrücken  F  und 
fF  zu  berechnen.  Es  hält  nicht  schwer,  die  dazu  dienenden  R^cursions- 
formeln  aus  den  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  herzuleiten,  indem  man  für  U 
und  V  die  arithmetischen  Formen  selbst  substituirt.  Da  die  Ausdrücke  der 
unbekannten  Coeßicienten  aber  im  Fortgange  sehr  zusammengesetzt  wer- 
den und  die  Anwendung  der  zu  findenden  Resultate  selten  oder  gar  nicht 
Döthig  ist,  so  wird  es  hinreichend  sein,  hier  den  Weg  gezeigt  zu  haben, 
auf  welchem  die  allgemeinen  Ausdrucke  von  a,  a,  a  etc.  gefunden  -wer- 
den können« 


oder  ^  =  »«"TTT —^ =f  f   und  da   X=s  (— 1)  ^  .-j^  ,   also 
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und   ^  =  ^V*~(2aÄ— (2/9+l)iiSC0V* 

Setzt  man  auch  in  den  Formeln  (S,)  und  (0.)  §•  157.  jetzt  —  fSr  fi^ 
80  erbult  man 

CH«=cn(-).^-g^ö;;^    und    dn «  ^  dn  (-) . ^|-| , 
wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt; 


3«p 


sn* 


ii) 


fiir  2a  +  l  =  Ij  3, 5, . . . . (n—Q.)i 


S  =  PI Yßl-^\  fir  2ß  =  2,4,6,....(«-l); 


??=P 


sm  =  p 


iv) 


'(2«4-i)jg+2/gfÄ^  I  ^'  *®  vorigen  Werthe  von  2a+l 
^ ^jj        und  2ß; 

dieselben  Werthe  von  2a-fl 


l         "»'(     "  n  — )J  Und2ß; 

=  P|^-^^,^(2«+i^     .]^    fur2a+l  =  l,3,5,....(n- 


BD 


(t) 


^"^^"^wiünÄin^r"'^^'*"^"^'^'^'''''^""'^^' 


(Ä+(M±!)i^') 


<p=p 


sn 


(t) 


,/(2«+t)Ä+-(2/?4.1)i 


l"'(' 


T^  I  fiir  die  vorigen  W< 
— )j        und  2ß+l; 


0=P 


sn 


(t) 


L«  filfLtniEM±IliE\ 


'erthe  von  2(s-)-l 


fQr  dieselben  Werthe  von  2  a  4-1 
und  2ß+l. 
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Setzen  wir  auch  in  diesen  Formeln  n  unendlich  grofsi  so  wird 

3  =  P^l— ((2a+l)ir)«/' 
f2ßiK'\ 

Ferner  ist.  sn  (K+  -L)  =  -p.-^.;  also 

folglich  wird  ^  =  1.    Das  Product  S  wird 

weiter  wird    91  =  1,   D  =  t,   ^  =P0-Ctfa+i)g+(2/?+i)^Äy)  "°^ 

^-~^V'^((2«+l)Ä— (2/?+l)iÄ')?r 

In  allen  diesen  Formeln  siod  a  und  ß  positive  ganze  Zahlep^  welchei 
Ton  den  kleinsten  Werthen  au,  ohne  Ende  wachsen;  nur  darf  niqht  2a  =  0 
und  2ß  =  0  sein,  wo  2a  als  Factor  von  K  und  2ß  ab  Factor  von  iK' 
vorkommt. 

§.   16^. 

Ausdruck  der  cjkliscben  Modolar  -  Fonctiooen  des  Argnmenles  u  dnrrh  bjperbolisebe  FoleoziaU 
Fujictiooen  des  Arcus  tj'u^  10  der  Form  Ti)o  Producleo  uoeodlich  Tider  Factorea. 

Aelinliche  Ausdrücke  durch  gewöjinliche  cyklische  Functionen  des  4^608  V^' 

Die  im  vorigen  f«  gefundenen  unendlichen  Producte  gestatten  noch 
dne  namhafte  Zusammenziehung^  durch  welche  ihre  Anwendbarl^eit  sehr 
Fergröfsert  wird.  Dazu  dleiieii  die  in  §•  61.  und  $.  62.  des  ersten  Theiles 
gefundenep  Formeln 

in  welchen  das   den   pnendlichen  Prodacten  vorgesetzte  P  andeutet,  dafs 

a  =  1  der  kleifiste  für  ci  zu  nehmende  Werth  sei.  Durch  Anwendung  die- 
ser Formeln  findet  man  für  einige  unendliche  Producte  des  f»  165»  so- 
gleich die  folgenden  einfacheren  Ausdriicke; 
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In  den  vier  noch  übrigen  Produoten 

€ . S>  =  P  ((1  —  (JIä+S^TäÖ*/ V  ~  (2aK—2ßiK')*)i* 

© .^  =  P  j(^l  —  (2aÄ+(2/J-l)»Ä0»A^  ""  M2«Ä— (2/!f--l)iÄ')V/» 

?  .9)1  =  P  ((^l  —  ((2a_l)Ä  +  2/JiÄ')*A*  ~~  ((2o  — 1)Ä  — 2^,Ä')*>'}* 

«P  .  Q  =  P  J(^l  —  (^2«— l)üf+(2/J- 1)1«^/) \^  ~  ((2o-l)Ä- (2/S— l)ifC')0) 
können  die  allgemeinen  Factoren  nicht  nur  in  einer  reellen  Form  darge- 
stellt werden,  sondern  es  können  auch  diese  Producte  zugleich  so  umge- 
formt werden,  dafs  die  obigen  Formeln,  durch  welche  %  S3,  $  und  2(  ein- 
facher dargestellt  wurden,  auch  auf  diese  vier  Producte  angewandt  wer> 

den  können.    Es  ist  überhaupt  (l  — (^^fe,^J(l  —(13^) 

__  (a-]-bi—u)(a+bi-^u)(a  —  bi—u)(a—bi-\-u)        ((a  +  «)»+fc«)(a~M)»-f  6«)) 

und  also 

r._^^Y._^;_^  -  ('+(^)')('+C-^)') 

Hiernach  können  die  allgemeinen  Factoren  der  vorigen  vier  unendlichen 
Producte  auch  also  dargestellt  werden: 

,^_fi('+e-g^')')('+c-fi^)')} 


y  ivr  zthnt  er    A^  »thnikt,    "{,  f  6^  339 

e,_!'K'+(,^lfe-)'K'+(,t^y)} 
«  ^  _  f{('+(^if^^)')('+(%J^)')} 

Setzen  wir  mm,   wie  io  $•  lO«,   wieder  *)'===  2X7»  (wir  werden  uns  im 

Nachfolgenden  immer  dieser  Bezeichnung  bedienen),  und  sehen  wir  yor^ 
läufig  a  als  unveränderlich,  hingegen  ß  als  veränderlich  an,  so  ist 

also 

y{('+e-0^)')('+f-i^)')} 

*"  (2aVÄ)»  —  (^'«)»*  @m«(2«?'Ä)  » 

und  da  @in(a4-6)  @m(ar— 6)  ?a  <Sin^a-»<Sm'j}  nach  $.  13.  des  ersten 
Tbeiles  ist,  so  erhalten  wir  den  Ausdruck 

Ganz  eben  so  findet  ma^ 

f  \*~V(2a  — 1)Ä/ / 
Femer  ist,  wenn  wieder  a  als  unveründe^Hoh  angesehen  wird, 

daher  ist  @.^  =?:  P  Z^,i;t^r^K) -'^^-^»"«'J  «»a 

6oö  (a + *) ,  Sog  («  ^*)  s;^  €o<« «  ^0«*  *  —  ©in'  a  0in*  *  =■  Sog'  a  +  ©in'd  ist, 
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80  kann  die  vorige  Formel  auch  also  dargestellt  Pferden: 

Ganz  eben  so  findet  man  da»  Product 

Werden  die  gefundenen  Ausdrucke  in  den  Ausdrücken  snn==  qs  q  ^ — » 
cntf  =  ^''^'  ■  nnd  dnti=fc^?^  substitüirt»  so  hat  man  die  folgenden 
Formeto:  (  ©in^iy^i. 


1.      sn«  =  i$an9,,'«.p)       ®'«*-2«^l 


»  + 


aoS»2aVÄ 
©in*};u 


2.       cnll  =  ,.-i-.P>       ®i'''(2«-l).^l 


SoJiy'z*    1  ]     .  ,      :©in*iyV< 


1+ 


3t       dnti  =  >r..   /■  ^P/- ^^h^^^i — ^ 


4.         tnti  =  —  ©mil'tl.P  < ' SHT^-T — 

(  ©inM^a— l)iy'Ä; 
nach  welchen  man  für  jeden  beliebigen  Werth  des  Argumentielsi  u  die 
Werthe  der  vier  cyklischen  Modular- Functionen  dieses  Argumentes  be- 
rechnen kann,  sobald  nur  die  den  Moduln  k  und  k'  zugehörigen  Modular- 
Quadranten  K  und  K^  bekannt  sind«  Diese  Quadranten  können  aber  auf 
mehr  als  eine  Weise  nach  den  früher  entwickelten  Formeln  berechnet 
werden.  Die  Formeln  setzen  den  Gebrauch  der  Tafeln  der  gewöhn- 
lichen hyperbolischen  Functionen  voraus^  und  convergiren  immer.  Die 
Convergenz  ist  desto  rascher^  je  gröfser  '^'^^^irwTf  ^*  ^^  J^  gröfser  der 

Modul  k  ist    Wir  fügen ,  da  <»d^^^^^^  '^^$  zu  diesen  Formeln  noch 

die  folgende: 

!. ©in^  fj'u 
_@inl|«-l)^( 
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Zusatz,  Yertausobt  man  in  den  vorigen  Formeln  den  Modul  k 
tnhk^f  80  verwandelt  sich  dadurch  ^^  =  2J^  ''°  ^^^2K*  ^^'^  >^^  ^uüser- 
dem  II  f  statt  U,  so  verwandeln  sieh  die  vorigen  iunf  Formeln  in 

' '  ^         ' 


©in*  (2  a— 1)17  Ä'] 


1- 


sin'yii 


r.       Cn«=      00»,,«,  P^ eo8;2a^ 

'  '  8111  *  r}  u 


8.       da«  =s 


sin»  y« 
'608*(2«  — l)g;JJC'| 


sin*  17  u 


©in»  (2  o— 1)17  Ä' 


i|  ■        8in*<;M 


9.       to«  =  ltaDg,,«.P;-L®ill^il*lL 

6o8*2ai7Ä'} 

'^6oS»2ttyfCl 


sin^iyM 


10.      sncti  SÄ       oos9}ti.P 

^~6öö»(2a-.l)^Ä' 

In  diesen  Formeln  kommen  theils  cyklische  Functionen  des  Arcus  fju, 
theils  hyperbolische  Functionen  des  vervielfachten  Arcus  ^^^^^^W  ^^^> 
und  die  Convergenz  der  Formeln  ist  um  desto  gröCser,  je  greiser  das  Ter» 
haltnifs  ^ ,  d.  h.  Je  kleiner  der  Modul  k  ist.  In  allen  diesen  Formeb 
sind  fSr  a  die  mit  Eins  anfangenden  Zahlen  der  natiirhohen  Zahlenreihe 
zu  setzen. 

§.   167. 
Aenderaog'eu  ton  ij'  und  der  byperbolischeft  Pancüonen  yon  nffK^  weon  der  Modal  k  mit  — 

tC 

Tertauscbt  wird;  nnd  Acnderaogen  too  ij  nod  der  bjperboliscfaen  Fonctionen  too  titjK', 

ik 
wenn  der  Modal  k  m!(  -77  vertauscht  urird. 
«;' 

Setzt  man  -j-  statt  des  Moduls  kj  so  verwandelt  sich  nach  Zusatz  I. 
zu  §.  31.  der  Quadrant  K  in  k(K—iK')  und  K'  in  kK,  also  -^,  in 
^, — f.   Da  nun  ^'^^^ojF  ^^'  *^  verwandelt  sich 
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,'  to  f. 

Wird  daher  gleichzeitig  A:ti  för  fi  gesetzt,  so  bleibt  if{u  ungeBndert«    Setzt 
man  ferner  p  =  «  ^^  =  ^r"^^,  so  verwandelt  sich  p  in  e-''^+*''*s=  p.^'^^j 

und  da  ^^''^s  oos|T+i8in^Tsi  ist|  so  verwandelt  sieh,  wenn  -r-  statt 
des  Moduls  k  gesetzt  wird, 

;i    in      pi      und      p^^   in   ^^p^^i,      also 

/ii'  in  — p^      und      ;>-*  in   — ;i"% 


Es  ist 


^n    ^  ^nfi^K  ^  go<(nt)'JSr)  — @in(«))'ij:)    und 


also  ist 


6og(nVÄ)  =  i(l+p»)  =  i±^^    und 

@m(nt,'i8:)  =  i(l^p»)«i^£^. 

Da  sich  nun  p"^  in  (—1)";»'",  also  p*"  ia-p*"  verwandelt,  so  verwandelt  doh 

(Jog(2»i)'K)  in  pf5^„  und  @in(2nVÄ:)  in  p=^^-„, 

oder  auch 

^o€(2nyi'K)  in  (— l)-.€o«(2ni)'Jj:)  und  <Sm(2«))'Ä)  in  (— l)".@m(2ni)'JiO. 
Da  »ich  p'"*'  in  (^J)>'"+'i,  also  ;»*»♦«  in  — p«"+»  verwandelt,  so  ver- 
wandelt sich 

6cö((2n+l),,'iC)  in  p^^x"  «nd  @tit((2n+l)i,'Ä)  in  ^J+f^,..» 
also  verwandelt  sich 

dcmni-Dfi^K)  in   @i"((g;;+/)y^)   „„d 
(5i„((2«+t),,'is:)  in   g>>«(('^;+o^-^). 

Fassen  wir  die   gefundenen  Resultate   zusammen,   so    haben  wir 
den  folgenden  Lehrsatz: 

Setzt  man  —  statt  des  Moduls  k,  und  ku  statt  u,  so  verwandelt  sich 
ff  in  -^  und  t]'ti  bleibt  ungeäodert«     Ferner  verwandelt  sich 
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P  In  pi,    also    p^  io  ~p^ 

dcH'^nfj'K)  verwandelt  sieh  in  (— iK  go«(2n))^JK); 
j     ^        (Sin(2iiVÄ)  verwandelt  sich  in  (— t)''.@in(2ni]'JK); 
*    )(£o«((2«^l)ViC)  verwandelt  sich  in  (—l)\t.@in((2n—l) ))'!?)  und 
[(^in((2n-^l)))^jK:)  verwandelt  sich  in  (— 1)\<-  So6((2n— 1)))'jK:). 
Setzen  wir  q  =  er'?^  so  kctnnen  wir  aus  dem  Zusätze  2.  §•  Sl«, 
oder  auch  aus  dem  vorigen  Satze,  durch  eine  blolke  Yertauschung  des 
Moduls  mit  dem  conjugirten,  den  folgenden  Lehrsatz  herleiten: 

Setzt  man  -p-  statt  des  Moduls  k^  und  k^u  statt  ti,  so  bleibt  ijti 
ungeSndert  und  es  verwandelt  sich  i]  in  p^.    Ferner  verwandelt  sich 

q  in  qi^    also     q'^  in  — q\ 

6oö(2nijij:o    in    (-^l)".goö(2n))Ä0; 

2.     {  @in(2n))fi:0    in    (— l)\@m(2w)iiC0; 

eoö((2n— 1)))A^0    in    (_l)''i,@m((2»— l)t)XO    und 
@in((2ii— l)i,ÄO    in    (— l)"i.gög((2n— 1)))1C0. 

Zusatz.    Ist  k'^niniTTj  also  K^K',  so  ist  9]^£>>|;r;  also  ist 

ij'jBl>>  H  ^^^"^  P^<— •    E*^®**  *^  wt  y"<— ^  wenn  Ä:-<sini;r  ist.    Da 

i  K  i.  K 

log  —  =}T.-^,  und  log  — =  i%r.-^  ist,  so  ist 

logl.Iog|=(iff)%    oder    log  (^).  log  (i)  ==«•%• 

und  dieser  Gleichung  gemafs  lafst  sich  p  aus  q  oder  ^  aus  p  berechnen, 
selbst  ohne  den  Modul  zu  kennen.     Sind  p  und  q  gleich ,  so  findet  man 

p' s=s  q^  =  ^22^ — .  Die  kleinste  der  Zahlen p'^  und  q'^  ist  also  immer  < 23« 

Die  Zahl  p  ist  desto  kleiner,  je  grofser  der  Modul  A:  ist,  und  q  ist 
desto  kleiner,  je  kleiner  der  Modul  k  ist;  beide  Zahlen  hängen  nur  vom 
Modul  ab  und  sind  immer  achte  Bräche.  Wir  werden  im  Nachfolgenden 
die  Zeichen  p  und  q  immer  in  den  Bedeutungen  p  =  e''^^  und  q  tss  e"'^' 
beibehalten. 

§.    168. 

1  — i' 
Aeudemngen  Ton  p  und  q,  wenn  stritt  des  Modnb  k  der  kleiaere  A  =  ^  t  ^  gesetzt  wird. 

Wird  statt  des  Moduls  k  der  kleinere  Modul  K  ss  ^  ,  gesetzt,  so 
verwandelt  sich  nach  $.  54.  der  Quadrant  K^  in  L^ss(l'^k^)K^,  fdso  i}^ 
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in  rxF •    ®®*^*  "^®°  ®**^  gleichzeitig  r  =  ^  X  ^"  für  u^  so  verwaqdelt 
Biob  rj'u  io  ^. 

Da  nun  77  =  i-}^  **'>  *^  ^'  ^^'I/  =1'1^»^>  ^»^®'  verwan^» 
delt  sich  p  in  /'S  wenn  jnrp'  <^t^^'  ^^  Moduls  k  gesetzt  wird;  also  auch  p" 
in/?^  folglich  eo«(n»)'Ä)  in  606 (^^)  und  @in(n)j'J5C)  in  ®in(^^). 

Wird  wieder  statt  des  Moduls  fc  der  kleinere  K  s=  -  ,  gesetzt,  so 
rerwandelt  sich  K  in  -—— .iC,  also  rj  in  jXjf/'fl»  Wird  gleichzeitig 
V  s  ■  "^  .11  statt  u  gesetzt,  so  bleibt  tjU  ungeandert.  Da  ferner  ^2-  =  2.-^, 
also  auch  ^zr.-y--  =  S.^t.-^  ist,  so  verwandelt  sich  g  in  9^,  wenn 
Tv.  =  1  .  ^,  »tatt  k  gesetzt  wird. 

Hiernach  verwandelt  sich  also  €og(n))£0  1°  (£o$(2n9}£0  und 
@tn(ni)fi:0  in  @in(2»)jliC0- 

Die  so  eben  entwickelten  Sätze  dienen,  in  Verbindung  mit  den  im 
$•  51.  bis  §•  54.  entwickelten  Formeln^  theils  zur  Herleitung  einer  Menge 
neuer  Formeln,  theils  auch  zur  Prüfung  der  bereits  hergeleiteten.  Zu  den«* 
selben  Zwecken  dienen  auch  'die  in  §•  166.  hergeleiteten  Formeln, 

§.    169. 

Aosdrnck  der  cyklischeii  Modular-Paoctiooen  dnrch  reelle  Expooential-Grorsen. 

Setzt  man  in  den  Formeln  (I.)  bis  (4.)  §.  166^  der  Kürze  we« 
gen  arsr^^'**  und,  wie  vorhin,  p  =  6r'?'^^  so  ist   @in))'iix=s  — ^ — '9  ^^ 

(Binyu='!^^^:^-^  und  @m)i'Ä:=:i;=^,  aIso@iu^,]Ä«*-=^t£l. 
Hiernach  ist 


^p^OT" 


oder   1=  2s'  o  ,  i^  =  ^^ ^r-^ — sv?^^-^ — ^-    Eben  so  findet  man 


'2 


Setzen  wir  nun  zur  Abkürzung 


1. 


und  ferner 


2. 
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^  —  (1— ;»«a?»)(l-/»«ir»)  (!—;»"*') .... 
95  =  (1— p*Jr')(l—/a:')  (1— /»*"**) .... 
e  «  (l+/»'a:'){l+/*^)(l+;;"'*»).... 

r  =(1— ;i;*a:-^)(l--;i»a:-*)(l— p"j?-*)....     ,j 
«»'  =  (t— f>»«-')(l— p''ae'-»)(l— ;»'"ar») .... 

/   a  =  (l~^*)(l-;»«)(t~/»»)(l-;»'«).... 
)    j  =  (l>-^')(l_/)(l_;,«')(l_p").... 


\     C  a:^  ii  +  p'Xi-\-pf>Kl+p'')(l+p"). 


so  erbalten  wir  für  die  cykluchen  Nodular -Functionen  des  Argumentes  u 
die  folgenden  Ausdrucke: 


1     d»    X»— 1     %,%• 

Vau  =  -T.-r 


cn«  =s         r? 


2x      IB.  iß' 


3.       <dnii=        _._-^.__, 


c«   ©.SB 
Isnc«  =s        rr 


/  > 


"***  —  ^•^•"■2^*»:«^» 

und  es  bandelt  sich  nun  nur  noch  darum,  die  einiapberen  Bedeutungen  der 
durch  a,  b,  c,  d  bezeichneten  Produote  und  ihrer  Verbältnisse  zu  einander 
zu  finden.  Bline  Relation  unter  drei  von  diesen  vier  Gröisen  findet  sich 
leicht.    Es  ist 

cd  =  (l  +  p')(l+/)(l  +  /')(l+/)(l+;»"0....  . 

Daberist  aÄ.ci  =  (1— p*)(l— ;>'')(l— i»")(l— f'").  ••-,  oder  ab.cd=:za, 

und  also 

4,       bcd  ==  1. 

Setzen  wir  u-^iK'  statt  u,  also  ))'ti-|-]s-{  ntatt  rj'u,  so  verwandelt  sich 

:r  SS  e^"  in  a;.e^^'  also  x  in  o;*;  also  verwandelt  eich  dann  ^  in^  und  ^  iu 

%;   ferner  ^'  in  ^'  und  £>'  in  SC;   aufserdem  verwandelt  sich  95   in  S, 

€  in  93,  93'  in  @'  und  <£'  in  93'.    Der  Ausdruck 
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1     d^    a?*  — 1     3f.2f' 
rf    a}    x«  +  l    2).J)' 

verwandelt  »ich  also,  da  8n(ii  +  iiSC')  = , ist,  in 

1      _  J_    d^  Jc^  +  1   23. S^ 

und  wird  diese  Gleichung  mit  der  vorigen  roultiplioirt,  so  erhält  man 
("/•-7J   =v>  also 

^*      ^-^  —  TT- 

c*    93  S3  1 

Die  Gleichung  8ncti  =  ^.-g^  verwandelt  sich,  da  8nc(ii  +  il5L')  =^f^^^ 

*'** '"  feiS^'^l^-IrS''*  "°^  ^*®  Multiplication  beider  giebt  also  (j^)'  =  4 
oder 

^'      "6^  —  TT- 
Die  übrigen  Verhältnisse,  wovon  aber  nur  noch  eines  fehlt,  um  a,  b,  c,  d 
einzeln  bestimmen  zu  können,  lassen  sich  nicht  dadurch  finden,  dafs  man 
u  +  iK^  statt  u  setzt;  man  mufs  vielmehr  K — u  statt  u  setzen;  also  v^K — ij'ti 

statt  )i'i#.  Dadurch  verwandelt  sich  x  in  e'^^.er'^'^  also  a?  in  —  =  —  oder 
X*  in  ^  und  jc^^  in  o^x^. 

Macht  man  hiervon  Gebrauch,    so  verwandelt  sich  3(  in 
(l_;,2ar-')(l_;,6a;-')(l_;i»o^-^)....,  oder  9t  verwandelt  sich  in»';  fer- 

nerSi'in  {i^p'x'Xi-^p''x'Xl—p''a:^)....  oder  3(' in  ,     ^,    , ,  also  31.31' 

m  •; r— r.    Da  sich  nun  auch  —özt  =  — o —   verwandelt   in  f—-^ — 

1— p*a7*  zx  z  2 

=  ■  ~^  ^  ,  SO  verwandelt  sich 
2pa?     ' 

^*— Icw  or/   •     *BS5' 
— — 3(.3l'  m  -n . 

2x  2pa:   ^  f 

Es  verwandelt  sich  ferner  95  in  (1— a?-')(l— ;?*ar--)(t— p^jr"-^),...  oder® 
in  ^^.31',  und  Jö'  in  (1— ;i*x^)(l— ;i«x^)(l— p^^x^) ....  oder  95'  in  9t: 
also  verwandelt  sich  95.95'  in  — r— 3(.9t'  und 


-IT  *°  inr-ir 
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Es   verwandelt  sich   S   in  (l+ar-')(l+/?*«-») (!+;»* «-')(l+;»'»jr-').... 

oder  g  in  ^^.©' und 6'  in  (l+F*ar')(l+;»»a;')(t+;?"ar')....  oder  g'  in  ©, 
also  auch 

Endlich  ändert  «oh  ©In  (l+;»^x-')(l+/ar-»)(l+/"jp'^....  oderD  inS'; 
ferner 2)'  in  (l+/a?')(l+;»'VXl+J9'V)....  oder©'  in  q:%^ .  Da  sich  nun 

o       =  — ^^ —  verwandelt  in  ^ — =  -o  1  «o  verwandelt  sich 

2je  2  2  2pa?     ' 

Nun  bUlt  es  nicht  schwer  ^  auch  die  Übrigen  Verhältnisse  zu  finden. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  tntiss  —  ,  — .    7'   «m  co/»  -^ — w  statt  ii,  so 
verwandelt  sie  sich  in 

und  da  tn2i»tncti  =  -r-  ist,  so  ist  "j^?  =  (3  ?^)    oder 

7        l^-oi/P. 

1]      a^  *   KT 

Da  ferner  dn«=^.^,  .  ^  'äTg'  **'»  ***  erhält  man 

dnct<=^.-^5--»'»-g:67  oder  _- s=_._^— ._j-, 
und  da  dnt(dncits:&'  ist,  so  ist  |-=  {—^    oder 

Dividirt  nwn  (5.)  durch  (40i  so  erhält  mau 


b*  '^  2Vp 
Werden  diese  Verhältnisse  in  den  Formeln  (3.)  substituirt,  so  erhält  mau 


**•        b*   ""   2V7* 


44. 
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1      a-x-^    TL.Ti' 


SD« 


Tfc  'a^+x-^'S).©'» 


l/- 
cn«  =   *^  *         2        SB.«' 


10.       ^    .   ,,  _   V"&'   ^      2  6.6^ 

1     ^.^' 
VJfc  *  6.6'  » 


fsncU  =: 


.    „  _  2V>   a?  — or-'     2f.a 
in«  —  ^j,,  .       ^       -Biß/' 

Die  FormeTo,  woraos  diese  Ausdrücke  hergeleitet  worden  sind,  können 
auob  wie  folgt  dargestellt  werden.  Verwandelt  man  u  in  K — u,  oder  x  in 
— ,  so  verwandelt  sich 


■X- 


95.»'    in 
11. 


— ^ — .3f.Ä'.2Vp 


^'^'     in     -^-^^^ , 

Die  beiden  Functiooen  "^"^^  >gU3t^2/>  und  95.95'  »ind  daher  von  der 
Art  9  dafsy  wenn  in  der  einen  von  ihnen  K — u  statt  u  gesetzt  wird^  das 
Resultat  gleich  der  durch  x^p  dividirten  anderen  Function  ist.     Dieselbe 

Bewandtnils  hat  es  mit  den  beiden  Functionen  r^+^^    .£).$D^2/y  und  SS'. 

Zun  atz  1.    Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (7.)  und  (S.),  so  er- 

bult  man  — .  -j-y  =  1 ,  also 

Nimmt  man  p  willkürlich  an^  so  kann  hiernach  aus  ihm  jedesmal  K'  ge- 
funden werden^  und  da  —  =  e*^'^^  also  j--7^  =  log —  ist,   so  findet  sich 

dann  K  nach  der  Formel  jRC=  — los  —  •    oder  also: 

15        K  -  C-±£^  i=^  1±£^  1=£!        V  loßl 
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Den  Modul  k  giebt  die  Formel  k  ss=  (— j    oder 

14        Jfe  =  /*-P*    <-P*    l-P*'    1-p'«         \* 

Setzt  man  hierin  p  für  p%  so  verwandelt  sich  nach  $.  168.  der  Modul  k 
in  j:pp;  daher  ist  yj:pp  =  ^jq:^.f;pp.j:pp.j^....),  und  also 

Setzt  man  bierin  pi  Btatt  /^^  so  verwandelt  sich  k  ia  -j-^  also  A:^  in  ^,  und 
es  ist  also 

^i^  =  4.1ioßl/fth£^".i=£li-y:Eli  1=pL'      \ 

Wird  also  A:=:sin0,  A/=co89  und  -3^=  tang(j^;r— 0)  gesetzt,  so  hat  man 

15.      J?a;r— 9) 
=  4£arcsin(/?)  +  4Sarc8in(/i^)  +  4garc8in(;?*)+4Jarcsin(/i")+.,..eto., 

16.       !»•— 0 
=  4arc  tangC/i)— 4  arc  tang(;i^)  +  4  aro  tang(/i'^)— 4arc  tang(/^^) +...•  etc. 
Wird  p  mit  9  vertauscht,  so  vertauscht  sich  K  mit  jBC^^   k  mit  A:^,   und 
^;r —  9  mit  9.  Wird  aulserdem  v^^^.-j^^  also  qz=ze^  gesetzt^  so  hat  man 

j^ ^      /gong2i;.gon94i;.Sanfl6t;.Sflng8t;.>.A« 

*     Vaanav  .  aanaSv.aangöv.Äang?!;..../  > 

^ /Sanfl2t;.Sgan84t;,Sanfl6i;.Sanfl8t;,.,A« 

'Vaiangv  .  JEangSv.aangöv.aangTt; ..../ ^ 

k'  =5  (5an9r.$an33r.2:an95t;.5mi97t?.Jan99r....)*, 
j9s=4)earosiD(0+4»arosin(0+4i?arcsin(0+4ffarosin(ir^*')  +  ...,, 
9  =  4  arc  tang  (O  — 4aro  tang  {jf'^)  +4  arc  taog  (r^f)  —  aro  tang  (e  "^  —  ...., 

Zusatz  2.^    Yerbindet   man    mit  der  Gleichung  bcd=i  1,   oder 

c^  1  1 

JVrf'  =  l,  die  Gleichung  ^5-  =  ^,  so  erhält  man  c*.rf^=yr-,    und  da 

_=:j^.St,    SO.st 
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Wird  die  Gleichung  —  =  Ar /Ar  mit  der  vorigen  multiplicirt,  so  entsteht 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  ^=gg    y^    mit  (17.),   «o  entsteht 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  ^ ^^     ^k^h  mit  (19.),    so  erhfilt  man 
endlich 

20.  .«^  =  i^  =  {(i-p*)(i-r'')a-;'")(i-/'"')  ...}'. 

(.  170. 

Zurfickfübrnog  der  Modiilar-FooctiooeD  auf  vier  hyperbolische  Hiilfs-rFoocliooea, 
uod  Ausdruck  dieser  durch  (riuepuscfae  Fuctoren. 

Die  fünfte,  zweite  und  vierte  von  den  Formeln  (10.)  $.  160.  las« 
sen  sich  also  darstellen: 


<S>n'u 


2Vp  x-^x-^   2t. y 


da  ©n'Mastni«,  (Sn'ttar—  und  lDii'tt  = ist.   Nehmen  wir  nun,  aus 

Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (11.)  $.  169.,   vier  Htilfs- Functionen  an, 
nämlich: 

-zr  ^  *vP' — ö — .a.a, 


6'     ---r-       2 
1. 


/  =  s/;'.:^^^.©.^)', 


die  YfWf  wenn  der  Modul  mit  dem  coujugirten   vertauscht  wird^   durch 
—  f  ^^9  — -^  und  ^-^  bezeichnen,  so  haben  wir  die  Formeln 


2. 
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wodurch  die  hyperbolischen  Functionen  auf  vier  hyperboh'soheHiiirs- Functio- 
nen zurückgefährt  sind.  Die  Werthe  der  constanten,  höchstens  von  den 
Moduln  k  und  k'  abhängigen  Divisoren  ff  und  ff'  werden  bald  naher  be- 
stimmt werden.  Wir  nennen  9(1  ti  die  erste ,  S3Iti  die  zweite,  Qylu  die 
dritte  und  ^\u  die  vierte  hyperbolische  HBIFs- Function. 

Den  Gleichungen  (11.)  $.  169.  gemäfs  ist  nun,  da  rJ—:=ie'i'^^^"'^ 

(^V{K—u)  =  «■''^*^-">.  «r«; 
wodurch   ein   einfaches  Gesetz  der  Reciprocität  ausgedruckt  wird.     Ver- 
tauscht man  den  Modul  mit  dem  conjugirteo,  so  sind  diese  Formeln 

m  (K'  —  «)  «  «■?(**'-»).  ^r  u, 

j^i(Ä' — M)  =  «?<**'-»).  m  u, 

»l  (Ä'  —  «)  =  «?(4«'-»).  ©l «, 

&\{K'  —  u)  =  «'**'-"\93r«. 

Da  (1— ;»•*') (l—/ar-^)=  l—2/(^^^^t£l')4.^8__|_2/(Jo«2»)'«+j9» 
ist,  so  erhält  man  durch  die  wirkliche  Multiplication  der  Factoren  von  ^ 
mit  denen  von  3(',  den  Ausdruck 

*  X(l— 2^"(5oö2i,'«+;i").... 
Eben  so  findet  man  die  Auadriicke 

5.  *^  =s  2/>.Soöi)'M.(l+2/»*€o«2i)'tt+/)(l+2/eo«2j)'M+;i"') 

*  X(l+2;!»"(5og2j)'i«+ji»")...., 

6.  ®ilif  =  (l+2;»'(5og2r)'tt+p*)(l+2/(5og2n'tt+p'') 

'^  X(I+2/»"»gog2u'tt+/i'°)...., 

7.  ^  =  (1— 2/»*Soö2)j'tt  +  ;i*)(l-2/»«go«2n'M  +  ^") 

*  X(l— 2/»'"€o«2ii'«+/»~).... 
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Die  Constante  ff,  welche  wir  weiter  unten  bestimmen  werden^  hangt  eben  so 

von  dem  Modul  k  ab,  wie  ff'  von  dem  Modul  k\ 

Für  die  cyklisohen  Nodular«  Functionen  erhalten  wir  aus  (2.)  die 

Ausdrücke 

1       Ttt'u 
snii  =  T7=7--s77-f        sncfi  = 


Zusatz«  Setzt  man  in  den  Ausdrücken  (4.)  bis  (7.)  ii  +  tJiC'  statt  u, 
also  i\'U'\'^iri  statt  tj^ii^  so  verwandelt  sich,  nach  §•  16.  des  ersten  Th^ 
les,  @iu»i'w  in  tSog))'w  und  So6t)'ii  in  t(5mi)'ii/  ferner  So62ij'w  io 
—  ^oä2Y]'ti;  daher  erhält  man 

1  3(^(11  +  1X0  =  i.QSl'ti,   also  auch     9«(ii  +  iiO  =  1.951«^ 

®-       i  »l'Cw  +  iiCO  =  l.?«'!!,        -  .        ^\{u^iK)  =  t. 9(111, 

und 

i  ©rCw  +  iüCO  =  *t'«^      also  auch      @l(ii+iJS:)  »  JBlii, 
*^-     {  JpI'Cii  +  ijfiCO  =  ©l'tt,       -        -         ^\{u^iK)  =  ®lii. 

Hiernach  verhalten  sich  also  die  Functionen  ^Vti  und  ^Vu  unge» 
fahr  S0|  wie  die  hyperbolischen  Sinus  und  Cosinus.  Die  Functionen  (SVu 
und  ^Vu  stehen  in  einem  ähnlichen  Zusammenhange  mit  einander» 

§.    171. 

ZoriickfiibruDg  der  Modiilar-Fanctioncn  auf  Tier  cjklische  Hülfs-Fanctiooeo,  uud  Aiisdnidc 

dieser  darcb  trinomischo  Factorea. 

Die  gesuchten  Formeln^   wodurch  die  cyklischen  Modular-Functio« 
neu  auf  vier  oyklische  Hülfs«  Functionen  zurückgeführt  werden,  erhält  man 
schon  dadurch  9    dafs  man  in  den   Formeln  (2.)  §•  170.   ui  statt  u  setzt« 
Ein  Blick  auf  die  Formeln  (4.)  bis  (7.)  (•  170.  zeigt  schon ,  dafs  nur  die 
Function   91t ii   imaginür  wird,    wenn  ui  statt  u  gesetzt  wird;    die  drei 
Functionen  931 1/^  Qdlu  und  Jpli/  aber  bleiben  reell.     Setzt  man    - 
9(1(11«)  =i.Alti,    also    Al(tii)  =?.2«w, 
5551(111)  =     BI«/,      also    Bl(iii)  =     «rw, 
^  ©I(wt)  =    Glw,     also    Gl(w«)  =.    (3\u, 
^\{ui)  =    Hlti,     also    Hl(«/i)  =    SpXu, 
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SO  «rhaltAD  wir  für  dift  vier  cyklisclien  Hfilfs-FunotioDen,  wenn  wir  in 
den  Formeio  (4.)  bis  (7.)  §.  170.  die  beiden  ooojugirten  Bfodul  mit  ein- 
ander vertauschen,  und  ui  für  v  setzen,  die  Ausdrücke 

2.  ^  =;:  2v^y.«n))ii.(l— 2y»cos2))tt+0(I^2y«  co82ij«4.y»«) 

^  X(l— 2r/"co82j)«+y»*)...., 

3.  ^  ^  2/"y.008)jtt.(I+2y*co82ij«  +  ^)(l+2/co82»)tt  +  y'«) 

^  X(l+2/'co82j)fi  +  y")...., 

4.  ^  3=  (i+2y'co82»)«+/)(l+2^oo82r]ti+9"Xl+2/"cos2i)tt+^...., 

b 

3.    IHü  5=  (1^29'oo82i)M+/)(1^29«cos2i)«+y")(1^2y»°oo»2))«+y«>).... 
uod  die  Ausdrücke  der  ModuIar^Funotionen  selbst  eind  nuq 


-«-Anr7:> 

1      Blu 

--v^fif-:^ 

,/fc'      III M 

dn«  =  ^Ä'.g.«, 

dnc«=^/-*'.^. 

*„„  _     1      AI« 
in»  ^  vT/Bi«» 

1       BIw 
tncM^^^.^j;;. 

6. 


Setzt  man  in  den  Formeln  (2.)  K — U  statt  v,  also  ^t— *)]«  (Sr  ii\Uf  so 
erhält  man 

!AI(£— t<>aAIcusBlti^    also    AI(JK:+t^)^  Al(ÜC~tf), 
BI(ä:— «)=s  BIott  =  Altt,       -      BI(^+tt)s=— BI(iS:— II), 
GI(ä:— tt)=GIcttr=Hlt/,       -      GI(ä:+«)=  GI(Ä— w), 
HI(JSi:— «)  =  HIc«  =  Gl«,       .      Hl(Ä+tt)  =«  Hl(li:— «). 
Die  Functionen  AIv  und  ^tv  werden  negativ,  wenn  -^u  statt  u  gesetzt 
wird:  alle  übrige  bTperbolisohe  und  cyHIische  Qüifs -Functionen  des  Ar- 
gumentes u  ändern  sich  gar  nicht,  wenn  man  — u  statjt  t(  setzt* 

Zusatz,     Da  sn^u-)-cn°«  =  1   und  snc^ti-f-cnc'tf  =s:  1  ist,  so  fin- 
det man  die  Relationen 
8.      A»?M+A^BI*fi»=&.HPti,    also    Ä.«l"M^Ä'.Jg)r«+ StI''«, 

9.    BPti+Ä'.Ai'tt  =  Ä,Gi-ti,    -       q5rii  =  ^'.©r«+Ä.9ir«. 

Auf  Shnliebe  Weise  erhlilt  man  noch 

10.  &'.  Gl?  tt + Ä.  AP  V  ==»'«,    also    k.&Vuz^^Vu-^-hfM'^u, 

11.  A'.HI't<  +  A:.Bl-M  =  Gl'«,       -      Ä-.J^M"M  +  A:'.<sr«  =  ©r«. 
Hiernach  lassen  sich  also  ans  zwei  cyklischen  flülfs- Functionen  jedesmal 

45 
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die  beiden  anderea  herldten,  und  dasselbe  gilt  von  den  hyperboIiMben 
Holb^-Funotionen« 

S.   172. 

BestimmoDgen  der  beiden  ConBtaDten  g  und  g'  nod  eiaiger  particolffrer  Wertbe  der  acht  ; 

Hülfs  -  Fnactionen« 

Setzt   man   in  den  Formeln  (4«)  bis  (7.)  §.  170«  das  Argument 
Us=zO^  so  erhalt  man 

m'o  =  0, 

^ro=    /.ft^       =     y.J/(?^). 
Eben  so  findet  man 

Den  Formeln  (6.)  des  §.  171.  gemSls  erhält  man,  wenn  tis=0  gesetzt 
wird  (oder  usizK),  die  Gleicbungeo 

Bio  =  /"Ä.Glo, 

Blo.y^Ä'  =  ^Ä.HIo, 

Glo.^k'  =  Hlo. 
Daher  ist  überhaupt 

ri/.  -    ™o   —    Bio 

Aulserdem  ist  ^  =  ^°  =  ^  =  ^.    Diesen  Gleichungen  leisten  wir 

auf  die  einfachste  Weise  Genüge^  %venn  wir  die  beiden  Constanten  jF  und  j' 

so  bestimmen^  daCs 

Glo  =  1       und      @ro  =  1 

wird«    Hieraus  folgt  .  ^ 

1.      ^iT/i  ^ff.yTq, 


V  i  »  r  z  t  h  n  t  t  r    Abaohniti.      {.  17S.  855 

2.     {      "^  ^V27pV  =  i(l+p*)(l+p«)(l+p"')Cl+p»*)....l  » 

( ^  ==  l'xiv^)  ~  '(i+?y(i+5*)(i+9'"}(i+g'*)....! • 

Aufserdem  haben  wir  noch  die  particulären  Bestimaiungen 
/  Alo  =  BIä:  =  0        und     %\'o  =  1, 
I  Bio  =  aiä:  «=  Z^*      -      «t'o  =  /•Af', 
*•  .    )  GIo  =  HIJSl  =  1  -      &Vo  =  1, 

Ihio  =  GiJs:  =  /-Ä'    -     ^vo  =  /-Ä. 

Setzt  man  noch  in  den  Formeln  (3.)  $.170.  das  Argument  ifssOi  so 
erhält  man 

*•      i  ^VK  =  «*'",  ^l'Ä  =  0, 

«.   173. 

Die  cjklischen  Hülfe -Fonctionen  der  Irgnmente  von  der  Form  u-\'mK'\-niK*. 

Setzt  man  in  den  Formeln  (7.)  §.  171.  jetzt  — u  statt  u,  so  wer^ 
den  sie 

Al(fi  +  X)  s=s  BiM,  Gl(tt+Ä)  =«  HI«, 


*'      I  BI(«+JS:)  =  —AI«,        HlCtt+JC)  =  Gl«. 

Setzt  man  in  den  vorigen  Formeln  «  -|-  £  statt  K,  so  verwandeln  sie  sieh  in 

AI(«  +  2ä:)  =  -^A1«,  B1(«  +  2JSl)«— BI«,  GI(«+2JSl)  =  GI«  und 

HI(«  +  2JiC)  =  HI«. 
Hioraus  folgen  sofort  .die  allgemeineren  Formeln 

fAI  («+2»iK)  =  (—1)".  AI «,     AI  (m4-(2i»+1)ä)  =  (—1)'".  Bl«, 
BI(tf+2mÄ)  ==  (—1)-.  Bi«,      BI(M+(2i»+l)iiC)  =  (-1)"+«.  AI«, 
Gl(tt+2mÄ:) «  Gl«,         -       GI(«+(2»»+l)li:)=s  Hl«, 
.  HI(«+2«»Ä)s=  HI«,  HI(M+(2m+I)Ä:):^  Gl«. 

Nach  §.  170.  ist         9«(„  +  jsr')  «       €'.«ir'+«).  ^i„, 

^I  (tt  +  ICO  =s  —  e'':4J^'+"\  3««, 
g5I(«  +  Ä0  =       «';*«'+").©!«, 

Diese  GI<'ichuDgen  können  auch  also  dargnHtellt  »«^nlent 
AI(«»  +  iÄ')  =  !.«''»*'+''>.  HI  (tti). 
Hl  (« i  +  i  K')  ==  t .  «-»(iA'+'O.  AI  (« t), 
Bl(«i  +  »ÄO  =»      «'«"+">.  (il(«i). 
Gl  (ttt  + « JCO  =     .«-;**'+").  BI(«  j); 

45* 
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und  setzt  man  v  statt  ui,  also  -^«t  statt  u,  so  Verwandeln  sie  sidi  so^ 

fort  in  die  folgenden: 

AI  (II +  1^0  =  i.e^i'''-'^\mu, 

.  BI(«H-iJK:')  **=»     «'('^'-"•XGlt/, 
^*     ^  GI(tt  +  JÄO  =     e'^**''-*«  BiM, 
Bl(u^iK')  =*  1.«'^»*^'-»'^  AI«, 
Da    (Ä'  +  «)'—  II'  =  2  ttiC'  +  Ä'»  a=  2  jK'  (Ii  +  J  K' )    und    also 

|-^^(Är'  +  ii)^— 1^^^  =  }j(^  jfiC'  +  u)  ist,  80  ködnen  die  früheren  For- 
meln, indem  man  zur  Abkürzung  \  s=  ^  setzt  i^  auch  also  dargestellt 
werden: 

JBI(i/-f  JgQ  _    ®tu  S^l(u+KO  _    Vlu 

Setzt  man  also  wiederholt  ii-{-£^  statt  ti^  so  entsteht 

7il{ü+2nK')  .      ..„  2CIu  ,       ZlXu  +  2nK[+K0   _   .  St>{u 

@I(ii+2yiX0  _    «U  ,       ©1(11+2« g^+gQ  _    SBl/i 

^(u-f-iwÄO»  ""~      e^tt»  ""^  ^(i4+2nÄ-'+A')«  "^linrf 

und  hieraus  erhült  man  auf  ähnliche  Art,  wie  die  obigen  Formeln  (3.) 
hergeleitet  wurden,  die  nachstehenden  allgemeineren  Formeln: 

w(n+7in'jr')«.  ?n<» 

AI  (ti  +  2  n  t  K') .  e    ♦**'      =t:  (—  1)»  AI  ii .  e*'^', 

,       ]  Bl(«  +  2»iÄ0.«    *''*'      =  Blii.«**% 

GI(M  +  2»iÄ0.«    *""*'      «Glii.«*"^, 

HI(ti  +  2niK0.«    ***'      =  (—1)». Hl II. «♦**', 
und  noch  die  folgenden: 

Al(ti  +  (2n+l)»Äy).e      **^^  =  i'-nHlii.«*"^, 

Bl(ti  +  (2»+l)»Ä:').«      *^^  e=  Glii.c'^% 

GI(tt  +  (2»  +  l)iÄ0««      ^*  =  Blfi.e**% 

Hl  (11 + (2 n + 1) i K') . e"^*^'  ss  ?"+».  AI«. e*^. 
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Diiroh  eine  leiobte  Zusammensetzuiig  der  Formeln  (2.),  (4.)  und  (5.)  er^ 
bait  man  die  Ausdrücke  der  oyklisohen  Hiilfs- Functionen  eines  Arguments 
von  der  Form  fi-|-'m£'  +  ^^^'  durch  Functionen  des  Argumentes  u. 

§.   174. 

Reiben  f3r  die  naturllcheu  Lo^arithmea  der  hyperbolischen  nod  G)'kl!8chen  Hulüsi-Fnociionen 

den  Argumentes  !/• 

Nach  $#  53#  des  ersten  Theiles  ist 

log  (1  +  2/1  goß  (P+ip^) 

=  2/ieog?>— ^6og2(p+?|^gog3^— ^gcg*(P  +— etc.  und 

Iog(l— 2/?gog(p+;i') 
==  —  2;i(Jog(p-.^(5o62(p— ?|^gog3(p— ?jlSo64(p etc. 

Entwickelt  man  hiernach  die  natürlichen  Logarithmen  der  Factoren  des 
für  ^Vu  in  §«  170.  angegebenen  Productes,  so  erhSlt  man 

— 2/i"eog2ij'ii— ^goß4))'ii-^(£og6i)'ti— ^€og8))'ii 

—  etc# 
Die  einzelnen  Yerticalrelhen  lassen  sich  summireo.     Es  ist 

und  sumtDirt  man  hiernach  wirklich,  so  entsteht  die  Reihe 
1.       logm'u  sar  Iog(2/  .  /■;» .  @tnij'«) 

Ganz  eben  so  findet  man  die  Reihen 

2,      log^Vu  =  Iog(2/ .  /> .  Qe^'u) 

3.      \og&Vu  =  log/ 

4«      log^I'tf  =  log^' 
-r?^<J''ö2V«-ii?^(Soö4,'«-jl^eo^6<«-ji^eog8n'  +  .... 


j 


b  „Mben  ,'=  l/(^,  d»  logy  -  Io«K'(^)  +  ^  W. 
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6*      logdnoii  =  log  (2  ir(j»ÄO€cfit)'ti) 

1.      l0gtDfl  =  l0g^— ^; ;+''-SSd7Ä+y-«Ji2j^  +  %^ 

,     /  1  \  6o«25<u      p»  goMiy^u       p?  60065^   . 

8.      IOgtnCII  =  IOg^j^y..p;;j^^ 

Diese  Reiben  convergiren  desto  rascher  ^  je  weoiger  der  Moäul  von  Kio» 

verschieden  ist»    Reihen^  welche  desto  rascher  convergiren,  je  weniger  der 

Modul  von  Null  verschieden  ist^  werden  aus  den  Reihen  (6.)  $•  174«  ber- 

geleitet,  nSmlich 

9«      logsnti 

10.      logsncti 

11«         logCDff   STS 

12«      log  cucti  3= 

13.  logdoti 

I       rh'i\^  2     co82ytt  j^  2     cq8  6jyu     ,    2     costOiyu     ,    2     co8 14iyu   ^^ 

—  log/Äi-j.^jjj^,+  3  •^in6,Ä'  +  T»@ml0jy«'"^"y-@iHl4iyÄ' +••♦•> 

14.  log  docti 

I       ^j,  / 2^    cosgyu  ^^  2^     coeCt/M         2^    ro8  lOiyn   2^    cos  14yM    

—  log//c       i*@in2vÄ'       3^©m6jyÄ'^  ö  •©inlOiyÄ'       7'eini4^Ä'      '••*» 

,-  .       .  I      /taugri/X        2g*     cps2rM         2g«     cos6ri#         2g*  ^     €QslOt;?# 

15.  logtD  =  log(^j^) i.,__^__2_.^j_^^«_L.__^ , 

•  ^        1      A^  1       /eotriiX    ,    2g?     cos2rw     ,    2g*     co8  6»;u     ,    2g><*     coslOim      , 

16.  logtnc  =  log  (-^)  +  -f  .^jHi^,  +  f.  glS6^  +  -3-- ©IHT^  + 

Aus  den  letzten  Formeln  erhält  man.  indem  ?#  =  0  oder  u:^K  genommea 
und  ^ic.-j^zs^v  gesetzt  wird,  noch  die  folgenden  particnUiren  Resultate: 

14  4  4  4 

17.       logp  =  ^-^^  +  3em6i;  +■  SefiilOi;  +  7(Slhl4i;  +  •' '  ♦ 
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1  2^"^         2^^'"  2#~"^*'  2*^^" 

19.      log^  s=r-log4+gjj^  +  jg^-;t-5^j3j;+j^^  + 

2«""*'  2^"^*'  2^'^*'  2e~'*' 

2  e~^         •  2  ^^'^  2  e""**'  2  tf—^" 

21.      IogK^=    logr      +(|JeJ7  +  3^3^  +  56j55i;  +  7^ 
Die  letzten  fanf  Reihen  convergiren   immer  rasch ,  da  der  Annahme  ge« 
muDi  v^  }7r  ist. 

Setxt  man  in  der  Formel  (17.)  statt  des  Moduls  k  den  nfiobst  grS« 
fseren^  dem  $•  168.  gomlifr,  so  hat  man  in  der  Reihe 

I      l/  ^     _     47*      ,         47^  47>o         , 

r/ statt  f  und  j^-r  statt  A;^  zu  setzen^  wodurch  man  erhiilt; 

Sotzpn  wir  noch  qi  statt  q,  also  dem  §.  167.  gemiifs  p-  statt  X?  und  k:=h\n9^ 
so  ist 

liopi/i±iü!ü£^ ii--._ii!_j-_iz! 47T 

i  *^gr  i«na.i»ö  "^    l+g»        3(1+7«)  ^5(l+f/ö)        TCl+g^^jT""**- 

Die   vorstehenden   beiden  Reihen    können   wie    folgt  einfacher  dargestellt 
werden : 

111  1 

^^*  ^^  ~  6Öil7~36o«3i;  "**  öSiTsTS  ~76oS7v  "*         *••• 

Hiernach  können  also  aus  der  Gröfse  v=^7r.-jr  die  Quadranten  K,  K! 
.    und  die  Moduln  k  und  k'j    wie  auch   0  :=  arosin(A*)  bequem  berechnet 
werden. 

Soll  umgekehrt  9  aus  dem  Modul  k  berechnet  werden ,  so  dient 
dazu  die  im  §•  57.  gefundene  Formel 

r  =  logl  =  log(^')+|lög^  +  |log^  +  Alog^  +  .--. 

%.  176. 

Reibvii  für  die  ersteu  DiiTereotial-Yerbitltiiisfl«  der  imturlieben  Lc^aritbrnea  der  Moünlar. 

Fnnctioueo  des  Argnmeiites  u. 

DiflTerenziirt  man  die  vorhin  entwickelten  Reihen  (1.)  bis  (8.),  in« 
dem  man  u  als  veränderlich  betrachtet ,  so  erhiilt  man  die  Formeln: 
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*•  '^- 'cnc«  —  ©in  V      ^  ^  *  ein2t7'iC      *''  "^  *  ^m^K     *P  ^ ' ©linö^^ff""""' 
^  '^  '7^  —  *''  •©tn2v'Ä  "*■*''  •  ©Ine^'Ä^^*''  •  ©ÜäÜV^  +*1  *  @inl4,;'Ä  +  --' 


BUCtf 

4.    ^-  ,.e..,'«-2,>.|||^+2,y.|^"-2,y.|g;| 

-       ,,  /o.         /         r.  /      ®tn2«'u   ,  o  /    »  ©•n4«'M. 


deren  Convergenz  desto  rascher  ist,  je  weniger  der  Modul  k  von  Eins 
Abweicht.     Die  Formeln  (9.)  bis  (16.)  $.  175.  geben: 

—  9*,/,«  »'"8y" 

o       ,,  cnCM  .  «,        o    „    8in2i7M    ,    »      »    sin4f;M        «      ,    8in6i;K 

« ^  S11C  u  X     «.    I    o  sin  2 1;  1/        ^      ,    sin  4  r  u    I    r\      1    sin  6  r  i« 

^4   8in8^_M    I 

-,        ,,  y.       sin2rM     ,     ^       »in 6*17 M    ,    ^       sinlOi/w 

11.      &'8ntt8ncll  =  4.,.;^-^,+  4,,.g|jg;^,  +  4,,.^^^-j^ 

^■*''*®üä4iyÄ:'^-"-» 
1 1  *         —     2y      I  -  _7    S'n2yH    ,  ^^,  «»Sy«  o.*-««»  »'»^Q^'«    i 
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«.    177. 
Reiheu  für  ^rs^f  ^^nn  t  eiae  von  den  Fnnclionen  8dcii,  cqu  niid  dnii  ist* 

Nach  $.  32.  a.  ist 

-  «/dnii  —  cnri  ,        ^^  i  *.  i/dnu-f-cnu 

*  ^    l-f-diii4  *  '    l  +  dui^ 

daher  ist 

cnc^fi  |/dim  —  chm         |/1  —  sncii 

cn|u  l^dnu  +  cnu  '  l+sncw* 

Ferner  ist  sortis  r  iXd""  "°^  sog ^ti=  y  ^T^"»  "öd  hieraus  folgt 

sn  .j  11    I  /l  —  cim 

I  Ju  "^  1  +  cnii' 


snci 


Ans  den  Formeln  snliissl/rn^^^  und  kvno^u^xLy-, —  setzen  wir 

zusammen: 

Werden  diese  drei  Formeln  benutzt,  und  setzt  man  in  den  Reihen  (1.) 
bis  (6.)  §.  176.  noch  ^tt  für  u,  so  erhält  man 

*•'*•»'  l-sncM  —  ©IH^i  ""*''  ^ '  ©in2,'ür      *1 '^  *  ©inöij'i:      *^''  'SmlÖ^""""' 
Q    it'  i/t— gnci«_.  ,   gini;^«    „  .  /  ©inS^M    ,   .  ,    ©tnSy^w   ,   .  ,    ©in?^« 
■*•  '^  •  •'  1+sncu  —  ^'J  •  ©in2,/Ä:  +  ^'J  *  ©m«7?'Ä:  +  *''  *  ©InlOaj'ff^ ^  '  ©uü4^+'-' 
..  i/l  — cm«  _   ,  g,     -  t;'«   ,  5  /     einy'u    ,  ^  /  ,  ©««2<?^«  .  «„/„j  ©in3y^« 

^-     »'i+^;^~'»*^^"öx+2'J''-©ni^+^''''-eiSävÄ+^'''''®s^ 


4. 


,/l  +  cnw  _    ,    /y„,t?'«      9«/„  ©«niy'M    ,  «^/„^  ©'"2^?'»  _o«/„3  SinSy^« 


Auf  gleiche  Weise  erhUIt  man  aus  (7.)  bis  (12.)  $.  176.  die  Reihen 
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__  ,/14-cnu  ««i  ij«    in         änru        »  ^2    sin2ffi<    •  o  _s    sinSKu 

,    I /l  —  dnii    ___  «        giny«     ,    *       BinSiyw    ,    .        gJnSyu 
**•    ''^•ri  +  dna    "■*'••  ein2,iK' '^*^' @in6,jK' '*"*''•  ©inlU^ü:' 

4.4«     »'"^y"    .1 
*2*     '^  •  l'  r=^d^   —  sin  lyu  T^  *^^  •  ein2iyiC'  ^  *^^  *  ®in6,;if' 

Es  ist  nicht  zu  übersehen,  dafs 
1^14-^=  tang(iT  +  iam«),      l/{±f;^  =  tangQ-y +iamc«), 

P^ —  =  cotang  ^am  ii>  Ir  r^.;:;    =  cot  J  amc  u, 

1— CUM  to  X  -^  r  1 — cucw  ^  -^ 

'  1+CllM  tyz  ^  w  1-f-cncM  «^  -  ' 

»'rf-'H = '"^iM""'  i)'     f^: = <aogi.™(*(i:-«),  i) 

und  dafs  also  die  vorstehenden  zwölf  Reihen  auch  zur  bequemen  Berech« 
nung  der  Amplituden  dienen.  Die  hier  noch  fehlenden  Reihen  finden  sich 
in  $•  180*9   und  in  Beziehung  auf  sie  fügen  wir  noch  die  Formeln 


hinzu» 
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•^I?IS-«»i(i'-*«»(*«^T)). 
fj^l—  =  ..n«(i,+i.a.(*(K-.),l)). 
fl^^.  =  t.ng(i,-i.,.(*(ÜC-„),l)) 


5.    178. 

Entnickeloiig  der  Modular- FnncUonen  der  Argameate  u  nud  K—u  iu  Reihen,  «eiche  oacb 

Poteozial-FaDctioiiea  der  Yiclfarben  Ton  ^u  and  r/u  fortschreiten. 

Es  ist 

*  »^  1 — sitcu   '    *      ^  1+8UCW        cncii 

*  '1 — sncu       *      ^  1+sncM  inu^ 

*'l — CUM   '    *'l-}-cnM        snii  *  '  1— cna       *"^l+cnii        tnu' 

"'1— dnw    '    *'l+dnM         k8uu 

*'  1— dnii       ^'  l+dnii         ksnu         k  *  cwcu* 

Diesen  Formeln  gemüfs  lassen  sich  die  Reihen  (I.)  bis  (6.)  $•  177#  auch 
vpie  folgt  darstellen: 

cncii"**tnM  ~  ©in^/M  1— p*  1  — p^»  1— p»»  *•••> 

cneu       tnii~       1  — p*       "**       1— p»»        "»         1  — p»«        +••••> 
woraus  man  durch  Addition  und  Subtraction  erbiilt: 

Ferner  geben  die  Reihen 

;f.+i  =  1'  e"¥-J^®i»,'.+iÄ;@»2,'«-J^®m3,'« 

+  ^®m4,'«+.... 
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durch  Addition 

Durch  SubtractioQ  erhält  man  dieselhe  Reihe  für  ; — ,  wie  vorhio. 

Setzt  man  io  den  gerundenen  Reihen  u  -)-  iK*  statt  u,  so  verwandelt  sich 

= —  in  — T — ,  : —  in  -r-  und  —  inArsnfi;  daher  haben  wir  noob. 

weil  sich  r{u  in  ii\'U'\-\7ri  verwandelt ,   die  drei  Reihen 

6.  Ä  sn«  =  1)' iJangi)'« — J^  @in2»i'tt+  ^  @tn4))'ii- iÄ!  @in6i]'«+  — .... 

Setzt  man  wieder  «'''''  =  ;r,  so  kann  die  erste  Reihe  auoh  ahio  dargestellt 
werden : 

und  da  X  in  —  übergeht,  wenn  K — u  für  u  gesetzt  wird,  so  bat  man 

k'    __     2rfpx     .    2rs'p      .   ,  2r,'p^      ,  ,  2y^p'x-» 
^«  "^  r=^» X»  T"  1+p» *   T-xipj;?^?   -r   i_j.p,«  i 

2i?^P*  _        2iyV  _3       2t]'p'^x^ 

~"i+p**-i+P«^        i+p"^^5       '  — 
Substituirt  man  die  Reihe 

und  bedenkt,  dafs 


1+P'    "■  1+P»  *  '  '^  1+P«     ""     1+p' 

,y'pi»a?»  _  2t/p* 


ZYj  p  X  -  !_!_„, 0  i_i__io     »      "•  ■•   ^^« 


ist,  SO  bat  man 

Ganz  eben  so  verwandeln  sich  die  Reihen  (2,)  und  (3.)  in 

»•  ss:  •= ''+  f^e««,'«+r5^6»«4,',+igl  «.,6,'«+...., 
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und  subfttituirt  man  nooh  u  +  iK^  fiir  u^  also  ij'fi-fi^*'  Tdr  fj^u,  so  ver- 
irandeln  sich  diese  drei  Reihen  in 

10.  Acne«  =  ^@i„^'«-*g;®m3V«  +  ^,@ln5,,'« 

11.  dnctf  =  i£^  Sog.)'«— J^;  <5oö3i)'tt+ i2^  €og5V« 

+  ^.^0^8^«-  +  .... 

•Vertauscht  man  in  den  vorstehenden  Reihen  die  beiden  conjugirten  Moduln, 
also  auch  p  und  q,  fj  und  Yi'y  indem  man  zugleich  ui  statt  u  setzt,  so  er- 
hält man  Reihen  für  die  c}  kliRchen  M odular-  Functionen  des  Argumentes  u^ 
welche  nach  cyklischen  Potenzial -Functionen  der  Vielfachen  von  fjU  fort- 
schreiten. 

§.    179. 

Uebereiclitliclie  ZnRammenstelliin^  der  eiitfacbslen  Reilien  für  die  rjklischen  Modular- 

Faudioiico. 

Die  vorhin  entwickelten  Formeln  geben  folgende  übersichtliche  Zu- 
sammenstellung: 

-        jr  ^_  2j;8in ^u    ,    27;8in3iyii   ,    2ysin5i;r4    ■    2ysin7iyM    , 

1.     H  snn  —  @-^7  +  eiHT^/C'  +  QittbijK'  "*"  emfW  +  ••'•» 

n     j.  ^V co.^iyw       2fjco»3tju   ,    2i^cos5iyw       2^cos7i;m  j^ 

^.  ^sncti  =  ^.^^j.,  —  öijjä^,^.  -t-  @in5^;^  —  ©IHt^ä^  +  —  ••••> 

Q       Jt »«/  —  •.'<^rt»A*.'#i      9*,W  ^'"^^''*  J.o*.'i*  ®iniiju  r.^,  n  (5\n6v'u   , 

^  ,        «— •   /      2»?'6og2iy^ii   ,   2v'QoHn'u       2i?^ 6o66i?^ri   ,  2i/6og8iy^tt        , 

*  1    ^^      V      1^ o        siniytt     ,  ^     3    8in3>;M    _■  «     r  sin 5iy//   j^ 

I»  1     i;       ,   rt        cosiyM       ,j     ,    cosSiyri  ^^  ^     5  cos  5iyif  , 


7. 


—  =       ^'       J.2t,V  ®'"^^'"  4.  9t,V  ®'»^'?'^^  4.  2Vo6  ®in6i?^«   . 


«  1  /  ,   2i?^6og2i?^iij  2i?'6o§4i?^ii    ,   2iy'6o66i/tt  , 
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_-     ,  2i7Sini7u       2»?8in3i?M   .    2»?rin5»?«       2i?8m7i?M   , 

10.  Ä  cnott  —  g^g— ^  —  -QoiitjK'  "^  löJöuÄ'        lö«7^^  +  —  ••••», 

11        ib  «n « —      *?'  9«'»   S*^^^'"  4.9t,'n>  ^P^^?'"      9«/„s  go^Sy« 

lo     I.  —  S'?^  @tni?'M       2t?^@in3i;^M   ,   2i]'<Sm5ij'u 2t?^@in7i;'w  , 

li.  ÄOCtt  — -g^,^         "e^i^'Ä   +    Qoiöii'K  QoiJv'K   "•        ••••» 

_-  ft^  _2i;^6ogi?^tt   ,   2n'QoiSi]'u   ,   2i?^6og5i?^u   ,   2i?^6o87i/m   , 

**•  cnu~"   ao«jj'/i:   "*"    ao83j7'Ä    "*■    Qtidn'K    "*"    6oö7»/'A:    "•         » 

1A  *'    —      n*      ,  o„/..  ©inj?^«   ,  o  ,  ,  6tn3>?^i  ,  ^  ,  .  embtj'u 

***•  5J^  -^  Siü^«  +'^'J ''•  6^8^  +'^'' ''  •^^63^+^'' ''  •  6^9"^  +  — • » 

__  ,       __      ,  2i?cos2iyii.  ,  2i?co84i?M  j_  2yco86»?r«   ,  2>?co88i?M  , 

17.        <ln«  —  ))+  Q^^2rjK'  +  608417«'  "T"  S08617JS:'  +  1388^  +  "•• » 

_„        ,        2i?co82i;tt  ,   2i?co84i?u       2i7C086i?m  ,   2i?co88j?»       j^ 

„     «  sin  8 17  M 
««      i./^ 2i?'@ini?^K   ,   2v^gin3i;'>«   ,   2v'e\n5i]'u   ,   2>?^@tn7;?^<  , 

Zusatz.    Aus  den  vorstehenden  Reihen  erbült  man,  wenn  wieder 
K' 
i7>j^s=r  gesetzt  wird,  für  tfssO  und  »  =  £  die  folgenden  particu- 

I8ren  Rdhent 

25.,     K=:ia-(l+^jj^  +  ^j^  +  g^^  +  ^^^ +....), 


(2222  \ 

30.  Ä  =  iT^li- ^12^  —  ^^-^  + ^Ij^  —  ^r^i- —....;, 

32,    *'.«:  =  ^»■(i—^+pj^—^^  +  ^^— +....). 

$.   180. 
Reibeu  ffir  y^r-,  weoo  t  eine  von  den  ModuIar-FoDctionen  sßu,  kaau,  kBücu,  cqcw 

nod  dncu  ist. 
Es  ist 

^1 — snii  cnu      *  'l+snw  cnu  -^ 

ife/.i/J±^  ^  dnu  +Ä00«     und    Ä'Vfe^  «  dn«  -*cn«, 

j/l+^c«    ^  _L  +  Ä'tni>     und         i/l^£5£!t   :^  -1.  -Vinu, 
'i — cneu  BOOM    '  ^  ri-t-cncu  snc«  ' 

,/1-fdnc«  *     j_    '^  j     t  i/l— dncM  ^     __   "^^ 

**ri-dii«z      iinci#"''c;r;r      ""^  '^•J'rpdMi      mcS    cn«* 

Daher  erhält  man  die  gesuchten  Reihen  leicht  durch  eine  Zusammensetzung 
aus  den  vorigen  Reihen,  nämlich: 

"» einl4i/iC      ■^•"•' 

**   '^'9  lr\ranu  "^  '     '@m'2i/^  '     "*"        ©ine^'A"       ^       @in  lOiy'JSC 

,   45^@ln7V(ir-M)  , 

+  ■  ein  IVA     ■*"••"* 

,    fc/  i/l+fcsnM  __  4</6o8i?^(.K-H«)       4i;^go83q^(g+>«)  ,   4/;'6i>ä^y^(ü:+«> 

*•  '^•ri^iksnu' ein2»;'/i:      ""         mn^r/K    "    "^      ©in  IÜi^'ä: 

4r/So«7(;'fX-f«)   , 

©iaH^'iiC     -r -••••' 
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Vgo87i7^(g~«) 


f 


.  6in  l-ir/K 

-     j^  I /I+^sncu 2i/      .   Vp'gogy^i« Vp* go83iy^w   ,   Vp'o goSS^y^ii , 

^'  *^'ri__fc8ncM~*goöi;'M'^     ein2^'iS:  eine^'Ä:     "*"     ®\niOij'K         '^"" 


7. 


ft         |M— C"C"—    / 2i!'&ni]*u,   2i}*^oi2i}'u       2i]'mn3ti'u  .   2iy^6og4y'u 

°*        ri+cnc«""''         eiaij'K   "*"    goSaiy'Ä"  ®in3i]'K   "^    QoHr/K 

2t/&n&n'uj^ 
~    ®in5,/Ä    "*  •' 

O      I-  i/H-i2£l*  _    /j.2<?^go8yt«   ,   2i;^6o82y^M   ,   2y^go83i;^M   ,   2i/ao84^«  , 

"'  **ri-dncu"'''  ■♦"  eo8i?'Ä:  T  6oö2i7'iK:  "*"  6o«3r/Ä  "^  gocvÄ:  ■*'••••' 

in    I-  i/*— dnc«  __    /      2v'Qoiv*u   ,   2i?^6og2i7^w       2iy^6o83yO<   , '  2ti'QoHi]'u        , 

Ganz  eben  so  erhalt  man  Reiben  für  dieselben  zehn  WurzelgrSlaeD,; 
welche  nach  Potenzial -Functionen  des  Arcus  t\u  und  seiner  Yielfacben 
fortschreiten.  Dieselben  Resultate  findet  man  aber  schon  dadurch,  dab 
man  in  den  Formeln  (7.)  bis  (12.)  §.  177.  K — u  statt  u,  also  ^7— i|tt 
statt  t)«  setzt.     Daher  geben  wir  nar  noch  die  folgenden  Reihen  an: 

11  Je*  i/^'^Mpci« ,  2y  cosyft   ,    2tj  C0B2yM   ,   2y  cosSy»   ,    2i;  co84ip«   , 

11.    *-|'i_fcgncu  ""''■'■  goSf/K'*''"  go82»7Ä'  "•"  gofiSjyÄ' "^  6084^^"  •"•' 

12  ifc'  t/i—kancu  ._     2»; cosa?«    .    2y  C082iyw ^_ 2iyco83iyM   ,    2yco84yK        , 

**•   «•Fi^jfcsnc«""*'       goäiyiS:'  "*"  go82^Ä'         QQ^tjK' "^  QÖÜiiK'       "*"•"• 

Zusatz.    Es  ist  nach  $.  32.  «.  y  .T*"^"  =s  ®25iJf     ^i^q 

|/t— snn cn(i^+i") 

'  l+snw  "~  cn(iÄ  — lu)» 

'l+«:sncu        »l+ifc*l— Jfc8n»i«     "  '  I+tsn«  ~"  l+*8n4«aiciu» 

|/1  — cnt<  ^_  snj^M  .         j/I— cncu ^bd (jK  —  ju) 

•'l+ciiii       snci«'  '"**     »'i4-cncii"~'snCiÄ+iu)' 

Hiernach  kÖDnen  die  Torigen  Entwicklungen  auch  noch  auf  eine  andere 
Art  dargestellt  werden* 
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^  181. 

Reiben  ffir  die  Qiuidrato  der  Bfodalar-Functlooeo» 
Nach  §.  170.  Formel  (1.)  ist 

daher  ist 

und  da 

2«n(2a+l)iiiisiii(2ß  +  I)ijii  »  cog2(ß— a)f|ii— oo82(a  +  ß+l)ijii, 
so  ist 

und  CS  hat  folglich  die  Reihe  die  Form  ^ 

12  3  n 

k^  sn^w  Ä  i/i^(A+A  co829)ti-f  ^  coH4i)ti  +^cos6i)ti  +  ••••  •4*^eo82n))tf  +  ....)• 
Der  CoefBcient  A  entsteht  aus  dem  ersten  Theile  der  yorigen  Reihci  wenn 
man  ß==:c&  setzt.     Es  ist 

^  —  ^  (l-j4«+2)»  =^  (1—5«)*  "*"(l_j«)»  T(l_5io)«  +••••;       . 
also 

Zu  dem   Coefficienten  Ji   flieCien   drei  Haupttbeile    zusammen ,    da  n  =;b 

+  (ß  —  (ä),  n  =  «i— (ß — a)  =  ff — ß  und  nÄ^  +  ß-f-l  sein  kann;  da  aher 
oos2(ß  — G^))}ti  s:;s  co8  2((% — ß) )]  II  ist  I  i^io  sind  die  beiden  ersten  Theile 
gleich«     Es  sei 

M  ist  der  CoelBcieut  A  =■  2P—Q,  Es  kann  P,  da  io  ihm  ß  =  n  +  a 
ist,  so  dargestellt  werden: 

47» 
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Der  Ausdruck  far  P  ist  eioe  uneudlicfae  Reihe;  der  Ausdruck  for  Q  ist 
geschlossener,  da  4n— 4a-^2  positiv  sein  nnib«    Es  ist 

1—  g4«+2  1«.  ^«-Ha+2    **    (1--.  g««+2y(l^  g4«+4«+5j  > 

ako 

^2n+«a+2  ^^         ^5n        /     ^4«+2  g4n+4a+2     ^ 

(1—  g4a+2j  (1_  g4n+^+2)    —     1_  g4n  \l_  j4o+2  ""  1_  g4n+4a+2y  f 

oder 

^    ""    l-.g*»  \*^  1_  j4a+2—  *^  i_  j4n+4«+2i* 

LSist  man  nun  die  sich  aufbebenden  Glieder  weg,  so  erhält  man  de&  ge- 
schlossenen Ausdruck 

Ferner  ist 

1— j4a+2  +  l_24«^a-2  "rl     ^^    (1— 24cf+2^  (1_  g4n+4«+2jf 

und  also 

Zerlegt  man  hienach  jedes  ron  den  n  Gliedern  des  Ausdrucks  Qp  na  er* 
hält  man 

o  -  Sl£L  JL  *6g'"  f  g*    4.  .j[!_  jL    g*"  4.    g^":VK 

es  ist  mithin 

-^  ="     l_g4»     =         ®w2n^ÜC'* 
Multiplicirt  man   die  Reihe  fdr   A:^sn^ti  mit  dti  und  infogrirt  auf  beiden 
Seiten  so,  dafs  das  Integral  far  ii  =  0  verschwindet ,  so  erhalt  man,  da' 
nach  $•  64.  /"ä^ sn^ti. 011  =  11  —  ein  ist,  die  Reihe 

tt~elii  =  ^>,^ii  +  ^8in2i)ii  +  ^sin4qii  +  ^8in6ijii+,... 

und  wird  hierin  U'=iK,  also  elii  =  £?  gesetzt,  so  fallt  der  periodische 
Theil  der  Reihe  weg  und  es  bleibt  blols 

also 

Es  ist  mithin 

4       ^    —  i^^'^*  f      ^         t  ^  t  2  t         \        j 
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_^     5  A       S       4i7*co«i2)yu      8y*  coB4y« 12y»  coaCj?« 

16);«  cosSyw ^ 

@ln8,Ä' —•'     ®**®' 

-  -  ,     S   ,  4iy*  coggy«  .  St}*  cos4yto  ■   12^«cog6iytt  ,   16iy»  cosSiyu   , 

«       iÄ««s«— ^        ^  ,  4i7«coB2yi«  t  8i;«co«4ytt  ,   12y*coB6iyu 
i».    Ä-on  «  — -j— Ä  ■r'ein2,Ä'  ^  &n^K'  "•"  @ln67/K' 

,   16y*  cosSy»  j^ 

«       «j       ,    ^__-       g    ,  4tj* C082iyM       8);* cos4t;u   . _  12);* cosGyu 
4.    Ä-sno  M  —  1—  -j^  -t-  ßj„2,Ä'         ®in4)|;K'  ■*■    ©inöiyÄ' 

16);*co88);u   |^ 
—   0ln8i;Ä'     +  —  ••••' 

ß  ,     }     _E iij*  eoHJtiu  .   By*  cosiiju 12)y*  co>>6);k   .    16);*co88i;w         . 

ör      dnou  — -^       @in2vÄ'  "T"  @m4);Ä'         ©in6)?Ä'    "^  €in8)?K'        "*""••' 

A      X-^^hni« ^        1.«       4iy*C082);M   t   Stj^CMJiju       12);*  «»967;» 

o.   «cno«—;^— «         ®in2,Ä'  "T"  ®in4,K' ©iüe^ 

,   16j;*cos8);u      j^ 
+   @in8,yK^        +•••• 
Zusatz.    Erhebt  man  die  Reibe  (9.)  §.  179.  zum  Quadrate,  so  er« 
hUIt  man  für  das  von  u  unabhängige  Anfangsglied  die  Reihe: 
g       l:n-.^i(      2,2,2  \ 

Erhebt  man  die  Reihe  (17.)  $.  179.  zum  Quadrate,  so  findet  man 

:?.  __    tfi  \  2,2         ,         2  ,  \ 

jj  —  »}  V* "T  6o8»27Ä'  "*■  ao6»4vÄ'  "*■  6oä»6);Ä'  'T  •  * '  7* 

Setzt  man  also  wieder  ^t.^ssv,  so  hat  man 

7.      K{K-^E)  =  (|y)\(^j-^+g^  +  _l^  +  _^  +  ....), 

Werden  die  beiden  Gleichungen  (7.)  und  (8.)  addirt,  so  erhält  man 

10.  Ä.Ä  ~ (i*; •  t®iH^2;;+enr^+ ©in» iov+ ein»  14*. +••••)• 

Weiter  ist,  wenn  (8.)  von  (9.)  subtrahirt  vvird, 

11.  &'^Ä'=(i*)^{i— ^j^+gj^j^— ^jj5^+g^p^— gj^t^H         .), 

Am  (10.)  und  (II.)  erholt  man  endlich  durch  Addition: 


{22222  I 

also 
13.    Ä^ss     r' |l+-p-  +  — ^  +  __^  +  ^p— -  +  — -_4.....}. 

$.  182. 

Nach  $.  62.  ist 

- --J- SS  Ä'Bn^il  —  — s^T —    und    — r— =  — Aren'« t^t — ; 

Bn*M  du*  ca*u  dw* 

Es  ist  ferner 

6  log  an  u        yauinu  ___  ^  «m 

u  Bau  caeu  - 

also 

a«  log  an«  <;<  >i„t^   oos2i?u      o„.  ».  «os4yM       |o..»-3   cogGy« 

^^''  »•So84vÄ'— • 
Wird  diese  Reihe  von  der  vorhin  fBr  A;^sn'fi. gefundenen  subtrahirt,  so 
entsteht 

1.  ^      ::^  1-     ^1       V*        .   nv?d^    cos2iy«        »  .   ,    cos4^m 

Es  ist 

B\ogcau sn« 

du  sncM 

=  ,,  taug,,  II  +  2,,^  ^j;^, +2,,yl  g^l^, +2,,V'.^3f^,  +  ..„J 
also  ist 

Wird  von  dieser  Reibe  die  Reibe  (3.)  $.181.  subtrahirt,  so  entsteht 

cn»u  — '^        ÄT^cos»iyM+*''y'@jn2j?Ä'      ^'I  ^  '  ®in4,iSC' 

+  1-^1  y- ein  6,  Ä'      +"'• 
Es  können  diese  beiden  Reiben  auch  also  dargestellt  werden; 

^  W' u         Ä  T^ sin* r,u    ^^ ' ein2i;Jt'    ^'J ^ * öwä^Ä?    *'''' ^ •©iHeiyisC'     ••"» 

1_J_ ^    t       V*       i  A  „i   CO8217M       Q  1  A   cosiru    ,  .„  ,  ,.  0086t;M        j^ 


Fierxthnttr    AhsehmitU      §.  183.        375 

woraus  erhellet,  Sab  die  dne  Reibe  in  die  andere  nbergeht,  wenn  £— « 
statt  »  gesetzt  wird. 

Yertanscbt  man  in  den  beiden  Reihen 

1         _<  Jg      I  y*         J_/l^7^?      C062l?«  Q.,a.^       C084yM 

die  beiden  oonjugirten  Moduln  mit  einander,  indem  man  tft  statt  «  setst, 
so  erbalt  man  die  beiden  Reihen  ' 

4.     dno«  =  l  — -^-f    gj„257'Ä  ©in4VÄ:    "^     0ln6i7'Ä: 

welche  desto  rascher  convergiren,  je  mehr  sich  der  Modul  k  der  Ein-« 
beit  nähert. 

$.  183^ 

'     Reiben  liSr  das  Modnlar-Ioiegral  elu  der  ersten  Art,  welche  narli  Fouctionen  der  YielfacbeD 
Ton  i}u  aud  ij'u  forlscbreilen.      Ausdrack  der  Modular-Logarilhmea  durch  die 

Hülfs-Fnnclioneu. 

Multiplicirt   man   die  Reihe  (2.)  $.  181.  mit  du,   so    erhSIt   man 
durch  Integration  die  Reihe 

.  I      E    ^,    ,    Qi]än2vu  j   2i?sin4i7t<  _|^  2i;8io6i?w  j   2y»rii8i;u   ,  . 

I.  eiu  —  ;^-. tt  +  ©g^W  "*"@m4^  "^  ©üTe^  "^ ©üTs'p^  "*        '  ®"® 

O  Aln«f        tP       ^  '•    '    ^^""^y        2i;8in47;n  ^  2iy8iii6yt«        2581085«    • 

^  eica  SS  u,  —  ^«  ^.  ^152^  —  ©ür4^  +  ©iüö^' ~ ©inSiyJi:'  "^  •"• 

lotegrirt  man  die  mit  dti  multiplicirte  Reihe  (5.)  $.  182.,  so  erhält  man 
3.    d«=  (,_J)„+,'Sa»„'«  +  2,y |^-2,>..^ 

+  »'V.^  +  2,V.^+- 

und   integrirt  man  die  mit  —  dtissd(iC— «)   multiplicirte  Reibe  (4.) 
f.  182.,  so  entsteht  die  Reibe 


376  ritrzehnter    ^btehnitf»      §,183. 

BfultipUdrt  man  die  Reihe  (1.)  mit  Bu,  und  iotegrirt,  so  entsteht 

I        ^   "*  _L  yl        cog2i?M       ,     cos4>?M        .     cog6i7u        ,     cosSqu 

wenn  man  die  Constante  der  Integration  duroh  A  bezeichnet*  Da  naoh 
5.  174. 

log  Hill « log^-jgjjj^-l.  gjj3^^ 

ist^  80  ist  Imti  s=  — .  Y  -f-^  —  log^  +  log  Hlti.  Setzt  man^  um  die  Gon» 
stante  zu  bestimmeo^  usso,  so  hat  maa  Im  Q^=^o,  logHIo  =  log /'Ar'^ 
also  o  =^  A — log^  4"  log  •'^'^  folglich 

5.     to^  =  |.»^  +  u,g(^). 

Wird  in  dieser  Formel  K — u  statt  u  gesetzt,  so  hat  man,  da  Vl^K — «} 
sGltfist, 

6.      Imctf  =  ^£rJf-£;ii+|.itt'  +  log(^). 
Wird  die  Reihe  (3.)  mit  du  multiph'oirt,  so  giebt  die  Integration 

,  »•  So»6i?'»i         ,         . 
und  da  nach  §.  174« 

l.g»l'«  =  Iog(2,V,.«.«,'«)  +f^^-i-^^K 

ist,  so  ist  ' 

Imtf  =«  Ä-(log2//-;»)  +  (l-|;).^  +  logQ3l'«. 

Setzt  man ,  um  die  Constante  B  zu  bestimmen ,  ti  =s  o ,  so  hat  man^  dl 
iBV  o  SS  /k'  ist,  die  Gleichung  o  s  J? — log  {2g'  /»  +  log  /"AV  foIgUcb  M 

Setzen  wir  auch  in  dieser  Formel  K — u  fdr  v,  so  ist  ^V{K — u)  a 
iffWi-^\^Vu,  ako 

log«l'(if-tO  =  i,'(iJir-ti)  +  log®l'ii  =  4f^XÄ-«)'-^.+log0I'i^ 


■^  3 -eiSe^""**""* 
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fo^Kch 

Da  aber  2KK'^^'k'^W~^^  *^  reducirt  sich  die  Formel  auf 

oder  endlich  auf 

8.      ,a««  =  f-15.«+(.-f).^  +  log(|^). 
Zusatz.     Die  Formel  (7.)  wurde  hergeleitet ,  ohne  die  Relation 
.  7=^+ F7— *  =  2Zk  anzuwenden;    wir  können  aber  diese  bei  Herleitung 
der  Formel  (8.)  angewandte  Relation  daraus  herleiten,  indem  wir  11==  ÜC 
setzen.     Dadurch  entsteht 

lmJE=:(l-|).iK'  +  logf;^. 

Da  aber  nach  §.  73. 

Imüf  =  Y^  +  log|/-~    und    ^VK^e^ 
ist,  so  ist 

und  folglieh 

fC'^k'  2ÄÄ'  • 

§.   184. 

Die  Diflerenziale  der  aclil  Hülb-Functionen« 

Di0eren2uirt  man  die  Formeln  (5.)  und  (6.)  §.  183.|  sp  erhalt  man 


und 


A  CM 


Ä*-^      dl.     » 
daher  ist  rückwärts: 

C7I4  A 

Differenziirt  man  aber  die  (^ogarithmen  der  Gleichungen  (6.)  },  171.,  su 
erhfilt  man 
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g  log  AI»  aioglfltt   I    Ic^ttitt  gtoyGltf   ,  SDCti 

du                    5w        '     cncM  du       ''  mm  ^ 

gloyBlii  ^       (SlogHltt  ___   stitt    3  log  Gin   ,  fc^cnc» 

du       ""^        du            SUCH  öi«        '      cno    ' 

du  du 

Werden  diese  Werthe  benutzt|  so  hat  man  die  vier  Formeln 

1»       — f SS  elfi — iFtt+Tzi—  =  ^  —  «icti  —  iF^H >  also 

dtt  A       '    cncii  ÜC       '    8DU  ' 

öMogAlu  _  JE 1_ 

ÖM»  Ä  tll*ll* 

öl^^^,^_B    _.j51i_=.jB_.eIoi,-|«-.*:^,al»o 

du  11  sncu  K  CDU    ' 

dMogMu  _         E  1 

du»  Ä       tnc*tt' 

3^      ^i^^s=elu  — 4«  — Ä'M^'Mc^^ß— eloii  — ^^^    also 
du  /k  K   ' 

a*logGlM  E    ,  ,,     j_ 

*•      ^^^~elu-ftf  =  £?— eictt— §tt+**8n«Mio«,    abo 

du*  K   • 

Differenziirt  man  die  Formeln  (7.)  und  (8.)  $•  183«9  so  erhalt  man 

Differen2iirt  man  ferner  die  Logarithmen  der  Gleichungen  (8.)  (•  170«  ^  so 
bat  man 

dWTiVu  _  dloggf^u   ,    ik^cnu  dlog®t^u  .    sncu 

du  du        ~  c^cu    "^  du  '     sou' 

dlog^t^i  dloy gt^u  80  u    dlogSt'u       fc^cncw 

du  du  Docu    """         du  cHu    * 

— 5 =  - — 3 ^—Ar^sn  II  snctf. 

du  du 

Daher   haben  wir  folgende  Ausdrücke    der  DifferenziaU  Verhältnisse  der 
LfOgarithmen  der  hyperbolischen  Hülfs- Functionen: 

du  \        Äv       ■    cncu  \        Äv      ■     snu  ' 

6.      5l!^*=eI«-(l-^)ti  =  ß-elc««-(l--§)«  +  Ä'8nti«no«, 


yi  er  zehnter    Abschnith      §.  185.        370 

<<M  V        K'f  sneu  V     ,  IC/  com   * 

und  hipratis  folgen  die  zweiten  Differenzial-Verh&Itnisse 

— g^^i  j^  — Asnw,  ^-^j^f ______ 

f.   185. 

Kinfarlirr  Zosammeuhaiig  der  cjlclischen  Hülfs-Faoctionen  mit  den  anf  deo  coiijag!r(en  Modul 

bozogenea  bTperbolische;!« 

Da  nach  $.  170.  und  171. 

ist,  so  ist 

TiVu   __    AI« 
S3l'tt   "~  Hl  7«' 
^ben  so  ist 

Mji  _  Hl*       ,1  ■  ®!^  —  ^ 

»l'M  —    Ul|<       "°"       JBl'«  ""   HIm* 
|)ie8e  drei  Gleichungen  lassen  sich  aber  zu  der  einzigen  zusammenfassen  t 

AI«   ""    Hlu    ~    BI«.  ~~    Gl«  • 
Sind,  der  gefundenen  GIficbung  gemiUs,   die  vier  Verhiiltnisse  einander 
gleich,  so  braucht  nur  noch  der  Werth  «nes  dieser  Yerhältoisse  gefunden 
9SU  werden,    Pa  nach  §.  183. 

|mf«  =  |4  +  log(|li^) 
und  auch 

'■»«-=  ('-1)4+ N(fi^) 

ist,  so  geben  die  beiden  Ausdrücke  die  Gleichung 

oder 

(E   ,E'       ,\  «»         ,     JBi'i« 

E       E^  n 

welche  sich,  da  ;jF+y?/ — t  ^  2äT^  *•*>  auf  die  eiofaobere 

4ÄÄ'  ^   '®S  Ulli 
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oder 


2. 


^  B=  e»^'  reduoirt.    Also  ist  auch    ?V^  =  «*^, 
Hltt  All«  -    ' 

$!^  t=  ^     and     1!^  =  *^. 


Vertauloht  m^n  in  diesit^^n  Gl^ohuogen  die  conjugirten  Moduln  mit  einander, 
indem  man  tfi  Btatt  u  setzt,  so  verwandelt  sich  die  erste  Gleichung  in  die 
dritte  und  die  dritte  in  die  erste;  die  zweite  Gleichung  verwandelt  sich 
wieder  in  sich  selbst,  und  dasselbe  gilt  von  der  vierten  Gleichung«  Die 
vorstehenden  Gleichungen  können  auch  also  dargestellt  werden: 

Äl(wt)  =  Le^^'.AVu,       Gl(fii)  ==  «♦^^'•Gl'n, 

Bl(iif)  =  e^'.Hl'n,  Hl(iif)  =  e^\BVu. 

Sie  drucken  nun  aus,  Wie  cyklische  nülfs* Functionen  des  rein  imaginären 
Argumentes  ui  auf  cyklische  Hälfs- Functionen  des  reellen  Argiimentes  v 
mit  dem  conjugirten  Modul  zurüd^elührt  werden  künnen« 

f.  186. 

Andere  Darstellnng  der  Factoren  'der  Doendlichea  Prodacte,  vodntch  die  cgrkfischeB  aod 
iiyperbolisdieii  Hfilfs-Fonctionen  ausgednidd  werde». 

Setzt  man  in  der  Gleichung  {3»).$«  171«  das  Angument  Usszo,   so 
bat  man,  da  Bl  o  =  yTk  ist,  die  Gleichung 

und  wfrd  hierdurch  die  Gleichung  (3.)  selbst  dividirt,  so  ertfstefat 

Bl«  =  v^Ä.cosi)«. (t+vp-^* — ' Ü+äV 

Es  ist 

Werden  eben  so  die  übrigen  Factoren  umgeformt,  so  erhält  man 
I.  AlD=/».«i»)i<.\l-gjjr2^)(,i-siiri^JU-6S56p;A'— äiir4sv 

Set2t  man  »  der  Reihe  (4.)  {.  171«  das  Argument  «^o,  so  liat 
^  Gl« sei  ist, 


t^ier  z*hnt*r    Ahsvhnitt.     §.  186.  381 

„,  l+2o»cto82i7u4-o«  14-2  g*teos2 17a +g'«   14-2o'»cos2i7«4.9»» 

GJ«  =      (1+5^.       — (1+-^^? -(1+Fr 

aMtn  durch  «ine  fibnUcbe  Umformung  der  übrigen  Faotorea  das  Pcodtiot 
und  also 

4.  «»«  — v^eoe'i/Ä'A*    eo«»37isc'/v    iSo«*5»/ÄV\'    ao«»?^«'/"** 

Setzt  mao  in  der  Reibe  <4.)  §.  171.  u=:K,  so  hat  man,  da  GIJiC=:  ^k' 

1^=:(l-y7(l~^)'(l-0'..   .» 
abo 

Da  aber  ^±^£l^l2L!i±^  =  i  4.  fV.£2il5if  _  1  4.    ^Q«'^"   ;.♦   «o  erhält 
man  durch  eine  ahaliche  Umformung  der  übrigeu  Factoren  das  Product 

r'      /^l  /-!•/   /^    I      C0S*7-?l\/-    I        COS*  77  M  \/-    ,      4JOS*?;7i    \/-    ,       COS*  rw   \ 

5.  Gl«  =  /^k\{i+  6i^.Al+  _^_)(t+^jj^^J(i  4. ^^_J 

und 

Die  Producte  (L)  uud  (2«)  lassen  sich  auf  almliehe  Art  noch  anders  darstelleB« 

*S  3 

Nach  §.  169.  ist  «*  =  y  4^  ""^  ««*  J.  1T2.  ist  y  =  }/^p^i  ft»fe- 
lioh  ist  «'-/^l^-    Da  aber  . 

o«.5'   —  -fV/'«M»?J      ^  (l-p«)'.(l_p'')»,.,. 

ist,  so  ist 

«»/-  ^/-fci^N  ®»iV'w  1— 2.p*e»82r/7«4-p*   t— 2p'6o?2jf«-fp'* 

41  o  «:  v^cÄ«'; — ^, u-p*y • IJ^W -•^•» 

ColgUch 

oder  aach 


382  Vierz^thnter     Abschnitt.       §t  X^^: 

Aus  den  Formeln  (1.)  bis  (8.)  ergeben  sich  durch  das  bekannte  Yerfahren 
die  Prodacte  für  die  byperboUscben  Hülfs*  Functionen« 

J.    187. 

Da  k\\K^^\^K  und  Gli£=HIiJS:  ist,  so  gelangen  wir  noch 
zu  einer  neuen  Umformung  der  unendlichen  Producte,  indem  wir  «fas-j^^ 
setzen.     Ist  zur  Abkürzung 

a  =  Al(^Ä:)=sBiaJC)      und      j3  =  6I(l^)t=HI(iÄ), 
so  erhalten  wir,  da  i}*tf  ss^^T,  also  2i)ti=  ^t  ist,  wenn  Uss^K  genom? 
men  wird, 

^  s  ••2^(i+^(i+0(i+y")(i4-^)....  w^ 

f  =  (H-^)(i+<'")(t+0-- 

Dividirt  man  hierdurch  die  GleiobuDgen  (2,)  bis  (5.)  $•  171«,  so  erhült  man 

Alu           -^     .           1— 2g*cos2^i*+g'    1— 2g»  cos2i7ri  +  g»«   1— 2?»»0O82i;/f4-g** 
—  =  /2,8in)ltl. ^^-^ ^. ^^--^'  1+5.4 

oder 

B1«  =  a/2.«»,«.(l+^Ii,)(.+  ,^^)(l+^-|.) 

Die  Factoren  dieser  Producte  oonvergiren  aub  rascheste  gegen  die  Grenn 
Eins.    Eben  so  erhält  man  noch 

Gl«  =5  ß-(l+^,^)(l+gS>A^)(^+6Slöf^)----» 
Hl«  __  fl  ^        cos2yu  \/^        coa2yK\/.         cos2yt«  \ 

Es  bleibt  nur   noch  die  Bestimmung  von  ß  und  3  Sbrig,      Nach   Fqi* 
mel  (5.)  $.  183.  ist  lm|«:  s:  ^EK-\'  log  ^^^  =  i^lC+  Iog^$  und 

nach  §.  73.  ist  Im^iSC«  j£?iSC+log^Q!±^);   also  ist 


Vierzehnter    AbsohnitU      §.  187,  383 

Da  ÄIti=/'Ar.8iiti.HIii  ist,  so  ist  a=  ^k.mlK.ß.     Da  aber  m^K 

4  4 

tt=  ;-(i(i-ÄO./.A'). 

Werden  dicae  Werthe  substituirt,  so  haben  wir  die  Producte: 

i.Ai»=/Ki-*').2/*q-.,«.(i-^)(.-^,)(.-^||;) 

2.BI«-/Kl-*0.2^»']«»,«.(l+,^,)(i+^,)(l+^^) 

3.Gi..=^['-±i;./*'].(.+^,)(i+Sif)(.+Sll^,) 

^  _     C082yi«  N 

Tertansoben  wir  in  diesen  Formeln  die  beiden  oonjugirten  Moduln,  und 
setzen  wir  «t  statt  u,  so  erhalten  wir  noch 

ar«=^((i-*).2/*).®..,'«.(i-^)(i-g|^(i-g^<|) 

Br.  =  h(.-*).2/*).(£..,'«.(l+i^)0+S||;i)(i+g|^^) 

A  ,  6oa2y^«\ 

®''«-«^(^'-^*)0+^^)('+Si^O+^^) 

^r«=,?(l±-'.^*).(._g^)(t_|£«^)0-i^)-- 

Da  nun  bekanntlich 

dc^A  +  €og  B  =  2  €og  ^:^  €o«  ^^    und 

2  2 

ist,  so  konnai  die  obigen  Produote  auch  also  dargestellt  werden: 


3S4  J^ierzehmier    Ahs^kniit.      §.  187. 

•.  »r»=^((i-&)2,r*)(r.«,'«.S!5ff2:5±gi^5F£=ö 

^  ,  6o9  (4iy^jr+0<)  go8  (2v'K—ti'u)  606  (6>//ir+iyM  608  (6i?*/i:-y^«) 

^  '46088  VÄ  iQi>it2ii'K        '"'  •» 

7.  eji»— j^i^-j-'/V i6o827/'x 

8.  ^i«  =  |^\^-^.v^ä;. 7go62VÄ' 

^  iQ.966^'K  *  'i(So8lüyÄ 

Hiernach  lassen  sich  dieWerthe  der  hyperbolischen  Hiiifs- Functionen  sehr 
leicht  mittelst  der  Logarithmen  bereclmen. 

Zusatz.    Aus  den  rorstehenden  Prodacten  erhüh  man  sofort 

9.      an»  =  yJjj  ^anaV  « .  {^ang  (2  ri'K+  j)'m)  .Jang  (2  jj'Ä— j)'«)} 

X  {5an9(6ij'Ä  +  j]'tt).2an9(6)]'Ä— ij'ii)} . . . , 

10.  snoK  3=  ;^.{5an9(t)'Ä:+ij'«)$an9(»)'Ä:— ij'tt)} 

X  {ian9(3i)'iC+ij'tt).5aB9(3))'Ä:-^j)'«)) 
X  i^ang  (5  ri'K+  >)'«) .  Jung  (5  ))'iC— jj'«)} .... 

und  hiernach  lassen  sich  snw  und  sncu  sehr  bequem  berechnen. 

Femer  ist  yrk'tnu^tfiognu(p^^^^.f^=^^.A 
Nimmt  man  also  auf  beiden  Seiten  die  natürlichen  Logarithnieo  und  be- 
achtet,  dab  log^^^=5  9(rc!lan9(— )  ist,  so  hat  man 

n.      log  ta»  =  k,g(!=J^)  -  2arcta,j(g^)_23(„S.„,(^) 

Eben  so  findet  man  noch 

12.      logdn«  =  log/'Ä'+22trc$«ng(^,)  +  29(rc5ang(J^) 

+  23(rcJang(^;-^,)  +  .... 


Vitrzßhntjer    Abschnitt.      §.  189.  385 

Statt  der  Formeln  (0.)  und  (10.)  können  auch  die  beiden  folgenden  ge« 
nommen  M^erden : 

».    i.g»»=iog(?^|i')-25(«*«"9a^Ö-^'««5«"<«(a^) 

-2a«Ja„9(^^).... 

\¥elcbe  man  erhalt,  urenn  man  in  den  beiden  Formeln  (IL)  und  (120  ^* 
für  u  setzt,  und  die  beiden  coojugirten  Moduln  mit  einander  vertausoht* 
Die  Formeln  (9.)  bis  (14.)  sind  wegen  ibrer  raseben  Convergeqz  merkwürdig, 

S.    188, 

EutwIckeloDg  der  acht  Hulfs-FiinclioDen  io  Relbeo,  welche  nach  FoieDsial-FooctiooeB  des 

Tervielfaehteo  Argumentes  fortschreiteo. 

Es  ist  nach  $•  170.  die  Function 

Setzt  man  wieder  «'"  =  3?,    also  2€o62))'i»  =  x*+*~',  so  ist 

^  =  {(l+;,V)(l+pVXl+;»'V)....}.{(l+p'*-*)(l+A-^')(l+;»'°:r-')....}. 

Entwickelt  man  das  Product  (l+;?VXl+it'VXI+/''^')—-  »ach  steigenden 
Potenzen  von  x^^  so  sind  in  der  gefundenen  Reihe  plle  Coefiicienten  po« 
sitir,  und  setzt  man  in  ihr  x^'^  für  a?\  so  erbalt  man  eine  ähnliche  Reihe, 
welche  nach  Potenzen  von  x"^^  fortschreitet,  und  das  Product  beider  Rei- 
hen hat  also  die  Form 

ISS 

in  welcher  die  unbekannten  CoeUßcienten  a,  a,  a,  a  etc.,  welche  von  x 
unabhuugig  sind,  zu  ermitteln  übrig  bleiben«  Man  kann  leicht  eine  Re* 
cursioDs-Forrael  zur  Berechnung  dieser  Coefficienten  ermitteln.    Nach  §•  173. 

ist  GJl'(t/+2iS:)  =  «^^"+^^^'-^"\@l'ti,  wenn  ^  =  4^1  gesetzt  wird;  da  aber 
(n+2K7— w'  =  411K+  4ir^,  also  K(u^2Kf—Ku''  =  2?]'(Ä>ii),   folglich 

©r(ii  +  2Ä)  =s  "^.(»Vu. 

49 


380  Vierzehnter    Abschnitt,      §.  188. 

Setzt  man  u-\-2K  statt  u,  so  verwandelt  idoh  »s=e^  in  tf^".  «>')''  oder  x 

in  -r;  daher  ist 
P 

und  da  p'.er(«  +  2£)  =  a;*.@ru  sein  soU,  so  ist 

1  12  3 

Diese  Gleichung  mufs  in  eine  Ideutitüt  übergeheo,  Identificiren  wir  die 
beiden  oberen  Horizontal -Reihen,  und  setzen  also 

a  =  a.p^y  a  =  a./r,  <i  =  a./^  ,  ä  =  «./?  u.  s.  w. 
so  sind  vop  selbst  auch  die  beiden  unteren  Horizontal -Reihen  und  also 
die  ganzen  Reihen  selbst  identisch.  Aus  den  gefundenen  Gleichungen  kön- 
nen die  unbekannten  Coeffioienten ,  mit  Ausnahme  des  ersten  a,  welchen 
wir  durch  (P(AO  bezeichnen  wollen,  weil  er  nur  yon  dem  Modul  kf  ab- 
bangt, leicht  berechnet  werden.     Wir  erhalten  durch  Zusammensetzung: 

a  =  /i^(p(ÄO,  a  =  p\<p{k%  a  =  /^(p(AO,  a  =  p^'.pik'),  u.  s.  w. 
Der  allgemeine  Ausdruck  dieser  Coefficienten  ist 

Werden  die  gefundenen  Werthe  substituirt,  so  hat  man 
oder 

^(k  ) 

Das  allgemeine  GKed  dieser  Reihe  i^t  2/;^.^cg(n9]^ti),  wenn  durch  n  eine 
gerade  Zahl  bezeichnet  wird.  Da  (3V (u  +  iK^)  =  S;)V u  ist,  und  y^^u  sich 
in  )]'ti  +  y  verwandelt,  wenn  u  +  i£^  statt  u  gesetzt  wird,  so  erhalten 
wir  noch 


Vierzehnter    jllichniii.      §.  188,  387 

Vertausohen  yfvt  in  diesi^n  Formeln  die  beiden  conjugirten  Modoln  mit  ein- 
ander, wodurch  sich  (p{k')  in  (^{k)  verwandelt,  und  setzen  wir  ui  statt  to 
HO  erbalten  wir 

^  =  l  +  2/i'co8.2ijti  +  2^co84))fi+27*«co86)jti  +  27^'co88ijti+...., 
ilfii  =  1  — 2y'co82)j«  +  27«co84j]tt  — 2r/8co86i)tt+2y''oo88ijt« 1-.... 

if  \k) 

Setzen  wir  in  diesen  beiden  Reiben  ic  =  o^ ,  so  erbalten  wir 

JL  =  l  +  2y'-  +  2^  +  2y«'  +  2y^'  +  2^  +  2y"+'..., 

m=l_2y'  +  2y«-2y'«  +  27''-2^  +  2y"-+.... 
Durcb  Addition  dieser  beiden  Gleicbungen  erbält  man 

yi^=14.2^+27"+2y"  +  .... 

Dieselbe  Reihe  findet  man,  wenn  man  in  der  Reihe  (Sr  -77T  9*  statt  q 

setzt,  und  also  $•  168.  gemafs  den  Modul  k  zweimal  nach  einander  ver« 
kleinert.  . 

Setzen  wir  aber  k^  =  jütj^j    also  Äi  =  ^p-^;     ferner  *2  =  |XT7 

(1— Vä:'\*  1+^ik'  1 

l+VTfc/)  >    *°  "*   2(f{k)  ~  ^ÖQ*    Bezeichnen  wir  die  zu  den  Moduln 

ky  kiy  ki  gehörigen  Modular- Quadranten  mit  K,  K^  K^,  wie  in  $.  55., 
80  18t  Äi  =  — 7j— .  &  und  Aj  =  -4j— .  A,  =  g^^  .  ^,>  .  Äi ,  also  A . 
=  (li^.K,  «der 

Wird  diese  Gleichung  mit  der  vorigen  verbunden,  so  erhalt  man 

Wird  die  Verkleinerung  des  Moduls  weiter  fortgesetzt,  so  ist  überhaupt 
((){k).^K=^(l)(k^^.^K2rj  und  wird  r  groft  genug  genommen,  so  ist  k., 
s=o,  also  |SC2r  =  i5r,  folglich  ist  (P(k).^K^^=i(p{o).^^7r.    Da  nun 

wird,  so  ist 

(P(Ä).,rKs=/'lT    oder    (P(Ä)=l/2^=v^i)    und    (p(*0  = /"»)'. 
Hiernach  ist  also 

49* 


388  Vierzehnter    Abschnitt.      §.  189> 


1.  /^Ä'=/-iT.(l+2y'+2fli«+3y«+2flf'HV+V+--  +  2fl'*"...0, 

2.  V^(Ä'Ä)  =: /K(l— 2y'+2y«-2^»+2y'»— 2v*'+2y" — H-«+(-l)-.2y'-...0f 

3.  |I^,  =  l+2f>'(£o62))'»  +  2;^€o«4)j'«+2/''gog6i)'tt4-2;»«€oö8i)'« 

'^  +2;»*"€oglOi)'tt  +  ...., 

4.  1^  =  1— 2p'eog2))'tt+2j9»€o64i}'tt-2f>"'(Soö6))'ii  +  2/»"€oö8j)'« 

_2;t,MgO«10))'«+...., 

5.  ^  =  l  +  2y'oo82i)«+2^oo84))tt  +  2y"'co86i)tt  +  2^'coB8))ti 

+  2^co8l0jjtt+...., 

6.  ^  =  l—2^'coB2i)tt  +  2y«co84i)«— 2^0086))« +  2^'co88i)tt 

— 2y'"co9l0j)ttH .... 

Zusatz«    Aus  den  Formeln  (1.)  und  (2.)  folgt  durch  Oiviuon: 

. ,  __  l-2g«+2g*-2g'»4.2g"-H-.... 
*"*    ""  l+23»  +  25»+25>»+3g»»+....       * 

Nimmt  man  statt  des  Moduls  k,  dem  $.  168.  gemSfs,  den  nächst  gröfseren, 
indem  man  /"^r  statt  q  setzt,  so  hat  man  rj^  ^  k'  su  setzen,  und  es 

ist  ako 

Ji—k  __  1— 2g+2g«--2g»+2g'« i 

'l+ifc  ~  l+2g+2g«4-2j»  +  2g>«+,...     * 

Setzt  man  nun  A;  =s  sind,  und  nimmt  auf  beiden  Seiten  die  natSrlichen 

Logarithmen,  so  erhält  man  die  mericwürdige  Formel 

7.        Xö  —  ''»•«»OMn\,i4.2g*+2g'«  +  2g»»+23»*+22">'>+....>'* 

•r. 

Setzt  man  aber  noch  -77  =  >taogd  statt  k,  also  9»  statt  q,  so  erhält  man 

8  6  -  2 arc tane (      2g+2g»  +  2g»+2g««  +  2g"+....       N 

ö.  ö  —  -iarCiang\^j^2g4-|.2g'«  +  2g"+2g»*+22»o'»  +  ..  J» 

Diese  Formel  ist  jedoch  Ton  der  vorigen  kaum  verschieden,  da  bekannt« 
lieh  %anQ  i .?  8  =  tang  i  9  ist. 

$.   189. 
Die  nach  Functionen  des  vervielfachten  Arcus  ri'u  fortschreitenden 
Reihen  für  ibVu  und  ^Vu  lassen  sich  leicht  aus  den  früheren  herleiten. 
Nach  $.  173.  ist 

&ViK-u)  =  «'»'-»'. 951'«,   oder  auch  @l'(Ä— «)  =  ^ . «!'«, 

folglich 

<Öt'tf  =  ar/-/».0r'(Ä— tt). 


Vierzehnter    Abschnitt.      §.  189.  389 

Setzt  man  ab^r  in  der  Reihe 

'  1 

wirklich  K — u  statt  u,  ako  —  statt  x,  no  erhält  man 

px 

also 
^  -  x/-,.2!^>  =  pi.  +pi^  +,?y  +p"x'  +.... 

oder 

1.    ®l^  =  '2p^(ioi^'U'\-2p^^oi3fi'u  +  '2p^^Qi5yi'u+2p^(loi7ri'u  +  .... 

Setzt  man  in  dieser  Reihe  noch  u-^iK*  statt  ti,  also  ij^ti  +  i^^  statt  i]^ti^ 
und  erinnert  sich^  dals  nach  §.  170.  ^V(U'\'iK')=i  i.%Vu  ist,  so  er- 
hält man 

FSr  die  cyklisohen  Functionen  erhalt  man  hieraus  sogleich 

4,  ^  =  2g^sinviu^2q*an3tfU+2qfianoriU—2g'nn7tfU+2g^na9nu — f-..- 
Setzt  man  in  der  Reihe  (3.)  noch  usszo,  so  erhält  man 
5.      /■(*«:)  =  iria'.(2y^  +  2y^+2r/"  +  2/+2y^'+...),  also 

D.     yiango  =   y^,    —  i_2g2+2g«  — 27««+2g»2— 2gS"+2g''-+.... 

Zusatz.    Oa  y  =  y5^^  ist,  so  ist  5^' =^2^,  un<]  also 
VV L__ 

g'  (l_p4^(l_p.)(l_pl«J(l_p..)....« 

Multiplicirt  man  hiermit  die  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  §.188.  und  die  Gloi« 
ohunofa  (1.)  und  (2.)  $.  189.,  so  hat  man,  wenn  man  für  — ;-,  — ;;-, 
—^y  ^-7^  die  Werthe  aus  §.  170*,  ferner  -^  statt  u  setzt,  die  folgenden 
Tier  Gleichungen: 


590  Vitrtthnttr    Mb$chnitt.      §.  190. 

1  0  55  49 

2p^@ini«— 2p^®»n3M+2p^@tn5K— 2p^@tn7i<H ... 

—  (l_p*)(l-p«)(l-p"j(l-p'«)....  » 

8.  2 /•/».eogw(l+2/(5oö2«+;?»)(l+2/>«goö2«+p"'Xl+VSog2ii+p«).... 

1  0  35  49 

2p^6o8u+2p^6o83K+2p^6o<5M+2pT6o87n+.... 
=  ,       (l-p?)Cl-p'')(l-p")(l-p'«)....  ' 

9.  (l+2/»'(Joö2«  +  /?*)(l+2/>«Sog2tt+/»")(l  +  2/»'»(5oö2«  +  /»'«).... 

_  1  +  2p'^6o82h4- 2p''6'>g'*M+2p'8  6o6  6?*-f  2p"6o88k4..... 

—  (l-p*)(l-p«)(l-p«)(l-p'«)....  » 

10.      (l— 2/€oö2«+/)(l— 2/»''CEo«2tt+p«)(l— 2/i«'eoö2tt+/»''0.--  • 
__  1  — 2p^6oS2w+2p»gog4M--2p"6o86«+2p"6o88u 1-.... 

—  a-p«)(l-p«)(l-p«)tl-p'«)....  » 

in  welchen  p  nnd  «  behebige  von  einander  unabhängige  Grölken  sind,  und 
wodurch  eben  so  viele  allgemeine  Entwickelungs-Tbeoräme  ausgedrückt 
werden. 

$.    190. 

Entwickeinng  paiHcnlArer  Formeln,  welche  sieb  anf  die  Hulfs-Fuuctiooen  beziehen. 

Es  ist  HI(JS:— «)=  Gl«  und  GIt<=i  ^^.Hlti;  also  ist  Hl(£— «) 
=  .^p-.Elu,   Setzt  man  bierin  ^K — u  statt  u,  so  erhält  man  Bl(-^K-{-u) 

==  -1^— .HICIÄ"— tt).    Da  dn(iK— «).dn(iJS:+u)  =  *'  wt,  so  ist 

dn(j^Ä — k)       ,/dn(-Jff— «)     r  ,  ,.  . 

,/HI(|A:+m)  */dn(iÄ--M) 

•'hi^/c-m)  **  »'diiCi/ir+a/ 

n«  ::k<>J.«..»<.  ^'*^''' — *)          l+ft*snflSnc«8n68Hcfc  .  ,  j     •  j.     •  l    j 

Da  ubernaunt  .  .    ,^<  s=  ■  ' ist,  so  reducirt  sioh  das 

•^     dn(a-f-o)  1 — A*8iia8nca8n6Buc6        ' 

obige  Verhültnib,  wenn  man  bssu,  und  a^=^K,  also  sn<i  =  8ncas 
^r+F»  ®''*°  Ä'snasnc«  =  -^^^  =  1— A;'  setzt,  auf 

jm^jK+u)  ___   j'/14.(l--ifc/)gn«8ncw 

"fli(|Ä:— u)  "~    'l— (1— ft')8nu8nCM* 
Nimmt  man  nun  auf  beiden  Seiten  die  natürlichen  Logarithmen,  so  er- 
halt man 


Vi  er  z  €  kni  €  r    Ahsohniit.      §.  190.  3^1 

Nach  §.  185.  ist 

iog«r(iÄ+«)  ==  iogm(iÄ+«)  +  '^*g;Ji>!, 

und  wird  hiervon  die  Gleichung 

log^ViiK-u)  =  logHIdÄ-«)  +  ^^^^ 
suhtrahirt^  so  entsteht 

daher  ist 

3.         log]/g!!|^fJ:"]  =  2^  +  iarc2oncj((l-*0sn«8nctt) 
und 

Nach  dea  Formeln  (^.)  §.  170.  ist 

log  551' (iÄ + tt)  SS  jj'tt  +  log  @t'(ilC—  tt) 
und 

logqsraÄ:— «)  =  —  »j'«  +  iog0r'ax+tt); 

daher  ist 

folglich 

5.         ^og]/^f=^  =  -^  +  i9(rcJan3((l-JfcO»t<8noii)  und 

Es  ist  Al(X-ii)=  Bltt  ond  Bl«==^^^^,  aUo  ist  Al(Jr-H«)  =^  ^f;^^^ 

also  Aiag+«)c=/-A;^.tn(ilC+tt).AI(i-ig~4>)=:^^,^^|^^_^^.Al(ig— IT), 
<jläer  auch 

A1(1Ä— «)  ~"  'todÄ  — m)* 
Zieht  man  auf  beiden  Seiten  die  Quadratwurzel  aus  und  nimmt  die  Lo- 
garithmen, so  bat  man  nach  Formel  (22.)  §.  37. 

Da  aber  sdh  ss  sBoas;»  ^jxp-  kt»  so  erhaltea  yrir 


3J}2  Vierzthnttr    Abu^hnitU      §.  190. 

^'       »»ßl^Äräf-±^  =     »»«»^liml-S  =i9(rc$att9((l+*')«««»c«), 
al80 

=  i«cta.g((l+»0.^')- 
Nach  §.  185.  ist 
log3«'(iÄ+«)  =  5^,.aK  +  «)'  +  logAI(iÄ:  +  «). 
Hieraus  folgt 

also  ist 

uod 

Da  nach  $,  170.  \ogm' {\K-\-u)  =  ))'«  +  log$t'(iJK— ti)  ist,  ao  i»t 

und  also 

"•      »«ß^tFäfrä  =  -'^'  +  ia(tc5an9((l+Ä0»n«sno«) 
und 

In  §•  J87.  wurden  schon  die  Werthe 

(AIiÄ  =  BIiÄ=l/(^iVÄ'), 
13.       <  * 

ermittelt«      Setzen   wir  nun  in  den  Formeln  (2.)  $•  183«  das  Argument 
u  =  \Kf  so  erhalten  wir  • 

\  ^V\K  =  &{'\K  =  ^.]lll±Ji./k')  und 

Wir  entwickeln  nun  der  Vollständijskeit  wegen  auch  noch  die  Differen- 
tial-Verhältnisse  der  Logarithmen  der  Hiiirs- Functionen  des  Argumentes  ff 
Für  den  besonderen  Werth  u  s=  \K.    Ist  u=i\Ky  so  ist  nach  $•  66.  eltf  b 


Vi  *rx*JiH.t*r    Abschnitt,     ^  191^  gOS 

do«  s=  ■}!?+  —^^  Setzen  ^rie  nun  auöh  in  den  Formeln  (1.) bis  (4.)  {.  184. 
das  ArgHnent  uss^K,  so  erhalten  -vdr  för  ti  =  -]^ir.* 

Wird  auch  in  den  Formeln  (5.)  bis  (8.)  $.  206.  das  Argumtnt  « ;=  ^  IC 
genommen  y  so  entstehen  die  filoichimgen 

—dZ  !"■+*''»  du       =* 2"  +  *''' 

— äli 2-  +  ii»  ö«     =»'--2-+"» 

wenn  man  beachtet,  dals  i  —  ^  =  Ji^'JKW "^  ä ~^i  ***• 

Allgeiae!oe  Relaiioiieu  rwische«  den  Hulfs-Fuoctionen  mehrthefliger  ArgiiDeofe  und  dea 

Fooctiooen  der  Tbeile. 
Nach  §.  73p  ist 

Iiii(fl  +  ft)  +  Im(a— J)  =  2Imfl  +  2ImJ+log(l--*?Bn^flga'*). 
SuNtitoirt  mao  die  nach  Formel  (5.)  f.  183«  bestimmten  Werthe  der  Mo-' 
dtflar«- Logarithmen  in  dieser  Formel ,  «o  erhält  man 

«=  |(a*  +  ft')  +  logfSliil5!*}  +  |og(i_Ä?sn'««n«J), 
und  diese  Gleichung  redudrt  sich  auf 

(HI(a+&).HI(a--ft)  s=  5il£i™l?.(i^Ä?8n?fl»n'*)  oder 

^'      im/     i  iN  m/'-       *^  Hl«a.Hl*fe— Al*a. Al'ft 

Setzt  man  in  dieser  Formel  JE — a  statt  a,  «o  Ter  wandelt  sie  sich  zunSohst  In 
&(a-^b)  ,Gl(a^h)  s=  Ci»*«Hl*&-.Bl«a.AlU^  Substituf  rt  man  hierin,  dem 

Zusätze  zu   §.   171,  gemäb,    die  We^tbe  UVb  ^  k'.GlH  +  k.AX'b   und 
BVa  =  k.GVa—W.M'äyno  erhfilt  man  die  einfeehere  Formel 
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394  Vi  er  ithnt  »r    Ahtehnitt.      §.  192. 

j  6l(a+0).GI(a— »)  =>  GPa.GF^+APa.AFi, 
^'     I  GI(a+J).Gl(a— *)  «  Gl'a.Gl'd(l-{-|^cno'a.oiid'6). 

Da  lm(«±*)  =  (l-^).^^  +  log(^5^^)  i,t,  80  findet  num,  wie 
die  Formel  (1.)  gefunden  wurde>  noch 

Tertauscht  man  bierin  die  beiden  conjugirten  Moduln  mit  einander,  so  ent- 
Btdit,  wenn  ai  statt  a  und  bi  statt  b  gesetzt  wird, 

JBI(a  +  ft).BI(a-*)  «  Bl«a.Bl«.-.Al«a.Al*6    ^^ 

|BI(a+*).BI(a— *)  =  ?llf^5ü*.(l— Ä«.tn»atn'J). 

Es  kann  diese  Formel  auch  leicht  aus  der  Formel  (1.)  hergeleitet  wer« 
den.    Es  kt  nach  $•  171. 

Bl(a+J).Bl(a— fr)         k        ,     ,  .^        ,        ,h        cn*a  en*ft— Jfc'»  8n«a  8n«5    h 

HlCa+6).Hl(a-fr)  =  F «"("+*)•«»(«-*)  = l~t«  an'a  sn«& 'V* 

und  auch 

BI*a.Bl*&         *»         ,  .       ,, 
gp;^P^^jj3  =  ^.on'rf.on'Ä/ 

also  ist 

B\(a  +  b).Bl(a-^h) __  Bl*a.Bl«ft  ^  (1  —  »^«  tn« o  tn« fc) 
Hl(a4-fc).HI(a--6)~"Hl«a.Hl»6*  Jfc  *  1— %>  8n*a  sn^fr  * 

ond  wird  hiermit  die  Gldohung  (1*)  multiplicirt,  so  erbfilt  man  die  Form«»!  (3.). 

Oa  Al(a+Ä).AI(a— ft)  =  Ä8n(«  +  ft)8n(«— 6).Hl(a  +  J).HI(«— ») 
=  ^^^J^=^^^.Hl(fl  +  J).Hl(a--*)  ist,  so  erhSIt  man,  wenn  diese 
Gleichung  mit  (1.)  multiplicirt  wird, 

'  AI  («+*).  AI  (a-b)  =  "'"j^"**  (Ä  sn'a— *  sn'J)  oder 
4.     Iai/^_i_a\    Al/.^*^        Al'g.Hl'ft-Al'ft.Hl'a       Al«a.Bl*ft-Bl«a.Al«6 

BAl'a.Crd— Al'd.GPo. 

f.  192. 

Wir  laten  noch  einige  allgemmnere  Rdationen  her,  auf  folgende 
Weise.    Es  ist  nach  $.  183. 

hna  +  Im  &  +  Imc  =  -^ .  (    ^2        )  +  '**« — VkT* — » 


yi§rt«hnter   Ahachnitl,     §.192.  995 

also  ist 

Addirt  man  ferner  die  drei  Gleiohungen 

ta(.+  .)-i.fctö!  +  iog(ä!^). 

SO  erhält  nun 

\m(a+b)  +  lm(a  +  c)  +  lm(b-^e) 

Wird  von  dieser  Gleichung  die  obige  subtrahirt,  so  erhSIt  man,  der  Glei- 
diuDg  (10.)  $.  73.  gemäfs, 

oder  auch 

fll(a  +  b),m(a  +  c),m(b-^c) 

=s  --t V"y  ■       >(l+ygna8no8ng.sn(fl+o+c)    und 

^'     ^  HI(a+6),Hl(a+c).Hl(*+c) 

mo.H16.Hic.Hl(a+*+c)  +  Ala.Alft.Alc.AI(a4.H-c) 
«s  ^^  . 

Ganz  eben  so  leiten  wir  aus  der  Formel  (7.)  $.  183.  die  Gleiohui^ 

sm  =- — ^  ■     yAj^ — ^— * — i— ^.(l+Ä'8naMi08ncsn(a  +  ©+c)) 

her,  welche  sich,  wenn  man  die  ooojugirten  Moduln  vertauscht  und  ferner 
äi  statt  a,  bi  statt  b  und  et  statt  c  setzt,  in 

Bl(a  +  6).Bl(ii+c).BI(6  +  <7) 

;=  ■ — yM       T,   ^     ,(l+«"tnfltn6toc,tn(g'f:o4'^))  ""^ 

^'     ^  Bl(a  +  J).Bl(a+c).BI(*  +  «:) 

_»Bla.BI6.Blc.BI(a  +  f.+c)  +  Ala.Alfr.Alc.Al(o4-ft+c) 
~"  Vt 
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306  Tierz.thnttr    jihschnitU      §«193. 

verwandelt«  Die  in  den  vorsfehenden  Gleiiohungen  auf  der  rechten  Seife 
befindlichen  zweigliedrigen  Ausdriicke  lassen  sich  noch  anf  andere  Art  dar« 
stellen«    Da  nämlich,  der  Formel  (2.)  $•  40.  gemäby 

1  -f-  ^^  m  a  so  d  sn  c  sn  (a  -)-  ^  +  ^) 

Ä* ^^^  ^   ^  ^^— — cngcn6cnc«€n(.g+v  +  ^) 

Ist,  so  erhalten  wir,  wenn  die  Modular* FnnetioDen  durch  die  C7kIuM)hen 
HiiUs-Fancttonen  ersetzt  werden:' 

Ela.mb.Elc.E\(a  +  i  +  e)  +  A\a.A\b.k\c.Al(a'^b  +  e) 
.SS  Gla.O\b.Gl€.G\(a  +  b'\-c)^Bla.B\b.Blc.Bl(fl  +  b  +  c\  und 
^        Bla.BI*.BU.Bl(«  +  &+c)  +  AIa.Al6.AIc.Al(a  +  ft  +  c) 
=  Gla.Gl».GIc.Gl(a  +  »  +  c)  — Hla.H16.Hlc.Hl(a-f  »4-ir). 

Zu  denselben  Resultaten  gelangt  man  aber  auch,  wenn  n^an  in  der  For« 
md  (I.)  K—a  statt  ^ ,  £— ft  statt  ft  und  K^c  statt  e  setzt  Die  Glei« 
obung  (2.)  verwandelt  sich  aber  wieder  in  sich  s^lbst^ 

Zusatz«     Setzt  man  in  der  Gleichung  (3.)  das  Argument  0ssa; 
80  hat  man 
V^/^'.HIa.Hl5.Hl(a+5}  +  /^.Blii.Blft.Bl(a  +  »)  =  61a.Gl».6I(a+«). 

f.  103« 

Reihen  fär  die  cjkliechen  nni  bjperboliachen  Amplitadeo,  welche  dflch  Peteassid  -  Fnndiooea 
der  Terrlelfachlen  Arcos  17»  aod  tj^u  fortschreiten. 

Integrirt  man  die  mit  du  multiplicirte  Reihe  (17.)  $•  170«^    indem 
man  sich  erinnert,  dafs  damff  =  dnti.dii  ist^  so  erhSIt  man 

1.    am«  —  1J1I  i-  g^^^^ij/  +*•  6oö4^Ä'  "T-  ♦  •  SoWiyÄ'  "*"  ^'QoMfjP  +— • 
Wird  hierin  K — u  statt  u  gesetzt,  so  verwandelt  sich  die  Reihe  ia 

Moltiplidrt  man  die  Reihe  (19<)  §.  179.  mit  dtr,  so  giebt  die  Int^rattM, 
Trenn  man  sieb  erinnert,  daCs  dKpsa^-  ist,  die  Heihe 

3.     am«  «!(,'„)+ 2^. ||55;^-.H2i.|il^+H£^.g2^ 

2p»    ®fnVa    , 

vaaä  die  Integration  der  Reihe  (20.)  $.  179.  giebt 


.  y  ier  »*kni  «r    Ab  at  knUt,      $.1931  907 

In  der  fteibe  (3.)  kdnü  das  Anfocgsglied  /(i)'«)  auch  nach  der  Formel 
l(fl'tf)  ass  .Ja"— arotang(^~''")  borechnet  werden« 

Da  diarnu  Tst  ^^S^  =s  ~.  ist,  so  erhalt  man  durch  die  Integration 
der  Reihe  (0.)  $.  179. 

r  •  ©157^ +  "*■•"•' *'"* 

Die  Reihe  (8.)  1. 179.  gtebt  integrirt 

1      a^^..        u.  I    ©•«2»?'»  .   ,    @m49'ii  ,    ,    ©in6V«   •    ,    Ci'nSiT'i«    , 

7.    «ami«=i,'«+g^+i-g3ll^+i.6;iö^+i.6^  +  ...., 
und  die  Integration  der  Reihe  (7e)  $•  179.  giebt  2unach8t 
£amoii  =  con8h-log@mVll-;.^gJ^-|-.g^^ 

Die  Ermittelung  der  konstante  erfordert  eine  besondere  Untersuchung. 
Setzt  man  in  der  gefunden^  Rmhe  K—u  statt  u,  so  mula  die  Reihe  (7.) 
hervorgehen.    Es  sei  wieder  «^"csor,  also 

Same«  .»  con8t.+  log23^-E^,^g^^-^.4J^' 

4 

Wird  nunJfiC— n  statt  u  gesetzt^  wodurch  sieh  a:  in  —  rerwandelt^  so  er« 
halten  wir 


£am 


«  «  const.  +  q^j^-{:^-5Ej^:^j-.5^j:p^--.. 


p*  JC*  p^^.JC*  p^*.  X* 


308  f^i€rzßhnt9r     A  b  9  o  hn  l  tU      §»  194. 

steht  die  Reihe 

£am«  =  oon.t.  +  Iog(2p)  +  i,'«  +  ^||;^  +  i.^i|^  +  ...,. 

welche  mit  (7.)  Sbardnstimmt«  wenn  oonst,  :^  **-log(2/»)  ist.   Daher  bt^ 
ben  wir 

Da  ö£(iT-^amo«)=:-^=:^  und  a£(iT-am«)  =;:^^ 
ist,  80  giebt  die  IntegratioD  der  Reihe  (13.)  $•  179. 

äs.      o/t  ^\       o/   — \  o-    sintju    I  2a*    8iii3i7tt       2g*    sioöru 

9.    «(lT-amci»)  =  Ä(.,«)       ^2y.^+^-.g^-J-.g5j^, 

,  2q^     8ln7iyM  , 

"*"   7  'fioJM'^^  »     - 

in      0/1-.      .».  «^  .-.  o/j^*— .Mf^      o«   *P»?"       2?*    cog3«;»      2g*    cosSyii 

2g^    C097iyii 

Die  Integration  der  Reihe  (ISe)  f*  170.  giebt 

und  du<*ch  dasselbe  VerfaEren,  wie  bei  Herleitung  der  Reihe  (8.),  findet 
man  hieraus 

2p*  Qoiötj'u 

$.  194. 
Da  d am (a«,  — )  =s  dn (Arti,  y).A; dtf  =  k cnti.d«  ist,  so  giebt  die 
lotegratioo  der  Reihe  (9.)  $.  179. 

,    ^    siii7i7u    1^  . 


f^i  «r  »ehnt  *r    A  h  t  e  h  n  i  t  t,     §.  194.  300 

Die  Reihe  (11.)  $.179.  gtebt 

.2p*    Bm7i3'u        , 

und  die  lotegration  von  (12.)  in  {.  170.  giebt,  wenn  die  Constante  auf 
ähnliche  Art  wie  bei  der  Formel  (8.)  ermittelt  wird. 

Die  Gonstdnte  labt  uoh  hielr  auch  leicht  dadurch  bestimmen,   dalk  man 
MssK  setzt. 

Da  a£am^*«,Y)= — - — jt-  =  — j^^^  =  Äsncn.a«  ist^ 

80  erhält  man 

17.  «am^A:«,^;      —-^•©iHp'      *-®ni3p>+*-©i5ö^ 

18.  £ain^Ä(Ä-i«),^;--2.gjj|;^,  +  i.g.^3^^,  +  i.^jjj3p7 

,    «     C087yu    ,     , 

Die  CoDstante  log ^^  findet  sioh^  indem  man  ii  s=  £  setzt. 

D.  a«(i,-.a.(*(K_«),l))=      *""('<'^-">'r)^.«.-... 


-i^  =  ft'tntf.dti  ist,  so  findet  sich 


8n(*(Ä-«),i-) 


ÄC8O0» 


400  Fierzehnter    jibsohnitu      §.  19*. 

Da  g(i«— am(*(Ä-«),i-))=  logV^J-i^  i.t,  m  erbSIt 
zur  Bestimmutig  der  Constente  C  die  Gleicbung 

'»gi/i±p  =  c+4?^-i.i^+i.j^- 

welche  aber  noch  einfSeKdier  dargestellt  werden  kann.    Nach  Formel  (10.) 
$.175.  ist  ior  11  =  0 

log}/^  =  log27=^+iq?^.-*.i^ 

Setzt  man  hierin  q^  statt  q,  wodurch  sich  der  Modul  k  in  den  kleineren 

t^T-t;  verwandelt,  so  entsteht 

1     • 
woraus  zu  ersehen,  dals  C^slog^^  ist.    Daher  ist 

,    5*      C03  6yH  q*     CwStju  j^  ^ 

22.     f(i.-.»(*«,  1))=  .„g(5^J-^.,^-^.^ 

2*    cos  6  ly  M  2^    cosSyyii 

Aulserdem  finden  sich  noch  die  Reihen 

«.     i.(„_..(*(K-„),l))  =.  2.|Ä+».Si+i.^ 


24.    j(|y^am(*«,-3^));=log-^-^  +  2;...^jj^+-^.^^ 


,  2p»    6o85i;^u    , 

Um  so  beweisen,  dafs  io  der  Formel  (23.)  die  Constante  «so  ist f  cfient 
ilie  GleicbiiDg 


r^  itr  zthnt  er    Jbseknitt.     §,  199^  ;401 

Die  Reihe  (24.)  ISIst  sich  ancfa  aus  der  Beibe  (It,)  {.  193.  dadnrdi  hMi- 
leiten,  dals  man  ftjtf  for  «  und  j  statt  dea  Moduls  k  setct« 

$.  195. 

Die  ejUisdiw  nnd  iTperiiofisehen  Amplitoden  dargvatellt  als  aneodliche  Reibes  tob  Arcnt. 

Da 

am«  =2 1)11+  \^j4-^  +  t«^i^j.    +*.   i^j,.  +t-  i^.,!.  +•••• 
ist,  so  erhält  man»  weil  j:|^  =  f'—^+ «''"—«'"..••  M 

am»  SS  1)11  +  29'  siD2i)«  +  f^  8in4i)U  +  f^  sio6i)tt..,. 

—  2^»  8in2i)«  +  f^*sin4i)«  — i^^sinej)«.... 
+  2q'°nm2riu  +  f  ^8in4i)«  +  lY"»'«»^»)«-'. 

—  2/*Bin2i)K  — ly^sin^i)«  — f^siB6i]«.... 

U.  8.   W. 

Die  einzelnen  Horizontal -Reiben  lassen  sich  naeh  $.  56.  des  ersten  Thai- 
les  Summiren.    Es  ist  namentlich 

2^sio2i,ii  +  iy«sin4i)l«+i^sin6i)«....=:2arotang(^^5^), 
und  also 

+  2arotang(^j^.,^J^^^-  +  .... 

Die  Reibe  (1.)  formen  wir  nodi  um.    l^s  i;! 

g*8in2iyw  2g*siniyi«cogi?u  __  2q*tmg^u 

l—q*coa2tju  '^  (l-»g*)eo8»  17U -f-(l+  ?*) «n^fl«         *—  ?* + Ü  +  g*) »«»g*  17 « * 

Setzt  man    i^^^^f^i^l^^l^g^^^  =  tang.1,    so  ist    tang(J  +  i,tt)  » 

i^:t"8^«-^r-  also4-arptaog^^)^,«.   Aufgleioba 
Weise  kdnyieii  auch  die  folgenden  Glieder  nmgefonnt  werden,  und  es  ist  abo 

am«  =  1,11  +  2arptang^U;)-  2arctanß(^-|^) 
T,.-2ij«  +2i)« 

+  ^'"'^(iÄr') -  +  •••• 

—  2ii«  H •••• 
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402  ntrxehnttr    AbaehnitU      §.  199. 

Diese  ReÜie  kann  wie  folgt  dargestellt  werden: 

weon  ±  in  •—  verwandelt  wird^  falls  das  letzte  Glied  der  Reihe  positiv 
ist,  hingegen  ±  in  + »  wenn  das  letzte  Glied  der  Reihei  welches  in  Reoh* 
nung  gezogen  wird,  negativ  ist«  Hiemach  lälst  sich  also  amtf  aus  u  noch 
bequemer  bereohneui  als  nach  der  Reihe  (!•)  oder  (2.)« 

Da 
amii  =  /(i,'ii)  +  j^@ini,'ii-5^fe^ 

irt;  femer  T3^s4j9^  +  4j9f*-f-4p^+e...:  so  erhält  man  durch  Entwicke- 
lung  der  einzelnen  Glieder: 

+  4/@inVtt  — i;>"®tn3i|'tt  +  i/i«@{n5Vt« }-.... 

U«    Se    We 

Da  aber  4;i'6tni)'tt— |;>*@in3VÄ+4p^0itt5Vtt— fp"®ln7ii'ii  +  — ..^ 
8=  2arctang  \q^^2  ^lu  ^'  ^  erhält  man  durch  Summation  der  einzdnen 
HorizontaUReihen : 

Da  dem  Zusätze  zu  $.  23.  gemafs 

ist)  so  kann  die  Tor^e  Reihe  anob  also  dargestellt  werden : 

5.      amtf  =£ 
1(1)'«) + /(2),*JC+i]'«)  +  /(4n'Ä+ V«) + /(6ii'jr+))'f«) + 1(8,1' K+fi'u)  +  +.  •  .• 
— /(2»|'ir— 1|'«)— l(4i)'Ä-»)'»)— /(6ij'K-i)'tt)— /(Sij'ä:— V«)— — .... 
Die  Entwickelnog  der  Reihe  (4.)  $.  193.  giebt 
amo«  tss  ^x—ip  einrfu  +  ip^  6i«3i|'t«  —  i/>*  6in54)'tt  +  —  •••• 

—  V@ini)'«  +  i/»»  em3»)'tt  — l;»»6in5))'««H .... 

— 4|»*®nij'i«  +  4/»"@in3i}'ii  — ij»»»(5iB5i)'tt  +  — *.. 
n«  s«  w«f 


rigrMthmttr   Ahtohniti,     $.195.  iMjl^ 

und  die  SuminatioD  der  ^seinen  Horüsontel -Reiben  gM>t 
e.    amc»  c=  iT  -  2arclang  (|2g)  -  2  arotang  (|^) 

-2.rctang(^^-.2«rc,eng(,^) 

Durdi  Anwendmig  der  LoDgitudipal-Fanetion  kann  diese  Reihe  «nledier 
also  dargestellt  werden: 

7e      amofi  =s 

Terfättsoht  man  in  der  Reihe  (4^)  die  beiden  copjugirteo  Moduln  und  setit 
vi  statt  u,  so  entsteht 

8.      «M»»  =  »(T')  +  2?(«taii3(5^)  +  3aK2««9(g|^,) 

und 

0,    «amo«  *=  «(iT-1)«)  +  2»w$an9 (j^^)  +  2  9(rc$an9 (g^,) 

Durch  dasselbe  Yerfahren  verwandelt  sich  die  Reibe  (3»)  in 

und  in  Beaebung  auf  das  Vorzeichen  ±  gilt  dieselbe  Bemerliung,  wie  bei 
der  Formel  (3*).    Gs  ist  iibrigena  auch 

Stellen  wir  die  Reibe  (8.)  f.  103.  entwiokrlt  also  dar; 

i  amcu  =  log  {^-J^2p*  6o«2i,'fi-  2£l(Jo|j4<»-  2|^€o«6.i'«-..... 

n.  8.  w* 
ond  bejiutsen  die  Povniel 
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4M  yi  e  r  z.  >  ft  mfer    Ah  sehn  itt.'  '§»  195. 

— 2;»*€öö2i)'tt— ^€o^4i)'fi— ?^Söfi6j)'«— ....  a=  Iog(l— !?;»*^ö«2»i't«+;f»); 

so  entsteht  die  Reihe 

12.      !S  amo«  := 

'"ßlZpein?'«*!— 2p»6o«29'mH-p"*1— 2p»«6»«29'«+p"'  i--2p»«öo»29'i«+|>««  '•••*• 

Da  l^amotf  :=  logl/^±^^^  ist,   so  erhält  man,   wenn '  «  ss  tJS:',   also 

i}'ti=5i^7i  gesetzt  wird, 

lonl/i+i^  -  Ini.fl    l+2p^+p'     l+2pi>+p>^    l+2p>>+p4<^         I 

Wird  diese  Gleichung  yon  der  vorigen  subtrahirt^  so  entsteht ,  da 
l.,2p^6og^i;^<4-p^  — .  1  _  4p*  6oft^  ly^tf  _  ^         6oft«f/tt 
l+2p*  +  p«         ~  "^  (1+P*)*      ~  Soö»2i7'/iC 

k^  durch  eine  gleichmaCiige  Umformung  aller  Factoren: 

'  13.      !?amcti  = 


loa  ;i/i±5     1  6og^2i?^A:       goe^fi^^j:      6o6»iO//i 


•«••/  • 


eo8»4iy'i:         (5p6»8i?'ä         (5o8»12r/Ä 

Setzt  man  in  der  Reihe  (8.)  noch  k^u  statt  u  und  j^  statt  des  Moduls  k,, 
so  terwandelt  sich  am  ii  in  j^r — amoii^  und  es  ist  also 

14.  «(iT-amc«)  =  «(^«)-2'3(rcSan9(g^)+29(rc$an3(g^) 

-  2  9ttc$an3  (g^^.)  +  -.«., 

15.  2a«-am«)=: Ja^~i,«)~2'atcJan9(^^)  +23(rc5ün9(g^) 

-2atc5on9(g^|^,)  +^.... 
Da  nach  Formel  (11.)  $.  103. 

«aa— amo«)  =  -±_|_  +  |.C_p2_  +  ^.e_.J_  +  .... 

ist,  so  erhält  man  durch  Entwicklung 

£(ia-— amo«)  =     *p  @mV«  +  i/»'  (Stn3i]'«  +  ij»'  etn5>j'u  +  .... 

—  4;»»  ©in j)'«  —  4  j»'  ©in 3 »)'« — ij»"  ©in  5 >j'«  — ... 

+  ip^einri'u  +  i;»«  <Sin3>i'«  +  i/»'*  @in5i}'«  + .. ..; 

u.  s.  V. 

and  da  2|»6tnV«+|p'@tn3i)'«  +  |i9'@tn5i|'«+....»  9(rc$and(|g^ 


iyty  %o  whSlt  man  durch  Summatioo  der  einaseloeo  Horizontal -Reihen 

16.      «(JT— aihoii)  == 

D«  der  Formel  (12.)  §,  193.  gemSb 

£(i»- — am«) 

*= '°ßSan8i(,'«)         1+P*  3(l+p«)   "*    öU+p««) 

ist,  80  erhält  man  durdi  Entwickdung  zunüobst 

«(ir-.am«)= loggjjj^^- Veog.,'«-!/  6og3.i'«-4;»"Soö5.,'tt~.... 

+  4;»*  ioifi'u  4-  i;»"  €o63))'tt + ip^  (SogSij'«  H 

Da  aber 
2/»'€o«.|'«+*/»''6o«3i)'«+f|»'»goö5V«  +  ....  =  2(tc5on9(^^  und 

ist»  so  erhält  man  die  Reihe 

17.      !?(ijr— am«) 

=  231tcJan9(^)~2S(rc$an9(|?^)  +  29(rc5an9(^-;|) 

-25(rctan9(||;^ +  -.... 

Da  £(*«•—»)=  log  j^^,  also  !?(*«•— /ar)  =  log  j±^  ist,   so  kann 
«ooh  £(ix'— /(!}'«))  for  das  AnJangsgUed  2^rc$an9(«~'^'')  gesetzt  werden. 

«.  106. 
Nach  Formel  (13.)  $.  104.  ist 

und  also 

am(*«»Y)  «a  4y  Mnqtt  +  I^  8in3))«  +  iy*  sin5ij«  + 
— 4^sini]«  —  4/  sitt3t]«  —  4y'*wn5i)tt  — 
+49'8ini)«  +  |/*sin3)]«  +  i^^^sinSi]«  +  . 


•  •  •  • 


•  •  •  • 
•  •  • 


u.  ••  w» 


406  rier»*hHt*r4h»chnifh      §,  198, 

Da  aber  2y8iiu)ti+f^«m3i|tt+|y**ui5iiii+,.».  =  arotaDg(^|^)  isf, 

80  erbSIt  man 

18.     am(A;Mt,  J-) 

18,     »m(*(K— «),i) 

Nach  Fonoel  (15.)  f.  194.  iit 

und  folglich 

+  4;»«@inij'tt  —  f /»«(5in3D'tt  +  i;»»@m5  i)'tt  —  +..., 
—  4;»«(5inii'«  -\-  f  j9"@m  Sij'tt  —  f  ;>*@m5))'«  +  —„., 

U.  8*   IfT« 

Werden  die  emzelnen  BorizontaUReihen  8ammirt»  80  erhält  man 
[am(*«,  1)  ^ /(,'«),2aro  tang(||2^)  +  2arctang(|i^^ 

^"*  \oder  auch  nach  {.  22. 

Auf  ähnliche  Art  findet  man 

21.     am(*(K-«),4)  ^  i«-^2arotang(|5i;j)+2arotanß(|^ 

^  2arotang(|^^ +  -.... 
Da 
^•"*«°8(|^)  -'-^arotangd^  »T-.  WX-H'«}+Wif-H'«)} 


Vi9r  t^0kni  t'r    Ah  a^shnitt.      §.195.  ißf 

fat,  80  kanti  tnati  die  yorige  Reihe  auch  also  darstellen  t 

am(ife(i!C-ii),  ^)  ==  ±i«"+/(i)'iC+Vii)-Wli:+)i'u)+/(5i|'ir+i,'ii)— + ..^ 

+/(ij'JK— i)'t()--i(3»)^if-H)'ii)+/(5i)'Ä^ 

und  in  dieser  Reihe  tnub  das  obere  Zeichen  vor  dem  Anfaogsgliede  +^^ 
genommen  werden ,  wenn  man  die  Reihe  mit  swei  negativen  Gliedern 
abbricht:  hingegen  das  imtereZSeioheo^  wenn  man  die  Reihe  mit  zwei  po- 
sitiven Gliedern  abbricht«  Die  einzelnen  Glieder  in  der  vorstehenden  Reihe^ 
wie  auch  in  den  Reihen  (4.)|  (7.)  und  (20,)  können  auch  entweder  naolr 
der  Formel 

l(p  =  4^^-«*2arctang(^^)|  oder  nach  der  Formel 

/^  s  2arctang($an9i^) 
berechnet  werden«     Will  man  nur  logarithmisohe  Tafeln  ^  nicht  also  die 
der  ojrklischen  und  hTperboKsehen  Functionen  anwenden  |  so  kann  man^ 
zumal  dann^  wenn  (p  ziemlich  grob  ist,  auch  von  dw  Reihe 

Gebrauch  machen  ^  da  dieselbe  ao  sehr  rasch  convergirt« 
Auf  gleiche  Art  findet  man  noch  die  Reihen 

^^  +2«KS«««(i^|;)+-- 

23.      {am(jlti,  {)  = 

Da 

«  — HI^^— 7  •*  iati8(i,'ii-S(rc$ai«9(|^2«n3V«)) 


408  Fitr^ehnter      jibtckmitU      §..  t07. 

ist,  80  ist  auob 

£am(A;if^  1)  - 

V«^2,'«+2«rctan9(|^)+2i,'«-23(«5an3(^^+— ...oder 
24.    eam(*«,l)=  +V«  +  2S(rc5an9(|^)-24c$an3^^ 

+29(rc$an9(^^-  +  .... 

In  der  folgenden  Glelohung  gilt  das  obere  Yorzdohen  des  AnCangsgliedes 
±il'u,  wenn  man  die  Reihe  mit  einsm  negativen  Gliede  abbricht,  und 
das  untere  Yorzeichen,  wenn  man  die  Reihe  mit  einem  positiven  Gliede 
abbricht; 

25.      fiam(Ä(JS:— tt),l)  = 

(        1         l+2p«go»2g^«+p«     t+2p"go<2?^irh>««   l+2p««go<aq^«+ji**        i 
•<*ß \2p Codi?'« •  l-|-2p» SoWVwfP * •  *l+2p»*6o«29'«+p»»*l+2;p»*6o829'tt-fp"  ••*'/» 

«(i»-^am(Ä«,4))  = 

I        /       1  1— 2g* C082^?»-Hg»     1— 2g'*  cos2iyu-j-g«*   l--2g»<>cos2y«-i-g*»        \ 

l'"gV2g8in7a*l— 2i»eos2^tt+g'«'l— 2g'«co82iy«i+g«»*l— 2g»*C082iyu+g*»***7> 

^•^  £(i,-am(Ä(JBr-.«),l))  = 

I       /       1  14-2g*cog2i?w+g*     1-f  2g'*co82^w+g**   l-|-2g*'»cog2iyK-f-g««        \ 

['^'ß  V2gW8i? « *  1+ 2j»  CO8271H-3' •  '  1+23  •  •  0082iy«+g»  »  •  1-1- 2g«  *  cos2i7«-fg*  •  •  •  •  V  » 

2T.      £(ir—am(Ätf,l-))  =r 
2t»rc$an9(<r''»)  +  22trcton9(^j5^+25(«$an9(||S^ 

28.      2(iff=am(*(li:-fi),l))  = 

#.    197. 

Di«  Ampiitpdeo  «!•  Areas,  deren  TangeDten  Brüche  sipd,  mit  naendlichea  ^ihw  fiir  dn 

^RMer  und  (leoner. 


yitrfhmttr    AJ>  $  ch*itu     f.  197.  400 

mel  (0.)  $.  19S. 

j/l+mcii^     .,,  ^  i4-V«»q«+q*   l+2g*coa!?i«4^'  t-fgg'coBiTB+g'» 
"f-8ncu"~  *"**^''"''*  1— 2j»  jBo»9«+g»  *  1— 12g* coB^u+g«  'l-aj-icos^u+g»«**" 

Setzt  man  in  der  Forinel  (8.)  §.  189.  Z*^  statt  p  und  ^(t)«t)  statt  u,  so 

erblilt  man 

2^y.co8i(iitt).(l+2flr«cosiii«+^)(l+V<»s«i«+^(l+2^oo8i}tt+9^»).... 

—  (l-9»)(l-«*)(l-g*).... 

Setzt  man  hierin  v — i)tf  statt  ijif^.so  erhält  naan  eine  ähnliche  Gleichung; 
die  Division  giebt  also 

1  •  *t  4« 

./l+sncu  _  gycogi(i?«)+g*co8i(3ya)+g*cog4(5yu)+g*cogi.(7?i«)+4-.... 

»  1-^snc«  '""    -l i    "  ^^'~'     "         ^^  '*' '' ' — — ~* 

g*  sin|(i;ii)— g*  *m\(Zfiu)-{-qf  axa\(brtu)-\-^^ Bm\{yiiu)-\ .... 

Setzt  man  hierin  JS. — «  statt  u,  so  erhält  man 

»  i sau  ~"    i  *  "  '*  — — , 

q^  tm\(\n—r,u)—q^sm\{\n—r,u)-\-q^Bai\{\n  —  'iju)..., 

Bezeichnet  man  diesen  Bruch  durch  yzT^*  ^  ^'   £  amff  ss  log  ^^^  = 

2  9():c5an9(|),  also 


1.      £amtf 

2$ 


231«  Jong  /"<?*"  8in^M  +  g^  Binj:(3yi«)^g^^8ini(5y«)-gTgipi(7gB)+4- „..\ 

\g*C08i(»;M)  — p*C084(3iyii)  — gTcosi(5i7«)+gTco84(7iftt)-( ^....    ) 

Setzt  man  ^t  statt  q,  so  erhält  man 

,/l+cn«_         .  ,     X 1— 2g« coayu-f  g«   l+2g«<!0sipi+g'  1— 2g''co8i?K+q'« 

»1— CD«  ~"       **V^l+2g»C08iyu+g*'l— 2g*cog)yu+g»'l+2j»co8;7M-fg>«*"* 

und  die  Formel  (1.)  verwandelt  sich  in 

2.      £(^]^^amo«)  » 

2 3(rc $ana  A*  8ini;(i?u)  — g^  giDi(3y«)4-g'«^  sia i(5i?»)— )g*  8iBi(7i;w)rfp— ,..A  ^ 

\g^^C0el(9u)  +  g"*CO8i(3i7K)  +  g^C0»l(5i7w)  +  g»c<«i(7i7i«)  +  ....     / 
Die  Formel  (12.)  $.  lOS.  .kann  auch  wie  folgt  dargestellt  werden: 

Da  aber  nach  Formel  (10.)  $.  189. 

(J-2f»*Cofi2i]'ii+;»»)(l— 2|»"€o^2i)'tt+;»'*)(l--2;?«So«2ii'tt+p*).... 
__  l-^2p*(;i>t2Vi«+2p*»6i>*4iy^w— 2p*»6oS6i;^i«4... 

—  (l-p')Cl-p''Xl-P"^-.. 
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<410  .Titr*0hnt»r    ^btehHitt.      §.  197. 

und  nach  Formel  (7«)  $.  189* 

2p9inn'u—2p»&n3i}^u-^2p**emin'u+2p**em7ii'u.,.. 

b^  10  erhält  man 

3.      £amoiie*logl/l±5B^ 

°^-^      2p®m9'M-2p*ein3i7'M+2p"@m6i7'ii  — 2p^•em71y'tt^ — ....      • 
Die  Formel  (10.)  §.  195.  ISist  sich  wie  folgt  darstellent 

•^  1—  8D  M      1^  1+ aang  ^'u '  Sang  ly'Ä—  Sang  t^Ui  *  SangSjy'iSC+Sang  t/'u  '  aangöiy'Ä—  Sang  ij'i« " ' 
Da  hier  die  Faotoren  nicht  nach  dem  früheren  Verfahren  vereinigt  wer- 
den kOnnen,  80  formen  wir  die  Formel  um^  indem  wir  sie  zunadist  wie 
folgt  darstellen: 

xaMOOU  —  i.og       p(a?_ar-»)— p»(,»— a?-»)+p»»(a?»-ar-»)— +....      » 
«^"ss«  setzend.  Wird  nun  K — tf  für  u,  also  —  für  «  geset^^  so  er* 

hält  man 

£am«  s= 

,     ,  ,     fl— 2p« 6o8(2y^Jr— 2i?M+2p' « Qoi(*ti'K-4n'u)—2p»*Qoi(6tj'K^Qifu)+—....\ 

n  «»T»®ßU— 2p*eo6(2i;'Ä+2i7'M)+2p'«  6o8(4iy'Ä+4fl'«)-.2p»«  ao«C6,'Ä+69'«)H ...  j* 

Diese  Formel  labt  sich  auch  also  darstellen  i 

i?  am  ti  SS 
«'«4.2arf3'önfl  f      2p«@tn2»?^g .  (atn2iy^u~2p '  «gm  yüC.  g{w4<;^ti+2p«  *gi«6iy^ir.  CiiiVit-+.^ 
"    "^   ^  » <  1— 2p«  SP»2iy'Ä . (5»»2i7'«i-f-2p » •  (So«4^'Ä. (5»<4i7'u-2p**  (iia6t]'K,(ioMij'u+~J 

od^r  auch 

4.      £am«  ss 

^     ^     ^"      ^  U-p»(l4-p«)(5o«2>?'i«+p«*  (l+P»)»So«V«-p«o  (l+p")<So869'tt+-..i 
Es  ist  der  Formel  (16.)  $.  195.  gemSfs 

Wl+cncu  14»2p@ini7^M— p«    1— 2p«g{rti/w--p*   lH-2p»giiM;^«— pf 

'  1— cnc«  ~~  1— 2p  ©inij'u— p»  *  l+2p»  giniy'«— p*  *  l~2p»  ©in^'u— p*«  *  *  *  *» 
ferner  ist  nach  Formel  (10.)  §.  189. 

(1— 2;»€o««+p')(l— 2;»^(£oöff+/)(l— 2/»»€oöfi+;»'°).... 

1— 2pgo8a  +  2p«go82M  — 2p*<§et3«+p'«6j84M h.... 

=  (l-^p»Kl-p*)(l-p«).... 

Setzt  man  in  dieser  Formel  pi.  statt  /»  und  i^'u-^^iei  statt  tf^  wodnreh 
Moh  (ioiu  m  «@ini)'ti  verwandelt,  90  erhält  man 


_  Irf  2p@»my^ii^2p«6»62y^«-2p»gtn3yi/+p'* 608^1/ +p«»gin5g^,, .... 

"'■  ^     ■  (l+p»)(l-p*)(l+p«)....  ^  • 

Setzt  man  in  dieser  Formel  ->— «  statt  fi,  und  dividirt  die  vorige  Formel 
durch  die  neue,  so  erhSIt  man 

?(^T — amc«)  ssB 

,     H-2p@fni/i«-2p«6o62i?^«— 2p»gtn3i?^ii-f2p'*(So«4>;^ii+2p«»gHn5g/|i ++.... 

"*8i.„jp6i„^„-_2p*So«2iy'«+2p*etn3i/«+2p»««o«45'«— 2p»*®mö9'^— ....  * 

Stellt  man  das  Glied  auf  der  rechten  Seite  durch  log  ^J^^  vor,  so  hat  man 

6.     SC^r-rr^amo«)  = 

O 9f»,*«no ^       2pgfHiy^w-^2p'   @tn3i;^«4-2p»@tn5i/u-2p«»@{n7i?^«+~....\ 
-£  «rf  iong  kl— 2p*6o«27'«+2p»«  (^oJ4iy'M— 2p»»  ^oiiin'u-^2p**  goe&y'«—  +..../  • 

Die  Formel  (17.)  §.  195.  ISlst  sich  also  darstellen: 

,/l-^cnii_  ff^,  w  „N  l-2p«6o8y^«+p«   l+2p*go8i?^iH-p'   l-2p^gogi;^»4p'« 

Da  aber  nach  dem  Zusätze  zu  $.  189, 

2p^6o8^(gM+2p^6o»i(3y*ii)+2p"6oH(5y«)+».>        . 
?=  (i^>»)Cl-p«)(l-p«)....  "  ""'' 

2p^@in^(t;/ii)-2p^®iBi(3y^«)  +  2p"@ini(5i7^ii) — f-.... 

ist,  so  erhSlt  man,  wenn  man  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite  divi« 
dirt,  und  dann  pi  Vax  p  setzt, 

6,     £(ir^am«)^log^/f±^  = 
,     tp^  goHfg^»)— P^  goii(3q^w)— p^  CoH(5y^«)+p^  6o<i(7g^i«)-j ^,„,| 

l0g{— ; ' ■-  '    B  -.'S'  4»  >f 

lpT0inf(i7'i»)+p*6i«i(3i?'u)-pTeinf(5i?'«)-pT€in^(7)y'«)++....    » 

oder  auch 

taug  ^  am  ff 

_  p^6ini(i?^0+plgini(3i?^t«)— pTgini(5i?^«)^P*eini(7<?^i«)+H ...., 

pi6o«*(j?'tt)— p^go«i(3)?'«)-pTgo«i(5»?'ii)+pTeo8i(7,'M)H .... 

und  diese  Formel  verwandelt  «oh,  wenn  ni  statt  v  gesetzt  wird,  und  die 
beiden  conjugirten  Moduln  mit  einander  vertauscht  werden,  in 
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taDg^ftm« 

5*co8i(i/tt)  — g«  cosKSiyii)  — g^cosiCSiyu)  — 4^co8i(7i7ii)-| — ^ — .w. 
iStellt  maa  die  obige  Formel  (5.)  durch  i(\^—  amc«)  =>  23(rc  $011^(17)  vor, 
80  ist  riiokwärta  I/»  Sang i i? (i ^— ainoti)s±  fang i(^T — amct»),  daher  ist 

taDg(^^ — i^meu) 

™  1— 2p*6oS2iy'w+2p**  SoSli/u— 2p»«Sod6iy'w+2p**<5aö89'u— +••..  » 
und  die  Formel  (2.)  kann  doch  abo  dargestellt  trerdeni 

taog  (lif — ^  amo  u) 

g^8ini(iyo)-^g^.sini(3yM)+g^sini(5iyK)— gTgin.j[.(7yK)4.T-.,.. 

q*COSi(fJu)  +  q^QOB\{3flu)+q^C08i(i7iu)  +  g^C09i(7l]u)'{ .... 

Daher  ist  rückwärts 

7^      amctf  SS 

l«-—  2  arc  tang  A"^  Bini(nu)—q^  sini(3vu)+4^  8mU5i}u)^q^  Bini{7vu)^ — ,..a 
\g*cosi(iyii)  +  gJ  0084(3^11) +  gTcosi(5^M)+gTcosK7i7tt)-| — ...J^ 
8#      amcti  = 
1^     oi^rntonr^       ^P  6trti7^u-^2prgtn3.i?V+2p^^@tn5i?^»i~2p^®m^^^^ 
*^      ^  ""  ^™8  Vi  _2p*  ÖOö2i7'u  +2p^e  SoMiy'u  — 2^55gJJg^^  +2pß*  SoeSiy^u ^..J  > 

9«      amu  SS 

4-  4  25  40 

2  arc  tang  ^'''«'"^(y^^  +  r  s'"4(3iyH)  — gJs'"i(5T?i€)-(?^^^^^^ 

\g*'co8i{^ii)  — g*C08i(3^w)— g^co8i(5i2?0+gTcosi(7i7ii)H ..../ 

10.      amu  = 

\pi  So« i(iy'i/)  ^  p*ao«  4(3^'w)  -P^  So« i(57/ii) +pT  goH( V«) H . . . ./ 

For  amti  =  2arctaog(I7)  kann  auch  i  amuss  2^xdan%(U)  geschrieben 
werden:  daher  dienen  die  Formeln  (9.)  und  (10»)  auch  zur  Bestimmung 
von  i^amu,  wenn  man  nur  die  Yorsylben  arc  taog  in  ^rcSang  abändert» 

Da  i(^7r — amcti)  £=  log]/j^^^^  =:  logoot^amcti  ist,  so  kann 

statt  der  Formel  (8.)  auch  genommen  werden  ' 

amcti  =2 
2  arc  tann  (^  "^^^  giniy^«-2p^6eg2iy^ii+2p^®in3iy^ii+2p'  •608^11  -2p«  'ginSi?^/ . ,.  A 
^  Vl4-2p  CHri/'u— 2p«(Soi2i7'tt-2p«em3«'ii+2p  *  •Ö0«4jy'ii+2p»  »©möiy'a  ••../• 
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§.  108. 
SefaBt  man  in  der  Formel  (10.)  pi  statt  p,  so  erhalt  man 

11.      am(Äii,i.)  - 

^aroiangi  -r j 5S jj?? — ; ly 

Vi*6o8K^ii)+p*ao8i<3^/u)+pT6o«K5?M+p^6o»K7?'«*)++-.-./ 

mid  auf  der  linken  Seite  kann  man  iBm\ku,—ß  statt  ^^(^^>Y/  ^^^^^^ 

wenn  man  auf  der  reohten  Seite  die  Yorsylben  arotang  in  9(vcSang  ver- 
wandelt« Yertauscbt  man  in  der  Formel  (8.)  die  oonjugirten  l^Ioduln  mit 
einander,  indem  man  ui  statt  t  setzte  so  erhalt  man 

5 9trc ^an(k (       '^^   sin  lyu— 2g*  sm3iyK+2g"  sinSiyu  —  2q*^  smJfjw] ...A 

oder  auch 

12.      am(A:ff,Y)  == 

9         4        /       2gsini;M — 2y*   sin3iyK+2g**  sinSiyn — 2g**  sinT^M^ ...A 

^arctang^^_2^4cos2i7ii+2gi*co84g7u— 2g«*cos6i?ii  +  2g**co88iytt 1-..../* 

Es  kann  aber  die  vorhergehende  Formel  auch  also  dargestellt  werden: 
V(i±ls!)  =  ««'s(i'+i™(*'^T)) 

.  l+2gsinyK — 2g*  C082iyM— 2g*  8in3iyii+2g**cos4iyi<+2g^*  sinSyii.... 
*^  1^22siiii;;ii — 2g*  cos2i7tf-t-2g*  sin3i;7u-f2g^*cos4i7tt— 2g^*8iiiöi|7i«v--' 

oder 

13.      i/J±^55£ü 

^  1 — A:sncu 
14-2gco8yM+27*  cos2iyii+2g*  cos3iyM  +  2g**  cos4yM4"29'^^Q^5y"  "" 
1 — 2gcosi;;ii-f~'^9^  C082^ii — 2g*  C08  3i?tt-|-2g**  C084^tt — 2g^*C08Öi!7ii..., 

Da  }/^^=^=siaingiam(ku,-^)  ist,  so  kann  die  Formel  (II.) 

anch  also  dargestellt  -vrerden: 

14.      l/J^Jüt 


414  f^  i  «T  xt'htn^r     AhtennitU     1*199, 

und  eben  so  verwandelt  sich  (12«)  In 

**•     ri+tUm—l— 2g«co82i7«+2g»«co84ijM— 2j»«co86i?«+23*«coB8iyu 1-....* 

Setet  man  in  (13.)  «i  statt  v,  indem  man  die  oonjugirten  Moduln  ver^ 
tansobt,  so  erhält  man 

lö.    y  Ä^fdncu  ""  l+2pSo85'u-|-2p*  So«27'M+2p*  So«3v'«+2p'»So85^'«++,...» 

£(iT-am(*(JSr--«),l)) 

o «., *^H-» /      2p  6oM^"+2p»  ge>3i?'i«+2p"go<5^»+....\ 
=  ^Ärc»angv^j^2p«Soj29'ii+2p*«g««4^'«+2p»«6o«6iy'ii+...y» 
oder  audi 

17,      am(k(K^u\l) 

„        .        /       2p   go«i?^ti  +  2p*   go83f;^ii  +  2p«»go<5l7*«4-....> 
tB  i»"— "«a'C»°g^i+2p*go«2i7'«+?p»«ao«4^'«+2p»»go«6iy'w-f...> 

f.    199. 

Zweite  DarBtellaiig  der  ModoIar<-FanclioDeo  in  nnendiicben  Reihen. 

Da  diwai(k(K'^u)fj)ss-^kmu.du  ist,  so  erhSlt  man,  wenn 
man  die  Formel  (22.)  $.  196.  differenzürt,  die  Reihe 
-      ,  2rjQoi^K'.ainriu   ,    2i;goS3i?JC^ginyB   ,    2ggo85<?JP.riniyw   , 

1.    Asn«  SB  Q^^ttjK'—eoB* r,u  "^  go«» ^r,K'- cob*iju  +  go«» 6iyÄ'- cos» )?u "♦*••" 

Die  Formefai  (25.)  and  (24.)  $.  196,  geben,  diferenzürt, 

2,  Asnu  SB 

«/*<»-^./«  2|?^gin2iy^i«       ,       25^fM2£«_  2i;^gin2iy^it        , 

1)  ^jttngi)  «-^(5o84;y/Ä+(5o«2^  "r  giSeS^^jffgotöi?'«'^  go«12VÄ+go«2^  ^       ^••••' 

3,  A:  snotf  s 

-^  '^ gl)82i?'Ä+ao«2»?'«'^go86i?'Ä+go82i7'u "** aoÄlOjy'Äfgo«?^'«       "^••••» 

und  in  dieser  Reibe  gilt  das  obere  Toraeiohen  vor  ±i),  wenn  man  die. 
Reihe  mit  ennem  negativen  Gliede,  und  das  untere  Torzeiohen,  wenn  man  sie 

mit  einem  positiven  Gliede  abbricht.  Da  d  log  j/jz^t'^  ^  ^  ''^^  ^  ~~^ 
ist,  so  geben  die  Formefai  (9.)j  (12.)  und  (10.)  f.  195.,  differensiirt. 
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5      J-=       ^^      4 


,    2t}Qoi6i)K*.Bitttiu    . 
2f;^g{n2i?^M  2^?^gtn2i/w 


sau  "~  aangiy'u  ^  Qa9^^K—Qo92n' t*      ao«8iy'i:— So«2ij'« 


,  ___2^^®in22^u , 

*"<So«127'J:— 6o82iy'tt       "*" 


•> 


o    J ,„/  .  v*e ,        

"•     sncu  ~r     ^       ®»«(^'^-H'««J®««t9'Ä— ^'«)      6in(3i7'Ä-H'«)®in(3iy'Ä-<u) 

j v'&niOy'K , 

"f"®ln(6^'Ä-ffl'ii)@in(ö^'Ä-i?'«)       "*"**'* 

Aach  in  dieser  Reihe  muCi  das  Yorzeiohen  vor  dem  Anfangsgliede  t)'  im' 
mer  dem  Vorzeichen  des  Gliedes  entgegengesetzt  sdn,  mit  \relchem  man  die 
Reihe  abbricht.    Die  Rdhen  (2.),  (3.),  (5.)  gestatten  noch  dne  einfachere 
Darstellung,  da  man  ihre  Nenner  in  Producte  verwandeln  kann.    Es  ist 
!..„„  «/*a«a«'m      y'6m2iy^« 

j i]'ein2^u i}'&n2i}*u j 

-  .    ,j v'&n2ifK i3'®in6i/K 

«snc«  — iij  -r  Q^^^,x+ii'u)Qi>i{ii'K-i]'u)      Qoi(3ii'K-i^u)(ioHßi]'K-v'u) 


Co«(5^iC+7'««;  öo«(69'ür— 9'm) 


1     __       if       . iy^®in2</ii 

sn  tt       Song  V"  "**  &H2ij'Ki-n'u)  &ia{2^K—ii'u) 

V' &n2  i]*u , <;^®in2y^« , 

©ta(4fl'ÜL-H'i.)  ^in^'K—ii'u)  "*"  0in(67' Ä+iy'u)  eo8(6i?'iS:— ly'«)       '^"" 

Da  d  am  {ku,  j)  =  Acntf  .dtf  ist,  so  geben  die  Reihen  (18.),  (20.)  und  (21.) 

$.  105.,  differenziirt, 

-     .  2i]®tntiK'.eost!U 2y ®in 3«; JC^. cos t}u  ,   2ti gtnSyÄ?'. cost;H • 

ein*^Ä'+8iii»i7H       6in*3i7Ä'+8in»i7«  +  ©in*6»;Ä'-|-sin»irtt      "r""' 

8     Jfccnii—     ^'       I  2^'Qoi2r/K.Qtav'u 

j 2>?^6oflVA'.6o<i?^u 2<?^6o86i?^.g.6o8»?'M , 

fl.    fr cnr  ti  —  ^'''  ®'" ^'*^- ®'''' ''"" 2»?^@in3i?^&:.@tm/«i 

"■<5p«w'i:+i7'«)Co8CJ7'i:— IT'«)     eo8(3i7'Ä:+>;'«)eo8(3ij'Ä:-i7'-) 

,  2ij'emöj?'Ar.Cmij'i4 


(508;,6ij'iS:-H»'M)  6o8^6i7'i:-i?'Hj 


f.. 
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Da  df(^T— aiiiott)»^.^«  ist,  «o  gelMa  dfe  Reihea  (U.)',  (16.) 

und  (17.)  $,  195.,  differenzürt, 

Ifc'    __      iy     2i?6ot2^?J5?.coBqi<   ,    gi;6o<4iyÄ'.co8iyM 

*"*    "cöir  ~~  cos^  M       (Jo«?  2i]K'—  »in»  17«  "*"  Co«*  47JS:'—  «jn*  ^u 


+  — . ...» 


-        2iygo86|;iP.cogi;.«i 
**•  "roll  "^  Sm(i7'Ä:+iy'«)ein(^JSr-i7'«)      ©m(3i?'if-h?M  ©»«HS^'i:— ly'u) 

*  ^'   cnc  M  "^  ©in  v'»      eH^tj'K^u)  &in{^2i]fK—ij'u) 

2ti'Qoiiti'K.emv'u 2ii'Qeieij'K.&in^'u  . 

""©ra(4,'iS:-H'«)«in(Vif=<«5      ©m(67'Ji:-j-7'i«)©Jn(6,'JS:^'«)  "*"     '*•* 
fMfferenzIIrt  man  die  Formeln  (3.)^  (4.)  und  (6.)  §.  195.,  so  erhielt  man 
„       jn„  — +„■        i?©m2yg? y«n6yg* 

."*"©m»67/t'+8iii«i7«       •!-'•♦•' 
11       Änttzrz      ^      I  2?^go82y^A:.go8y/u 

1«.      unw        go6jj'u''"go6(2^'JS:-H'i«)go«(237'^^7'i«) 

,  2^;^ go8 4 >;^A:.  6061/1«  ,  gy^gogQ  Vg.go»i;^H  , 

"^  go8(4,'i:+i7'w)6o«(4»;'A— ^'M)  "f"  ^^%^'K^'u)  SoSCöiy'JS:— ly'u)  +  •'•*' 

--       ,         2gogiy*.g.gogiy^tf  .  26o83«?^A'.go8i;''i« 

la.   dnc  tf  —  goj(iy/^^/„)  god'(i7'JS?=^)  "T  go8(3iy'Ä+»?'M)  6o9(3^'J^— 17'u) 

'  ,  2ge85iy^.g.go8y^M  , 

'^"  g08(5iy'iC-H7'«)g08(öiy'2r--i7'M)  '*'•"* 

Da  endlich  aiog]/{±^^=;:g(ir_ain(Ä(JS:-^«),|))  =  A'tnfi.ö»  ist, 

so  erhalten  wir 

ta       u  t   ..  A  ..  2i7sin2wu         ,         2«sin2»u 

'       "  '  go84>;Ä'+po82iyM^go8Öj?A'-|-co82iyM 

2iygin2i;H  , 

!J!  "t"  ^~  »•  •  • 


6ö812i7Ä'+C082i7i^       ***•' 

17      F  tntf  —  _    '^y'<SD8^?^ig.eini7^M ,  2«/6o83»;^A'.6iny^w 

©in(j?'Ä+)y'«)  @in{i7'Ä— 17'«)  "*"  ©in(3i7'i^-H7'M;©in(3i7'iC— ly'«) 

"*■  ©ln(ö^'iC-H'u)©jn(6i7^Ä-^) '♦'••-' 
.    y  tnc«  gx  s;-— . ^    ,  «=„., J.^- 


©in  17'«      ©in(?)?'ir-H7'")  ©ln(2j7'Ä:-^'w) 

2go84<;^Jr-©mi7^i 26e86y^.y.gini?^« 

■  @mC4i7'Ä:-H!?'«)  @ini45'A'— 17'«;      ©in(6^'Ä+»/«)  öin(6i7'Ä"-Ä^ " 


r  iMP  zfhntfT   Jh  fphnitt.     %700,  417 

S.   200, 
Ple  Differential -YerhAltobse  der  Logarithmen  der  acht  HuIfs-FaocibBeBi  ab  eben  so  Tielo 

neoe  oder  abgeleitete  Fnqiijoneii» 
Da  AIqso  und  h\{K)^V^k  ist,  so  wächst  Al(ti)  und  mithm 
auch  log  AI  (n)  zwischen  den  Grenzen  u^=^o  und  u=iK  gleichzeitig  mit 
Uf  und  gleichzeitig  nimmt  Bl(u)  und  mithin  auch  logBI(u)  ab«     Hieraus 

folgt)  dafs  -^-^ — -  zwischen  den  genannten  Grenzen  positiv  und  — ^| — ^ 

zwischen  denselben  Grenzen  negativ  ist.    Wir  setzen  also 

!.  .   .  aiogAlw  1     öAlu 

^    '  CM  Altt        GU      ' 

n/.A  eiogBlM  —1    aBIi« 

^  ^  du  Blu     du 

Da  JLlpT^  V^hf  upd  Hl(J£)=s  1  ist,  so  wächst  also  log  HIti  zwischen  den 
genannten  Grenzen ,  und  Gl  (ti)  ninmit  gleichzeitig  ab«    Daher  setzen  wir 

(p/^x  ^     aiogGi(M)  _       1    aoiu 
rw  =* ^äv^  —  "-Gu-"ö;r^ 

Jh^*.^  «.       g^QgWM  ^        1     öHiM 


3. 


••••^ 


Die  Reihen  (6.)  §.  174.  geben  hiernach  , 

R  f«\  ==«*«no««X  ^'?g*-P'»^y»      2yg«,gin4iyK  ■  2fiq* .sm^tju     2»?g».sbi8yM  , 

p-  » 2i?gin2i?w 2ijsaiiiju   .    2i;8m6i;H  '      2^;8in8t;u    ,   

^'W  — giJ^ä^Ä/        ©in4,iSC'  T  ©InöiyÄ'         ©inSiyiSC'  "**       •"•» 
H/  N^     irfiwürjU  .  2i;Bin4]yM    .    2i;8in6i;w    .    21ysi^8yl<    .     . 
"W— @irt?,/if/"»"  ein4^Ä'  "*"  ©inöiyÄ'  "f"  ©inSiyÄ'  "f-r....» 
SO  dafe  wieder   A(^— «)=i=B(ti),   B(Ä^tt)5=A(tt),    G(ä:— «)  «  H(«) 
„nd  H(£-^tf)  :^  G(t()  ist.    Die  Formeln  (l.)>  C-^.)»  (3.)>  (4.)  $.  187.  geben 
^  y  ,  2t]tiai2iju         .  2tysin2yM 

^W  ="    iftugiy«  '^(5o84i7Ä'^c<»2i7w'*"6o«8)?Ä'— co82j?u 

j 2ysin2iyM , 


4. 


i„ ,  .  ,  j^         2ygtn2<?i<         I  2y8in2y« 

rW  =*  1  wngl«  -r  (jo64;y/C'+co82i7«  "*"  ßo«8ii,/i:'-f  co82,j« 

■*"  6o«12iyÄ'+cos2>;M  "*■••••> 

f P  ^^l^  =1=         2y8i|i2yi#         ,  2i;gin2>;M        j 2r,€m2r,u  , 

' " ^^^         %9iir,K'-{<oüriu  "»'  SöS6^+cos2^  "r"  (So«  10i?ä'+cos2i?m  T^  ' '  * ' » 

H  /«^  2i?8in2yw         ,  2>;8in2>;i«         ,     2i;sin2<?M  , 

^»W  **  aotf2;yÄ'—co»2jjM  "**  ai)66i?Ä'—cos2jj«  "r  gojio»/K'—co82j?a  "*"••*  • 
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7. 


G(u) 


418       F'ierzeknter    Ah9ChniiU      %.  200« 

Die  Formeln  (3.)  und  (4.)  $•  189,  und  die  Formeln  (5.)  und  (6«)  $«  188.  geben 

f  X  t-  '^  40  Rl 

... fl  (q^  cosyu  ^3(7^  cos3i;rt+57 '^  eofibfju  — 7q^  costtju  ^^g"^  cos9tju  -^  -f- . . , .) 

A^ll;—         r    j                 j—^j                  25                       40                       81  ^  ■*■  f 

g*  siniytt—  g*8in3iyM-|-  g'^^sinSiyM—  g'^f  sin7iyii+  g^ÄinQgyw 1-.,.. 

■  1  9  75  49  81   ^ 

]nr\ V  (<y    ^'"  ^"  +3y  ^  WP  3iyfi  -ffig^  Bin  Stju  +^g^  »'P  ^lyn H-Og^ sin 9i7f/4* « ■ « 0 

5#  /  ^^^ 1 5"" ^^ — ^^ *** ^ 

\  q^cosfju-j^  g*cos3ij7u-|-  q^cosötju-^^  g^cos7i^M+  g^cos9i7ii+--- 

_  2  iy  r2g^8ip  2f]u  4-4g»8in4i;M+6g'^sin6yii+8g^^8in  8yii  ^-lOg^sin  10iyM+.,. ,) 
"^  l+2g^co82?;ii+l>g*cos4j^M+2g*»C086?;M+2y^-co88i7«+  2gS"cosl0^ii+...,  ^ 

H .   V 2  y  (2g^8in  Qtju  — 4y^sip  4y;ti  +6g"8iu  6i7K"^8g^^8in  8f;u  4-10g^8in  lOiyu ^,..0 

ö  W  —  1— 2g^cos2iyii+2g*cos4iyu— 2g*öcos6i;M+2g^2co88iyii—  2g^"coslOijM4-1II3* 

Die  drei  Funotionen  ^Vu,  ^Vu  und  (3Vu  wachsen  gleichzeitig  mit  u; 
da  aber  ^Vo^^^k  und  J^rK  =  o  iHt^  so  nimmt  ^I^ti  ab,  wenn  U  wächst» 
Aus  dem  angeführten  Grunde  setzen  wir 

^   '  du  Äl'tt       du     ' 

^  w  -       du     —    wz'-nr^ 

Wird  der  Modul  mit  dem  conjugirten  vertauscht ,  so  ändern  wir  31^  (ti), 
95^(11),  (3'(u)  und  J^'(ti)  in  ?((il),  g5(ti),  ®(ti),  ^(w)  ab.  Aus  den  Rei- 
hen(5.)  §.  174.  leiten  wir  nun  her: 

jw, .  . v^ 2v'p^  @in2iy^u  ^  2i;^p^  ®in4iy^u       2iy^y>»  @tn6iy^tt 

<l  W—  jj^ng^/,,  @in2iy'ir  ®ln4^'Ä:     "T"     eind^^K^ 

2iy>»  @{n8iy^ii 

2iy>»(Sin8VK   . 

©inSiy'Ä:     "*        ••••> 

fru//   X  _  25^^®|n25^' 2y'@m4iy^if   .Qrj'&xnßfj^u üfj'BxnStj'u 

'^  W—  @in2fj'K         e'm^Tj'K  '^  ®ini)fj'K         ®in8^'K  "*        *•••> 
Ä//<  N__V®'"V^<   t   2i7^®in4iy^i/  .   2;/@in6iy^u  .   2iy^@in8iy^u   ,     , 


Differenziirt  man  aber  die  Formeln  (5,)  bis  (8.)  $•  187«  logarithmisoh  |   so 
erhält  man 


8. 
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\a;\ff,i\  =B  i;^@tn2^;^« , i?^@in2g^u 

p  ^^»;  s=»  go8(iy'Ä4-^'w)  ^08(^'JC-iy'«)  *''  60« (3r/K-\^'u)  60«  {Ztj'k—fi'u) 

V  W  —  go8(9'Ä-H'K)9lnC^'J5:-i7'u)  "*"  ©InCaiy'Ä-H'ttjeijuaiy'iC— r/«) 

j V®tw2i?^it , 

'T'  ®\n(bi]'K-^^u)  ©liKöiy'Ä— 1?'«)  +  •  •  •  • 

Die  Formeln  (1.)  und  (2.)  $.  139.  und  die  Formeln  (3.)  und  (4.)  $.  188. 
geben  jetzt 

-w//  N      v'  ( P^ ^p* v''* -~ ^P^ ^'^  ^^'" + ^P^  ^'^^ ^y^" ~" ^P^ ^''^ ^^'" H — ' • ' •) 

21  (M)  SBS  y  •■  —  jj  45  — — — — , 

p*@m^'u—  p*®m3iy'tt+5p?@in5iy'«—  p^@in7iy'i«-| — ,.., 

1  J.  4.  "*  *•  *" 

ß     y  'O'  (»;  Ä  ^ 7 '-ö 35 *ä -' » 

*'•  \  p*So8i?'m+  p*6i)8V«+  P^S«>«5i7'ii+  p^6oS7i7'u+,... 

Ifft//'  ^  —  gr;^(2p'®m2y/«4.V®tn4y'x-f6p'8@in6iy/M+8p"@tn8i?*w +  ••♦.) 
'^  W—  i4.2p»So62iy'«+2p«(5o«4i7'u+2p«So865'u  +  2p«So«8i7'«+..,.  » 

^,,  .       2v'(2p^ ®»w ?^?^» — V ®»« *?'» + 6p' ' ®'n 6i7^K — 8p" @in 8tj'u-\ — , . . ,) 
Jp  W  =  i^2p»<5o«2iy'M+2p«So»V— V*6o«6y«+2p*»ßoö87'« — |-...,  ' 

Alle  acht  Functionen  A(ti),  B(«),  G(u),  H(u),  9i'(ti),  q3'(tf),  @'(ti)  und 
^'(u)  ändern  ihre  Gröfae  nicht,  sondern  ihr  Vorzeichen,  wenn  — v  statt 
u  gesetzt  wird»    Ferner  ist 

Ao  ats   31'0  =   l 

und  BorsGoi^Hos  ^'q  —  @>  —  ^'0  ;=  o.    Aurserdem  ist 

A(iiO  BS  ^,        SO  wie  umgekehrt      3t  («t)  =  ^, 

jQ  ^  B(llt)  a=  f.93(«),  •  -  -  -  sö(«i)  ==  t.B(fl), 
G(tli)  :;»  f.@(«),  •  •  -  .  ©(«!)  =  i.G(ti), 
H(i«)  tss  n.C'iC«),    ,      .       .        ,         J^(ttt)  =  t.H(«). 

Die  Formeln  (3.)  $.  170.  |>eben,  logarithmisoh  difTereuziirt, 

53« 
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Hieraus  folgt,  wenn  u  sb  ö  gesetzt  Urird ,  da 

I     SC'osssi,       g5'o=o,        @'o==ö    und        ^'0  =  0    ist: 

"•   J9('(X)=*i]',  {8'(Ä')  =  v,  @'(Ä:)=f  und  xy(Ä:)  =  i. 

Aufserdem  hat  man  dein  $.  190.  gemäla 

13.      A(iü^)=.Bafi:)=^,      6ai5r)=*H(lÄ)=*i^, 
und  noch 

Die  Formeln  (2.)  $•  183.  geben  ^  logarithmisoh  diflferenziirt^ 

r(u)==.^,+  A(u)^^  +  A(u),  oder  r(«i)  =  5^' -«•«(«), 

*'(«)*=  2S^'  +  H(«)=*2^+H(ti),  oder  J8'(«i)  =  ^+t-^(ii), 

j®'(«)-äW.-6(tt)«5^-G(«),   oder   ®'(ut)^^^i®(u\ 

[jry(«)  =  -'2M-'+ß(«)  =  ^¥+ß(«)»   oder   Xy(iie)«^^  +  ,'q5(«). 

Aus  den  Formeid  (14.)  sieht  man  zugleich,  dafs  >)^  Immer  zwisohen  den 
Grenzen  1 — k\  1  +  A',    also  ?)  zwischen  1  —  k  und  I  +  Ä  enthalten  ist« 

Setzt  man  in  den  Formeln  ä(Ä:— t/)  =  B(tt),  B(Äl— ii)=s:  A(ti), 

6(jK_ti)=irH(w)  und  H(lf— fi)=i=  H(tt)>  — tt  statt  +«i,  so  hat  man 

/\(K+u)  =  —  B(ii),    also  ist    A(2Ä+t/)  =i=  A(ii), 
,g        !b(A:+i/)  =^  -A(ii),      .      -     B(2Ä  +  fi)  :==  B(tt), 
\G(/ir  +  ii)  =^~H(ti),       •      .     G(2A^  +  f/)  =  G(u), 
lH(fi:+fi)  x=  — G(iO,       -      -     UC2K+U)  Ä  H(fi). 
Die  Functionen  A(u)^  B(ii),  G(fi)  und  H(ti)  leiden  also  keine  Aenderung, 
wenn  das  Argument  u  beh'ebig  oft  um  2K  vermehrt  oder  auch  vermin« 
dert  wird.     Setzt  man  also  in  den  Formeln  (15.)  ti^2miSC  statt  u^  so 
erholt  man^  wenn  m  eine  ganze  Zahl  vorstellt: 
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r («+ 2«iä:)  «    2ll«r^?ü£} + A(«), 

®'(«  +  2mJSC)  «     2^2njff)_G(tf), 
'     ^'(ti  +  2mJC)--'-:ilii2jl£0  +  B(ti)} 

I 

und  werden  hiervon  die  annin^Iicben  Gleichungen  subtrahirt,  so  erhSlt  man 

{9('(«  +  2»iÄ)  =  2»»i)'+r(ti), 
93'(tt  +  2»iÄ)  =  2»ij)'+95'(t<), 
®'(tt  +  2wiSC)  s=  2mjj'  +  ®'(tt), 
«p'(M'+2mJK:)  —  —  2»»i)'  +  ^'(t#). 
Zusatz  1.  Differenziirt  man  die  Gleichungen  (8.)  bn  (11.)  §,  171«, 
80  erhalt  man  zunächst 

AIt(.dAlt(  +  A;'.Blti.dBI«  =  k.Elu.BJUu, 
Blu.dB\u-{-k'.A\u.dAlu  =  A.GIti.dGltf, 
&'.Gl«.dGl«  +  ^*AI«.d^ltf  =  mu.dülu, 
A;'.HI«.dHIt(+A;.Blti.dBIt(  =  Glti.dGl«; 
und  substituirt   man  hierin   die  Werthe    d Alu  =  A\n.Au.du,   dBl«=s 
— Bltf.Bti.du^    dGltfs— Gltf.GM.dtt^   dHlti  =  Hl«.H«.dii^  so  ver- 
mrandeln  sie  sich  in 

Al'tf.Ati  — KBl'tt.Btf  s      k.m'u.Hu, 
—  BPtt.Btt  +  Ä'.Artt.A«  =— Ä.Gl'w.G«,; 
—  ä'.GI'm.Gm  +  ä.AI'w.A«  =      Bl'u.Hti, 
Ä'.Hi'w.H«— ä.BI'w.Bm  =  —GPti.G«. 
Dividirt  man  nun  die  erste  Gleichung  durch  Ar. HP«,  so  verwandelt  sie  sich  in 

{SD'tt.A(ti)—  on^tf.B(ti)  aas  H(tt),  also 
8nc^tf.B(«)  —  cno^ti.A(tf)  &a  G(u);  eben  so  findet  man 
A;'8n't(.A(tO—  dn'u.G(t<)  =  H(«)   und 
Ä»  sno'  tt .  B  (M) — dnc' «.  H  («)'  =  G  (u). 
Setzt  man  in  diesen  Formeln  ui  statt  u,  indem  man  den  Modul  mit  dem 
coüjugirten  vertauscht,  so  erhält  man 

sn'  u .  2t'  (tt)  —      on'tt .  ^'  («)  «  ö'  («), 

Ldn»«.®'(tt)  +  *'  8n'ti.9('(M)  =  »'(«), 

19.  .  ^  CDO*  u .  21'  (u)  —     snc'  u .  ^'  (w)  =  ®'  («) , 

dn'M.®'(«)  +  *^on'K.^'(i«)  =  Ä''93'(K,   oder 
®'(««)+*'»no'«««'^'C»)  =  dnc'tt.'Ö\«;. 


4i{2  yi^rz^hnt9r    Abschnitt,      §.  900, 

Differeiudirt  man  die  Formeln  (6.)  f.  171.  logarlthmisohi  so  erhSlt  man 
die  Formeln 

A(ti)-.H(ti)  =  — =  -^^, 

B(i»)  +  H(«)=tn«dii|»  =  £H, 

I  G(tf)  +  H(tf)  t=i  k'^mit  »uou, 
^^'     ^A(«#)  +  B(tt)  = , 

B(w)-6(v)  =  -j^  ^  3j^;^^„, 
A(ti)  +  G(«)  =  i5£ü  =      1_, 

Vertauscht  man  hierin  die  beiden  oonjugirten  Modul  i  und  aetart  ui  statt 
u,  so  erhält  man  noch 

0 

Zusatz  2.    Da  got(a-&).>-gct(a+^)  =  @te(,+!)@in(a-.6)  "°^ 

nielo  (8.)  auch  also  dargestellt  werden : 

V  (5ott]'i/+ »]'  (5ct(2r)'Ä:+»,'v)+  ,)<  got(4))'Ä+i)'M)+»)'Sct(6j)'K+ij'tt)+.... 

—  V  dot^'K—ii'u)^  f\'  €ot(4)|'Ä--i)'«)— V  €ot(6j)'ir— ii'w)— ...., 

93'C«)  =« 
j;'5on9r/M+i)'5<in9(2)]'Ä:+»)'t#)+i)'$an3(4)j'Ä:+«l'w)+»l'$«ns(6jl'if +>)'«)+.... 

— t}^ancj(2r)'JS:--ii'w)— >)'$anä(4i)'Ä'--i)'w)— i)'5on9(6i)'lC— I)'«)--...., 

®'(tt)  s=  jj'Jang  (»)'ä-+»i'm)  +J)'  $01x9  (3.)'JS:+ij'«)  +  i)'$an3  (5ii'iiC+ij't«)  +.. . . 
—))' Song  (ij'ÜT— ))'«)— 1)' tang  (S^if—jj'w) —1)' $ang  (SifÄ—i)'«) +.., ., 

—  ri'  (5otr»)'Ä:+»)'«>--  I)'  dctßvj'K+ii'u)—  11'  eot(5»)'Ä'+»l't«)— .... 
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Hieniaob  lauen  sich  also  die  Groben  W{u),  9'(«),  ®'{u)  und  ^'{u)  noch 
leichter  berechnen,  als  die  gleichlautenden  cyklischen  Functionen  A(tf), 
B(»),  G(u)  und  H(m). 

%.  201. 

AUgemdoe  tUlatiooen  onter  jenen  Fnnctioien. 

Differenzürt  man  die  Formeln  (5«)  bis  (8.)  $.  183.,  so  erhält  man 
I.       el«  — 4«  +  H(fi), 


K 


2,      elo«  SS  E-.^u  +G(m), 


3.  elu=.(l-f)i*  +  Q5'(«), 

4.  elc»  =  iB—(t—J')  «—©'(«). 

Substituirt  man  in  der  Formel  eI(a+tf)=:ela-)-eltf-^A;'sna8nti8n(a4-ti) 
%,  es.  die  Werthe  el(«  +  M)=5^(a  +  tt)+H(«+tt),    el«  =  ^«i+H(«) 

Tg 

und  elu^s  Trfi4~H(^)>  ^  reducirt  sie  sich  auf 

-        (  H(a+ti)  SS  H(a)4-H(ti)— Ar^sna8aif8n(a  +  ti)|  also 
f  H(ö — u)  aa  H(a) — H(u)  +  A:^8nAsnU8n(a— ti). 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man 

g       j»'(fl  +  f«)  =  ©'(fl)  +  53'(u)— Ä*snflsnii8n(fl  +  ii), 
jg5'(fl— II)  «  iS'(a)  +  JÖ'(ii)  +  Ä^8nasnfi8n(a— w). 

Vertauscht  man  in  den  Formeln  (5.)  und  (6.)  die  conjugirten  Modul,  in* 
dem  man  ai  und  ui  statt  a  und  u  setzt,  so  erhält  man 


und 


J^'(«+«)  =  ^'(fl)  +  J^'(ti)  +  &^tnatntitn(ö+ii), 
'      f  Jp'(fl— II)  «  ig)'(a)— Jg)'(ii)— A:'^tnfltnuto(a— II), 

g       j  B(a'+ii)  =a  B(a)  +  B(ii)  +  &''tnatniitn(fl  +  ii), 
•      j  B(a  — u)  =  B(a)  — B(fi)— &'Mnötniitn(a— II). 


Aus  den  Formeln  (5#)  und  (6.)  f «  65»  körnten  eben  so  noch  allgemeinere 
Relationen  hergeleitet  werden» 


424 


Fünfzehnter    Abschnitt« 

§.  202. 

insdrock  der  Modolar- Integrale  der  zweiten  Art  und  iweltea  Classe  dorcb  die  HaUs-ü 
Fanclionen   npd  die  davon  abgeleiteten  Functionen* 

Nach $.  116. ist  e(u,ay=mu,fAa^ ]m(a-^u)-^\m(9-u)^  j^ ^^ ^^j^ 
§.  183. 

istf  so  erhält  man  durch  Subtraction 

J?  E 

Ferner  ist  nach  $•  201  tauoh  eli|=^.a-f-H(a)9  also  ti.eIa=7«ati+^«H(a). 

Werden  diese  Werthe  substituirt^  so  erhält  man  sofort  (ar  das  Sinus«* In- 
tegral den  Ausdruck 

1.      ©(«,«)'»=  «.H(«)- log  ]/^ä. 
Das  Cosinus -Integral  wird  nach  $f  116.  angegeben  durch 

€(«,«)  =  -«(ß_elcfl)+l5^^^'ll=^fc^, 

und,  da  nach  $•  201#  E — elc4s==  j^*4-^G(a)  ist,  so  findet  sieb 

2.      €(«,«)  «=„.6(«)  +  logl^g±|. 
FHr  das  Differente*  Integral  wurde  in  $.  116. 

gefunden.     Setzt  man  aber  in  der  Formel  (3.)  $.  201.  ai  statt  a,  indem 
man  die  beiden  oonjugirten  Modul  mit  einander  vertauscht,  so  erbSlt 

gl'a  =r  (l  —  J)  .a  +  ß{a)    oder 
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Wird  dieser  Werth  sobstitairt,  so  findet  sich 

3.      JD(«,  a)  =  t* .  B(a)  +  logl/§|^^J . 
Da  nach  Formel  (7.)  $.  183. 

lm(«  + «)  =  U  ~  Ä^y  •     1       +  '®S  — y*;^ 
ist,  so  findet  man  auch 

Ferner  ist  nach  S>  SOI. 

M .  el a  =  (l  —  -j^ . «11  +  ti .  93'«; 

also  haben  wir  für  das  Sinns-Integral  noch  den  zweiten  Ausdruck 

4.      ©(«,«)  =  «.  S8'(«)  -  Iogl/||;{j±f> , 

1  —  -j^j  «  +  ©'(«)  iKst,  so  ist  der  zweite 
Ausdruck  für  das  Cosiuus- Integral 

o.    (5(ti,  «)  =  _«.  e'(«) + ^og]l^^^ . 

Aus  der  Formel  (1.)  §•  201.  folgt  €('«  =  ^.a  + J^'(a),  oder  auch 
Cra  — fl  =  —  (l — _l^ö  +  J5'(a),  und  wird  dieser  Werth  benutzt,  so  ent- 
steht auch  für  das  Differente  -  Integral  der  zweite  Ausdruck 

6.  2>(«,  fl)  == « .  <g)'(«) + log  i/||;{^j . 

Setzen  wir  in  den  Formeln  (1.  9.  3.)  K — a  statt  a,  so  werden  sie 
7.      I  (S(«,K-a)  =  tt.H(«)  +  Iogl/§||^, 

Setzen   wir   auch    in    den    Formeln    (3.  4.  5.)   K — a   statt  a,   so  ist 

nach  §.  170. 

log33r(Ä— «  +  «)  =  i)'(iJSC— «  +  ii)+log@r(a— «)  und 
log«»l'(Ä— «— tt)  =  j)'(iÄ--a—«)  +  log©l' («  +  «), 

also 

54 
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Werden  auCserdem  die  Formeln  (11.  S-  ^00.)  benutzt^  so  erhält  man 

Z  Q  t»  a  t  z  1.     Selzt  man  in  den  Formeln  (1.  S.  3.)  den  Parameter 
a  =  4  A%   so  ist  nach  §.  190. 

logl/gI[^^J:g  =  i9(rc5an9((l-Ä0«nusncti), 

also 

@ («,  i  Ä  )  =  !iü-T^  _  ^ 3(rc  Sang  ((1— A:')  so  «  snc  «) , 

9.       ^  e(ii,iÄ)  =  ?iä~^+43{rc5on9((l— ÄOsnttsnctt), 

D  (M,  i  Ä)  =  "^^^^'^  +  i  3>(rc  Jang  ((1 — Ä')  sd  «  snc  ti). 

Setzt  man  aber  in  den  Formeln  u=:\K,  so  erhält  man 

t(3i^K,a)  =  ^K.H(«)--i3lrcSön9((l— ÄOsnasnca), 

10.      J  <5(iür,  ä)  ==  iÄ.G(a)  +  1^9lrc2an9((l--Ä0  snasnea), 

\^(^K,ä)  =  iK.B(a)  +i3(rc5ttn9((l—Ä0  snasnea). 

Zusatz  2.     Differenzürt  man   die  Formeln  (1.  S.  3.),   so  er- 
halt man 

t»9nocnadnagn»u „  .  .        H(a+u)  —  Il(u—a) ^y.  .       S5^(u-\-a) — iß'(u—a) 

H       ,ft*sna8ncacn»u        ^.   .    ,   H(o+m)  —  H(u— a)  ru/z^Ni   ©'(«+«)  — ©'f"—a) 

tnadnadn»u       ^  B(a)+ "^"+"^7 "<'--">  ^;g)-(a)  +  g:^!^+g)-7^'^"-''l 
Eben  so  erhält  man  aus  den  Formeln  (7.  und  8.) 

•10     -^       **snasiicacii*M         „.       ,   G(m+o)--G(m— a)  _  ^^,>   V        ®'(i/ +  0)--® ' (m  —  o) 
I      1  —  Äc*8nc*a8n*w           ^   '  '                  2                            ^  '^                          2  ' 

tncadncadn*M             .  ,   .  .   G(u+a)—G(u -a)       ,-||//,.v        ®'(m  +  a)  —  ® '(m  —  a) 
l-ifc^snc*7^äil^  =  ^^(^)+ 2 =  ^  (''^ 2 • 
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8.    S03, 

Ausdruck  der  Modular- Integrale  der  zweiten  Art  und  vierten  Glosse  durch  die  Ilülfs- 
Fanctionen  und  die  davon  abgeleiteten  Functionen. 

Verlauscht  man  in  den  Formeln  (4.  5.  6.  §•  SOS.)  die  beideu  cou- 
jügirteu  Modul,  indem  man  gleichzeitig  ai  statt  a  und  bi  statt  b  setzt,  so 
erhält  man,   dem  S*  117.  gemäfs, 

i'^iu^a)  =  _«.B(«)+Iogl/^^\ 
Auf  gleiche  Weise  verwandeln  sich  die  Formeln  (1.  2.  3.  §.  80S.)  in 

8.       m«)=     «•©'(«)  + log  l/fl^, 

('©(«,«)=.    „.©'(«)+ log i/|;^. 

Setzt  mau  in  den  Formeln  (1.)  K — a  statt  a,  so  werden  sie 

!'^{u,K-ä)  =  _«.A(a)  +  IogV'4ii;-±^, 
'!)(«,  Ä-  «)  =       « .  G(a)  +  log  1/411^. 

Will  mau  iu  den  Formelu  (8.)  ebenfalls  K—a  »iait  a  setzen,  so  ist,  den 
Foriuelu  (3.  S-  168.)  gemäfs, 

log^rCJSC— a— tt)  =s  »|'(1ä:— a— tt)4-log3ir(«  +  tt)  uud 
log^l'CÄ:— fl  +  ti)  =  i{{\K—a-\-u)-{.\ogm'{a~n\ 

also      lo- iim^^^^lUfl  =_«'«+  log  l/'^'(°+") 
Benutzt  man  auDserdem  die  Formeln  (11.  $.  800.),  so  hat  mau 

i'®(u,K-a)  «_ti.5H»  +  log[/|j;|^, 
'Hu,K-a)  =  -tt.ö'(a)  +  logl/|{;g±|, 
'D(«,is:-fl)  =  _„.©/(«)  + log  i/||;j^. 
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Zosatz  1.    Setzt  man  in  den  Formeln  (1.)  den  Parameter  a^^^K, 
80  ist  nach  $•  100. 

logj/|gf^  =  i9(tc5an9((l+Ä0snfisncu),  also 

'^(u^^K)  =  — i((l+Ä0w)  +  l2(rc5an9((l  +  Ä0sntt8nctt), 
5.      {'(l(u,  iüC)  =  — 1((1— ÄO«)  +  i5«tcJan9((l  +  ÄOsnusnctt), 
'©(ii^iüC)  =       i((l— ÄOw)  +  l'Ätc2:on9((l  +  Ä0sn«8nctth 
setzt  man  aber  das  Argument  ti  =  ^Ül^  so  erhält  man 

!'@(|Ä,a)  =  —  iÄ:.B(a)  +  i2ttcJan9((l  +  ft08niisncii), 
'g(-J.JSr,a)  =  —  |^K.G(ö)+i3(tcJan9((l+*')sniisncö), 
'©(iüC,«)  =       ^JSC.HCa)  +  l'2ltcJan9((l+Ä0snösnca). 

Zusatz  2.    Differenziirt  man  die  Formeln  (1.)  und  (S.),  so  erhalt  man 
inca  * snc*  a  —  sn*  m  W  T  2 


7. 


dnca 
tnca 


suca 


1 p  .X  _L  B{u  +  a)-B(u-a) 

—^  =  — G(«)  + 2 


snc^a 


sn*  u  V  /    r  2 


suc'a 


difierenziirt  man  hingegen  die  Formeln  (3.)  und  (4.)9  so  erhält  man 


/"diK 


8. 


sn^M 


tna     sn 


dn< 


*  a  —  sn*  u  \  /    I 


A(u  +  a)  — A(u  — a) 


tn  a     - sn*  li 

sn*a 


snca        dn*M  />«  /  n    ■    A(w+a) — A(m  —  a) 

lET-~>iI^Ü  =  ^W+ 2 


sn*a 


^  _@/(a)  +  ^^("+«)-3t-(u-a)^ 
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9.  S04. 

EDtwiokelung  des  Aosdnicks  log  1/    ^°_'^  und   ähnlicher  Ausdrücke   mit   anderen 

Hülis  -  Functionen. 

Der  Aasdruck  logy„,,  "^  ,  und  die  ihm  ähulicben,  welche  iu  den 

^^  ilL{a  —  u) 

vorhin  entwickelten  Formeln  fiir  die  hyperbolischen  Modular- Integrale  vor- 
kommen, lassen  sich  leicht  unmittelbar  nach  den  oben  entwickelten  For« 
nein  berechnen;  aber  diese  Berechnung  versagt,  wenn  eine  von  den  bei- 
den Gröüseu  a  und  u  imaginär  ist,  während  die  andere  reell  bleibt,  und  es 
sich  also  um  die  Berechnung  eines  cyklischenModuIar- Integrals  der  zwei- 
ten Art  handelt,  welches  entweder  der  ersten  oder  dritten  Classe,  dem 
$.  117.  und  §.  18S.  gemäCs,  angehört.  Es  ist  alsdann  durchaus  nöthig^ 
dafs  der  vorgelegte  logarilhmische  Ausdruck  entwickelt  werde,  damit,  wenn 
eine  der  beiden  Gröfsen  a  und  u  imaginär  genommen  wird,  die  imaginäre 
Form  des  Ausdrucks  auf  eine  reelle  Form  zurückgebracht  werden  könne. 
Die  erwähnte  Entwickelung  kann  leicht  auf  mehr  als  eine  Weise  ausge- 
führt werden.  Substituirt  mau  in  den  Formeln  (6.  §.  174.)  zuerst  a  +  ti 
und  dann  a—u  für  u,  so  erhält  man  durch  die  Subtraction 

q*  sin4iyasin4^M    .    g*  sinGiya  sinByu         . 
2.@irr4^^^        '       3.@in6i;Ä'  +.... 


1. 


■  17 II  j^  sin  6  ij 
sinSiyasinSiyii 


■       [/Gig  —  u)  ^_^   sin2ij;a  sin  2 y  11        8in4ij;a8in4iyii    .    sinSiyo  sin6yM 


4.®in8i;Ä'    +       '••• 

I       |/Hl(a4'")  8in2f;a8in2^M    .    sin4iya  8in4i;ii    ,    sinGr^a  sin6 tju 

^*^Hl(a  — tt)  "*     l.@in2i7Ä'    ■*■    2.@in4i7Ä~"'"    S.einQv^' 

+  8in8iyasin8i;tt  j      , 
4.©in8^Ä'    +  +  •••• 

Setzt  mau  iu  den  vorstehenden  Formeln  ai  statt  a  und  tit  statt  u,   so 
verwandeln  sie  sich  in 
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q*©in4i?a©in4«;M       7*@i.n6yo@in6yM 

7*@tn4ya©in4t;M    ,    7»@{n6i;a®til6yii ■    . 

2.@in4iyÄ'    ,    "^       a.SinOiyÄ'  •"  ' 


{ 


I      |/®l(a+")  ®in2yagin2yi< ©iw4i7o  ©in4iy» 

"*Sr®i(a_ttj  —        l.@ln27Ä'  2.©in4iy/S:' 

,   ©in6«?a©in6yM ©inSya ©tn8 «;m 

"^      3.@in6>;'Ä'  4.@Jn8iyÄ' 

I      i/-^t (« —  "1  @in2};«©tn2iyu   ,    ©tn4}?tt©in4>;u 

^^'^ICa  +  M)  "~        l.@in2i7Ä'      "*'     2."®in4i;/C' 


+  — .. 


Beoierkeuswerther  sind  die  Reihen,  welclie  wir  aus  den  Formela  (5.  —  8. 
%.  187.)  oder  lieber  aus  den  ihnen  unmittelbar  vorhergeheudeu  vier  For- 
meln herleiten.     Ihnen  gemäfs  ist  zunächst 


I      i/f@'n(i?a+i?««)  6og4yg'— 6og(2i;a  +  2i?»)  608 8 i?g^  —  go8 (2 y a  +  2r,u)       \ 


•608(2^0  +  2171,)  6o8  8i?g^- 


logl/ 


85Ho— u; 


,      i/(6og(<?a  +  i7»)  6o84i7g^+6o8(2i7a  +  2iyn)  606 8 ly jg^  +  6e8 (2  ya  +  2  yiQ        » 

,      |/f6T;82iyg+6o8(2i7a+2i;K)  6o86y«'+6o8(2ya4-27;«)  6o810»;g^4-6o8(2ya+2yM)         1 
*®S  K  \6oä2j?Ä'+eo8(2»;o+2i;u)*6o86»;Ä'+6o6(2i7n— 2iyM)'eo§10»;Ä'+eo8(2iya-27u;  *••'/' 


,      . /f 6o62i; K!—  Qoi(2i;a—2tiu)  6o86»?Ä^— 6o6(2i;a— 2yii)  6i>8lO»yK^-6o6(2ya— 2i?u)        J 


)t!K'—Qo&(2 

\Qi>i2tjK'—Qoi{2^a+2rjuyQo&6iiK'—Qoi{2ya+2i!u)'QonOrjK'-Qoi{2ija+2tsu) 

Da  aber 
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,     |/6o82c  — 6o8(2o4-2ft)  __  i     i/®in(c+a+ft) .  @m(o— a— 6) 
"*Sr6oö2c— aoS(2a— 2fc)  ~       »'@in(c  +  a  — 6).©«n(c— a+fc) 

=s  9(tc2on9 (20118*.  eot(c-i-a))  — 5(rc$<in9($on96.€ot(c--a)), 

,      |/6o82c+6oft(2o+2&)  __  ,      i/6i>8(c4-a+ft)  .6o8(c— g— ft) 
*°SrSo«2c— eo8(2a  — 26)  ~~    "^^  608(0  +  0  — 6).  606(0— a-f  6) 

s=  2(rc  Sang  (Sang  i  Song  (c  -\-  a))  —  9(rc  Sang  (Sang  h .  Song  (c — a)) 
ist,  80  lassen  sich  die  vorigen  Formeln  einfacher  also  darstellen: 

=  '^^«^«"9(i|f^  +  9(rcSang(Sangi,tt.€ot(2i,Ä:'  +  ,«)) 

—  91« Sang  (Song )jtt.got(2))K'—  ij  a)) 
+  3(rcSang(Sang))tt.eot(4»)jK'+  ))a)) 

—  9<rcSong  (Song  13 « .  Sot  (4 1)  K'  —  r] «)) 

+  *3Jrc  Saug  (Song  tj  tt .  Sot(6i)Ä'  +  i)a))  +  . . . . 

—  2(rc  Song  (Sang ») « .  Sot  (6  »|  Ä[' — i) «))  — .... 

—  2(rcSang(Song>)« .  eot(2j)jK:'— jj«)) 

+  9(rcSang(Sangi)a.(!ot(4i]iSC'— ))«))  +  .... 

—  '2lrc  Sang  (Song  j)a .  (5ot(4  jjiC'— »)«))  —  — 

*  ^  S5l(a  — m) 

«=2(rfJan9(5an3?)fl.Son3))tt)  +  2(rcJan9(5an9tjii.5an3(2i)Ä'  +  i)a)) 

— '3lrc$an9(5on9))ii.5Qn9(2)iÄ'  — ?)a)) 
+  3lrc5an9(San9i)ti.5an9(4))iK:' +  ))«)) 

—  51rcJan9(5an9)jii.!5an9(4tjÄ' — ijä)) 

+  9(rc5an3(!5an9»?w.Jang(6))K'4->)«))  +  — 
— SCrcSang  (Jang  tjti.Jang  (G  >)iC'  —  >)«))  —  .... 

«.      Iogl/Wi+-!' 

®  '  a5l(a— m) 

=  9ircSang  (Song  j)a.Songi}tt)  +  5lrcSang  (Song  )jfl. Song  (2  ))iSC'  +  i)tt)) 

—  SJrcSong  (Song  ij  a.Song  (2  ij  iC' — )j  11)) 

+  9irc  Song  (Sang  t] «.  Sang (4  »1  ä:' +  »)«))  +  ... . 
— 2(rcSon9(Sang)ja.Song(4i)Ä'— »)«))  — .. .. 
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7.      log]/^^"\ 

«  ^x&anQ(tan^yivlian^(i/jK'+riä))+  arc5an9($on9nii!ton9(3))liC'+ija)) 

—  91tc5Qn9(Son9i)ti2on3(r)K'— t)a)) — 2(rc5an9(5an9))ti!5on9(3j)iSC'— ))a)) 

+  21rc  Jan9(5an9))tiJön9(5>)K'+>)ö))  +  . ..... 

—  9(rc5an9(San9iji#Jan9(5))Ä< — t\a))  — . . . . 

=  '2(rc$on9(5an9i)fl$on9(i)K'+»)«))+2lrc5an9($on9i)«5an9(3))K'+j)«)) 

—  9lrc5an9(5an9»]aSon9(j)K'— ))m))— 2(rcSo«9(5an9)ja5an9(3)]Ä'— })«)) 

+9ttc5an9(2an9)ja2an9(5r)Jf '+>)«))  -f- .... 
— 9Crc$an9(5an9»]<i$fln9(5i)K'— ijti))  — .... 

=s  9irc$an9(5ön9ijtt(5ot(»)K'— ija))  +  9(rc2<in9(5an9))tteot(3iiK'— i]«)) 

—  2tr<2ang  (Jong  iju  got(»)lC'+  i)a)) — 'JlrcJang  (Jangi)«  ^ot  (3»)K'+  i)a)) 

+  2lrc$an9(2(m9)jttSot(5jiiSL'— 1)«))  + .... 

—  9(rc5an9(Sttn9)jttl5ot(5)]K'+r)a))  +  .... 

10.      logl/||f"-£^> 

e=  9trc$on9($an9ija€ot(iiK'— »)tt))  +  9(rc$an9  (5ön9))flSot  (3»)  Jf '—))«)) 
— SCrcSang  (Jong  »ja  got  (»lif '+  ij«))  —  SircJöiig  (2an9»]a  (Sot  (3»)K'+ »)«)) 

+  9(rc2an9(San9JjaSot(Di]Ä:'— -»)«))  + .... 

—  3(tc$ttn9  (2an9ij«(5ot(5i)iC'+  rju))  — . ... 
Alle  diese  acht  Doppelreihen,  iu  welcheo  die  zu  je  zweien  auter  einander  ste- 
henden Glieder  nicht  getrennt  werden  müssen,  haben  einen  sehr  hoben  Grad 
der  Couvergenz,  und  die  Berechnang  der  einzelnen  Glieder  ist  so  einfach, 
wie  sie  nur  gewünscht  werden  kanu. 

Die  Couvergenz  in  diesen  Reihen  wird  sichtbarer,  wenn  man  die 
zusainmengehörigen  Glieder  vereinigt.    Man  erhält  alsdann 

«/     »        /        @tn2«ya@m2yt«       \ 

I   gfrf?rtnrt^        @in2i?agin2i?K        \ 

-r  ^"*«"9  V(sod«i7A:'+ao«^o6o«2iy J  ^"  *  •  •• 
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-t-  ^irciong  Vä5?lÖ^ÄHFliö2^^i65i2^/  +  -  *  * 

—  9lrf  9tttttt  (       ®«"2t?a@in2i?i«       \       g.    ^        /       gin2iyagm2iyM       \      • 

+  9(rc  $ön9igo(jio,if/lao«2i7aSo«2,J  +  * '  *  * 
Die  Convergenz  in  diesen  Reihen  ist  desto  gröfser,  je  kleiner  der  Modul  k 
ist,  weil  die  Gröfsen  (Sod2t]£,  €og4)]IC',  €og6i]lC',  €og8t]£'  etc.  dann 
sehr  rasch  zunehmen. 

%.  205. 
Da  nach  $.  170. 

logsn'(a±tt)  s=  logy^  +  logai(a±tt)  — log93l(a±fi) 

ist,  80  ist 

,0g  ^ifjH:^  -.  log  i/|fii+ü)  =  log  j/?^;^; . 

Eben  so  ist 

loir  l/»K^+?f>  4.  loff  i/ W^ZZ!f)  _  loff  l/?5^=:!^ 

logl/«K^+!l>_logl/MMhO  ^  logv/dn^^g-») 

log  i/?i(H:!l)  +  loff  l/^^^«~")  =  log  |/»5l°-±!i^ , 
nnd  diese  Formeln  können,  dem  %.  37.  gemäCs,  auch  also  dargestellt  werden : 
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Hetzt  mao  in  den  Gleichungen  (3.  §.  170.)  noch  u±a  statt  u,  und  nimmt 
auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen,  so  erhält  man  die  Gleichui^gen 

Aus  deu  Formeln  (8.  $.  1S5.)  folgt 

13       loff  i/M^i±ill  =  JL^  +  loe  i/»n£L+üi) 
Id.      iogj^^j^^_,^)  —  2ÄÄf^**'SyjBi.(„j_„,.). 

S.    806. 

Die  bequemsten  Ausdrücke  der  Modular- Integrale  der  ersten  und  dritten  Classe, 
welche  rasch  convergircn,  wenn  ihr  Modul  ii:<Csin-J-n  ist. 

Da 
'@'(«i, a)  =:.—iSiu, ö),    '(£'(«;, a)  =  i.  C(w, a),    '©'(«», a)  =  t.  /)(«, a), 
und  auch  eben  so 

e'(tt», «)  =  — i'Ä:?^  fl),  €'(«i, «)  =  i.  'C(M,  fl),  ©'(«i,  ff)  =  i.  'Z>(f/,  a) 
itot,  80  verwandeln  isich  die  Formeln  (S.  und  4.  §.  803.)  und  die  Formeln 
(4.  5.  6.  und  8.  $.  808.),  wenn  wir  der  Kürze  wegen 
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i        »  ^  ^l(a  + Ml)  ^    '     '^^ 

I        "  '   fb\[a  —  ui)  V   '     /' 

setzen,  ia  die  folgenden: 

S(tt,«)  =  — H(tr,<i)+«-^(«)  «ncl        'S(«,fl)  =      B(i/,«)— tt.<8(a), 

C  («, «)  =      H{M,  n)  +  ti  .©(«)  -  -        'C(«, «)  =       B  (u,  ä)  —u .  @(a), 

D(u,ä)  =      H(«,rt)  +  M.Q3(a)  --         'D(M,a)  =       B  («,«)  + «.<&(«), 

^S(«,ä:'— «)  =  — A(M,«)  +  ti.2l(a)  --   'S(tf,A:'—a)  =  —G(tt,  «)  +  «.©(«), 

[ D(u,  K'—a)  =  A(«,  a)  —  u  .©(«)  -  -  'D(f/,  K'—a)  =  —  G(m,  a)  +  « .  iJl  (a). 
Bezeichnen  wir  nun  der  Kürze  wegen  durch  [A'j  den  cyklischen  Arcus, 
dessen  (trigonometrische)  Tangente  die  von  den  eckigen  Klammern  ein- 
geschlossene Gröfse  X  ist,  so  werden  die  cyklischen  Arcus  Il(toa), 
A(t/,  a),  B(t(,tt)  und  G(tt,ä),  welche  in  den  vorstehenden  zwölf  Formeln 
vorkommen,  am  bequemsten  nach  den  folgenden  Doppelreihen  berechnet, 
welche  man,  dem  §.  204.  gemäfs,  findet,  wenn  man  in  den  dortigen  Rei- 
hen (3.  5.  7.  9.)  ttf  statt  u  setzt,  und  den  dadurch  entstehenden  Factor  i 

wegwirft : 

3.  A(tt,  a)  =  [tngi]M(Eot))«] 

-I-  [lngj)«(5ot(2»)A:'+  ))a)]  +  [tngi)«  (5ot(4*)A:'+  »ja)]  +  [tngr)M(Jot(6»jA:'+  ija)]  +  .... 

—  Ltugiitti5ot(2»|A:'—»)a)]  —  [tng»itieot(4»)A:'~. ))«)]— [tng»)tt(Sct(6j)Ä"—i5«)]  —  ..,. 

4.  B(u^a)  s=  [tng)]ti.$an()>}<x] 

+  [tng,,M2on9(2))Ä:'+i)a)]  +  [tngrit<Srtn()(4»)A:'+i)«)]  +  [tng))M$on9(6»iA"+,)a)]  +  .... 
— [tngj]ti5an9(2))K' — ))a)] — [tng))M'Sau9(4)j  K' — »)</)] — [tng>iiitani3(6i)A:'— j)«)]  — .. . 

5.       G  («,«)  = 
[tngi)M$an9(»)  Ar'+)ja)]  +  [tng»)ttSan9(3)]  «'+*)«)]  +  [tng))M  Sang  (5»)^'+  )ja)]  + . . . . 

—  [lngj]«5on9())Är'— ija)]  -f-  [ing))ii5oni3(3i]Ä''— i)a)J— [tngjj«  Jang  (5t)A:'— ))a)J  — . . . . 

6.      H(tt,  a)  = 
[tng»itt(5ot(»|ir'— ija)]  +  [tng)]tt(Sot(3»)iSr'— »)a)]  +  [tngij«eot(5j)Är'— i)a)]  +  .. .. 
— [tng»)ttCot(iiÄ'+>ia)]— |_tngi)M(£ot(3i)«:'+Jia)j  — [tng)j«(!fot(5))r+iia)]  — .... 
Jedes  Glied  in  diesen  vier  Reihen  ist  also  ein  cykliscber  Arcus,  dessen 
Tangente  das  jedesmal  von  eckigen  Klammern  umschlossene  Prodoct  ist. 

55* 
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Mit  Beziehung  auf  die   vorsteheDden  Formeln  haben  wir  nun  dem  Zu- 
sätze 2.  ZQ  $.  201.  gemäfs 

7.      S(«,«)  =  —  H(tt,a) 
+  j)tt(5ot()]Ä''— »)«)-!- i)iigot(3iiÄ'— »)a) +i)iiSot(5i)  AT'— ))a)  + .... 
— i)ttSot(>|A:'+))a)  — iitteot(3»)iS:'+»]«)  — »)tteot(5i)Ä'4-i)«)  — .... 

8.      C(tt,a)  =  H(tf,«) 
+  j)  tt  l^aitg  (j)  iT' +>]  a)  + 1)  tt  Joncj  (3 1)  yr' + 7) «)+ j)  tt  Jang  (5 1]  f' + )j  a) +  ...  . 
— -i)ii5<in9(j)iK'— jjfl)  •— j]«$an9(3jjir'— jja)  — ijiiJangCSjjif' — i)a) —  .... 

+  i)tt$on9(2>il"'+))a)  +  i)tt  Song  (4))  AT'+i)«) +)jtt5an9  (5  ijiT'+ija) -f.... 

—  )j«J<ing(2i)£'— ijfl)  — i)tt5on9(3i)^'— i)«)  —  jjtiJangCSijl"'— j)a)  — .... 

10.    'S(ii,  a)  =  B(ti,  a)  — ))«5on9J)a 
— j)«Jan9(2))iC'+i)a)  —  »]M2an9(4))if'+j)«)  —  ijti2on9(6»)ir'+j)«)  — .... 
+  jjttIlon9(2))ir'— I)«)  +  i)iiSan9(4)jir'— jjfl) +  i)tt5an9(6ijir'— ))«)  + .... 

11.      V{u,ä)  t=  B(«,a) 
— ))  tt  Song  (»1  *■'+))«)  — 1JM  Song  (3  i)iP'+>)fl)  —  i}tt$fln9(5))/r'+i)«)  —  .... 
4-ijii$on9(i)Af' — i)«)H-j)ii5on9(3)jir' — i)«) +  ijii$on9(5i)ir' — iia)  +  .... 

12.      'D(i/,a)  =  B(tt,o) 

+  j)tteot(»)^'— 1]«)  +  )jtteot(3»i^'— )jfl)'+ j)tt€ct(5j)Ä''— »)o)  +  .... 

—  1)  ti  Sot  ())  A:'+ )j  a) —  ))  tt  Cot  (3 1)  Ä'+ 1)  a) —  ))«  Sot  (5 »)  IT'H- ij «)  —  ... . 

13.  iS(tf,  A:'—  ö)  =  —  A(tf,  a)  +  j)  tt  Soti) o 

+  »)tt  Cot(3))^'H- ))a)  +  »1«  Cot(4))Ä:'+ ))«)  +  )jtt  (5ot(6iiK'+i)  a)  + . ... 

—  t)M(Sot(2ijA:'— ija)  — r]tt(£ot(4>jÄ'— )ja)  — )|«got(6i)Ä'--i)o)  — .... 

14.  C(«,  if'— a)  =  A(u,  ö)  —  ijtt  Songjja 

—  »)iiSong(2))Ar'+t]a)— )j«San9(4i)ir'+»)a)--i)«5on9(6j)^'+ija)  — .... 
4- 1) «  Song  (2  jj  i:'— )]  a) + 1)  tt  Song  (4  j)  ä:'— »ja)  + 1) «  Song  (6 1)  IT'— I)  a)  + . . . . 

15.      D(tt,  AT'—  a)  =  A  (tf,  a) 
— i)ttSang())Ä:'+ija)  — »|ttSang(3»)A:'+)ja)  — i)ttSon9(5>)r+ija)  —  .... 
+jjttSong(»)i:'— -ija)  +  )jttSong(3i)i5:'^jja)  +  ij  ti  Song  (5  )j  IT'— ija)  +  .... 

16.      'S  (u,  A"—  a)  =  —  G  (M,  «) 
+  i)ti$ong(tjÄ:'+)ja)  4- )jttSong(3»)  AT'+ija)  +  ,,tt5ang(5»)A:'+i)<i)  +  . . .. 

—  i)iiSong(jjAr'— jja)  —  ))iiSong(3  jj  A:'— jja)  — .ij«Song(5ijir'--ija)  — . . .. 
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1 7.  'C  (11,  K'—ä)  =s  —  G(«, «)  + 1)«  Sang j)  a 

+  ijtttan9(2ijir'-f-)ja)  +  j)tt!Jan9(4»)A:'+ij«)4-))fi$an9(6tjÄ:'+i)a)  + .... 
— jjtt$an9(2j)Ä:'— j)a) — ijii$an9(4i)ir'— ))a) — ))ii$ttng(6tjir' — i)«)  — .... 

18.  'D («,  K'—  a)  =  —  G  (II,  a)  + 1]  tt  (5ot)i « 

+  i|tteot(2i)A:'+)ja) +  )jtt€ot(4)jÄ^'+)ia)  +  )]ttSot(6))i:'+i]fl)  +  .... 

—  »)M€ot  (2 1)  AT'— ))«)  —  >)  MSot(4)jÄ:'—i)a)  —  ij  11  eot(6))ir'— )]«)  —  .... 

Setzt  man  in    den   vorstehenden  Formeln   «  =  ÜC,    so  wird  i^uss  \ir. 

Ferner  ist 

19.      A(K,ä)=z^r,    B(Ä,a)  =  ia-,    G(JSr,a)  =  0,    H(JS;a)  =  0. 

Auch  hat  mau 

A(ä:— tt,  a)  +  B(w,  a)  =  A(«,  a)  +  B(£—  tf,  a)  =  ^jr, 

20.       {  G(K—u, «)  s=  H  («,  a)  und 

H(ä:— M,a)  =  G(tt,a). 
Setzt  man  in  den  Formeln  (1  —  6.  $.205.)  ebenfalls  ui  statt  u  und  di- 
vidirt  durch  t,  so  erhält  man 

A («,  ä)  —  B (tt,  a)  =  arctug \^-^^  .  sn u  sneuj , 

B(tt,a)  +  H(tt,a)  «  arctng(-^.-^-), 

B(tt,a)  —  G(tt,a)  =  arctng(sn'asnc'a.^)  s=:arclng(Ä'*sn'asnc'a.^), 

A(tt,a)  +  H(tt,a)  =*  arctng(^^,/^^,^. j^), 

Ä. — T^.sniisnctij, 

A(ujä)  —  G(ti^a)  =  arc(Dg( — 7— .— — ). 

Zugleich  wird  man  sich  erinnern,  dafs  nach  dem  Zusätze  (1)  zu  $.  200. 
und  nach  den  Formeln  (7  — 10.  §.  20S.)  isi: 

J((a)-»(a)  =  -i^  =  — 7^,  5((Ä'-a)  =       ^+J?)(a), 

«(«)  +  -^C«)  -  iü^T^»  »(Jf'-a)  =       ,, - ®(a), 

jö(a)  — ©(a)  =  Ä«sn'asnc'a,      „nd      ©(JST'— a)  =       i)  — 55(«), 

««•  1 2t(a)  +  ^(a)  =  TTTT^ ,  A(«^  ^'-«)  =       ')"  +  »(«^  «)» 

cnT«  H(tt,i5C'-a)  =  -,,tt  +  A(tt,a), 

@(a)  +  ^(a)  =  &•  -^;77 ,  B(«,  K'—a)  =       ij«  —  G(fi,  a), 

5}((a)-©(a)  =  ?5^  G(tt,Ä'-a)=       i)tt-B(tf,«). 


21.  J 
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Zosatz  1.  Die  Function  6 (fi^a)  ist  ss  0  statt  fissO  und  u^=:K; 
daher  giebt  es  einen  Werth  von  «  zwischen  den  Grenzen  «  =  ()  und 
u=sK^  für  welchen  die  Function  G(u,ä)  ein  Maximum  ist,  und  dasselbe 
gilt  von  der  Function  H(fi,ii).  Für  den  Werth  «,  zu  welchem  das  Maxi- 
mum gehört,  mufs  — ^      =  0  sein.     Benutzen  wir  diese  Gleichung  und 

differenziiren  die  Gleichung  iS'(w,ö)  =  — H(ti,a)  +  ti.J^(a),  so  erhalten  wir 
zur  Bestimmung  von  u  die  Gleichung 

VW  —        ^,^        —    cn'»a(l+iknn'»a8U»aJ 

oder 

^^  ^  sn' a  snc' a        sn' a snc' a (1+A:*  tn'*  asn^u) ' 

und  hieraus  folgt  durch  Auflösung 

sn'tt  =  tnc' 


1-7——/ •&(«) 


welche  Gleichung  sich,  da  ■^^77^^377  —  '^ («)=  9((«)  ist,  auf 

1.      SDM  t=  luc'al/f-f^ 

reducirt.  Hieraus  folgt  cd«  =  ^  t/'^"^"''-^("?-J°<^'-'"&(^),  oder,  deo 
Formeln  (19.)  im  Zusätze  zu  $.  800.  gemäfs, 

2.  cnii  =  -i^.l/|l^,  also 

3.  tnii  =  snc'n.l/l^^. 
Da  der  Formel  (1.)  gemäfs 

Äsn«  =  ^}/Wi*  also  dn«  =  JJsn'^aW-cn'*^^ 

ist,   80  ist 

4.  dntt  =  JLj/|I^)      also 

Sn'a   r    Ä(a) 

5.  SUCH  =  T— T-V-^H» 

6.  cnc«  =  4^cn'al/-|4"J. 

Für  den  durch  die  Formeln  (1  —  6.)  bestimmten  Werth  von  u  ist  H(ii,  a) 
ein  Maximum;  nimmt  man  aber  das  Complemeut  K — u  statt  fi,  so  ist  für 
diesen  Werth  6(fi,  a)  ein  Maximum. 
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Z  a  s  a  t  z  8.    Die  Formeln  im  Znsatze  zu  $.  202.  and  §.  203.  geben  nan 

D(tt,iJS:')  =       i(i-_&).tt  +  ^arctng((l+A:).-^), 

S(iK,a)  =  iJr.J5)(a)-.iarctng((l-&0.S), 

Ca-Ä-,«)  =  i.JSr.©(a)  +  ^arctng((l-&0.-£^), 

DaiC,a)  =  |J5:.©(a)+iarctng((l-Ä').^). 
Ferner  ist 

'S(tt,iÄ')  =  _i(l-Ä).„+iarctng((l-Ä).-^), 

'C(u,\K')  ^       i(l-Ä).«  +  iarctng((l-A:).-^), 

'D(tt,iÄO  =       i(l  +  Ä).tt  +  iarctng((l-Ä).i^), 

'S(iliCa)  =  -i.lf.95(a)  +  |arctng((l+Ä0.£), 

'C(iiC,fl)  =  -iK.  ®(«)  +  iarctng((l+Ä').-^), 

'D(iÄ,«)  =       iÄ:.^(«)  +  iarctng((l  +  ÄO.£^). 

S.    207. 

Die  bequemsten  Aosdrfieke  der  Modalar- Integrale  der  ersten  und  dritten  Classe, 

welche  rasch  convergiren,  wenn  ihr  Modul  Jt^  sin-^»  ist 

Da 

@(tt,«it)  =  i.  S(M,a),     (E(tf;at)  =  i.  C(tt,a),     ©(«,«»)  ==  i.  !)(«,«), 

und  eben  so 

'@(tt,a»)  =  i.'S(M,a),    'g(tt,ai)  =s  »VC(tt,«),    'D(«,  ai)  =  «.'D(ti,ö) 

ist,  80  verwandeln  sich  die  Formeln  (4.  5.  6.  §.202.)  und  die  Formeln 
(2.  §.  203.),  wenn  man  zur  Abkürzung 

setzt,  iii  die  folgendeu: 


440  Fünfzehnter    Ahaehniil.      §.  iK)7. 

S(»,  a)  =  « .  B'  (fl)  ~  B'{a, «), 
C  (tf,  a)  =  —  tt .  G'  («)  +  B'  (ß,  II), 
2  /  D(ti,a)  :=  «.H'(a)  +  B'(«,«), 
'Ä(fi,  «)  =  —«.  H'(«)  +  H'  («,  tt), 
I  'C  («,  a)  =  « .  G'  (a)  +  H'  (a, «), 
'D  («,  a)  e=       « .  B'  (a)  +  H'  (a, «). 

Die  Fauctionen  A^(a,tf),  B'(a,«),  G'(a^«)  and  Wia,u)  sind  dieselben  mit 
A(«,a),  B(ti,  a),  G(tf^a)  und  H(tf,a),  weua  nao  in  diesen  a  mit  u  ver- 
tauscht and  statt  des  Moduls  k  den  conjugirten  k'  nimmt  Setzt  man  in 
den  Formein  (7 — 10.  S«  805.)  ai  statt  a,  indem  man  die  conjugirten  Modal 
vertauscht  und  die  Gleichungen  durch  t  dividirt,  so  erhält  man 

A'(fl,  K—u)  =       ifa  +  W{a, «),  M(JKf-  a)  =  B'(«), 

e'(a,K-«)==-i)'a  +  A'(«,«),    ^^^^  .^^     B'(Ä'-«)  =  A  («). 
B'(a,Jr— «)  =       j)'«— G'(a,tt),  G'(iC'-a)  =  H'(«), 

G'(a,Ä-«)  =       ii'«-B'(a,M),  H  (Ä:'-a)  =  G'(a> 

Setzt  man  in  den  Formeln  (9.)  noch  K—u  statt  «,  so  erhält  man 

S(Ä— «,  a)  =  (Jr— m)  .  B^(«)  —  ,,'a  +  G'(fl,  u), 
C(K— M,a)  =  —  (IC— «).G'(«) +  ,,'«  — G'(tf,wX 
D(ä:— M,a)  «  (Ä— «).H'(a) +  ),'«_ G'(«,m), 
*•  ^  'S(Ä-— w,a)  =  — (K— M).H'(fl)  — <a  +  A'(a,«), 
'C(Ä— u, «)  =  (K— «) .  G'(a)  — »)'«  +  A'(«,  w), 
'D(ä:— tt,  a)  =  (K—u) .  B'  («)  —  ))'a  +  A'(«,  u). 
Bezeichnen  wir  wieder  der  Kürze  wegen  durch  [X]  den  cykliscben  Arcus, 
dessen  trigonometrische  Tangente  die  gegebene  Gröfse  X  ist,  so  haben  wir 

6.      A'(a,tt)  SS  png))'«(Jot))'tt] 
+  [tngt)'a.eot(2i)'iSC+»)'w)]  +  [itigrf  a.^eti/^if  K-\-i{u)-] 
--[tng)i'«.eot(2i)'Ä:— 1)'«)]  —  [tngjj'a.(5ot(4>i'üC— 1,'«)] 

+  [fngj)'a.got(6))'Ä'+Va)]  +  .... 
—  [tngj,'a.(5ot(6n'iS:— »]'«)]--. ... 

6.      B'(«,tt)  =  [(ng»)'a.$an9J)'M] 
+  [tng»)'«.!lan3(2VÄ:+i)'«)]  +  [ingi^' a.%m%m'K-\-r{u)} 
—  [tngr)'a.5an9(2))'Ä:-»)'M)]—  [(ng,,'a.$an9(4i,'Ä:-,,'a)] 

+  [«"g»)'a.Jon9(6))'JS:+,,' «)]  +  .... 
—  [tngi)'«.San9(6ij'lC+  ij'«)J  — .... 
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7.  G'(«,l«)  = 
[tng»|'«$an9(i)'Ä:+i)'tt)]  +  [tagri'a.tM^(3fi'K-{-fi'u)] 

—  [tngi)'a2an9()i'-K— l'*«)]  —  [tngi)'a.$on9(3i)'Ä:— »)'u)] 

+  [tagri'a.tand  (5  »|'iC+  i)'m)]  + . . . . 
—  [tngj)'« .  Jong  (5  jj'Ä— »)'«)]  —  ... . 

8.  H'(a,ii)  = 
[tngr)'«.€ot(»|'Ä— i)'m)]  +  [tng))'a.€ot(3))'Ji:— ))'«)] 

—  [tngj)'a.Sot())'Ä:+  n'u)]  —  [tngj)'«.eot(3))'JK+)|'«)] 

+  [tngr)'a.got(5jj'Äj— >)'«)]  + . . . . 

-—  [tiig»)'a.€ot(5  jj'Ä+ jj'«)J  ...... 

Hiernach  ist  also 

IA'(a,  0)  =  iff,  B'(a,  0)  =  0,      G'  (a,  0)  =  0,     H'(a,  0)  =  0, 
ia-—A' («'-«,«)  =  B'ia,u),         B'(K'-a,u)  =  ia--A'(a,M), 
G'(üi:'— fl^w)  =  W(a,u)  und  H'CJfiC'— o,«)  =  G'(«,m). 

Wird  in  den  Formeln  (8)  das  Argument  ussK,  oder  in  den  Formeln  (4) 
das  Argument  «asO  gesetzt,  so  erhält  man 

S(K,a)=z       jK.B' («)  —  »)'«, 

Geis;  a)  =  —  K.G'ia)  +  j)'a, 
.  D(if,a)=:       K.E\ä)  +  ri'a, 
^  'S(üi:,a)  =  —  Ä:.H'(a)  +  ia-— »i'a, 
I  'C  (Ä,  a)  =       K.  G'  (a)  +  It— »j'a, 

'D(X,  a)  =s       Ä.  B'(a)  +  iff— <«. 

Snbtrahirt  man  hiervon  die  Formeln  (4),  so  erhält  man  noch 

SiK,ä)—  S(K-u,a)  «      M.B'(«)—G' («,«), 
C(K,ä)-^  C(K—u,ä)  =  — M.G'(a)  +  G'(a,M), 
D(X,a)— D(Ä-M,a)=       u.H'(a)  +  G'(ß,M), 
"•  ^  'S(Ä,a)  — 'S(ä:— «,«)  =  —M.H' («)  +  !»•- A'(a,tt), 
'C(K,a)  — 'C(fi:— !#,«)  =      «.G'(«)+iir—A' («,«), 
'D(K,«)  — 'D(ä:— «,«)  =      «.B'(a)  +  ijr—A' («,«). 

Mit  Beziehung  auf  die  Formeln  (5.  6.  7.  8.)  erhalten  wir  nun  die  folgen- 
den zur  Berechnung  der  Modular- Integrale  der  ersten  und  dritten  Cla««e 
bequemsten  Formeln. 

56 


18. 
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S(«,  <i)  =  — B  (a, ») +1)  MtaDgi)  a-l-     gjjä^jK &aA^K 

_,        -        „,,       V    ,   2n*usia2r'a  ,  2»'u8in4ff'a   ,  2«'M8in6«'a  ,   2»'(<siD8M^a  ,      , 

^^^       . „;.       V       2jy^KSui2iy^g      2tj^usm4:fj^a      2^'usm6fj*a      2iy^K8in8y^a 

/r«/.,  ^^_  «//^  .,^  _l_  2y^ii8iD2i;^a       2y^iisin4iy^a ^  2y^M8iD6^^g       2<y^ii8ii]fly^a    , 

10  welehen  p  =  6^-9'*  s=:  ^  **'  ist    Ferner  bat  man 

/c^r-cr    ^  i      X     itri     ^   1^  \   2i7'/r.p»8in2»7'a       2f7'iC.p*  8iii4f;*a 

,    2>;^X.p«gin6y*a 2»?*g.p»8in8y^M    ,    

"•"      ^m^fi'K  eirtSiy'Ä      "'■       •••• 

p,  „    .         ,         2»/g8in2|?^a  ,  2i}'Kaia*^'a      2i/Kain6^a  ,  2i;^K8m8iy^a , 

UA,a;  — .)«—  @j„2,/ä:  +  ®in4i;'Ä  —   @in6i;'Ä   ■*■   ©mSr/Ä        "*■•— 
iTkfEr    \ /     ,  2i}'KB\n2i}'a ^2i}'Ksiaiij'a  ,  2i;*Ksin6t]'a  ,  2i7'g8in8i?^a  ^ 

,_  jp    . j  ,        2ii'Kma2r/a      iti'KmoAij'a      2ii'KaiD6ii*a 2i7^Jf8in8i/a 

»CA,«;  — itw— 1)«—  gj„2VÄ        ©m4)7'Ä         ©Ine^'Ä        ©inS^'Ä 

/n/E-    ^_l          /     j  2i?'Jfain2y'a      2ii'K»\nitj'a  ^  2i}'Kma6^^a      2i]'KBiaS^a   , 
UCÄ,«;  — i»--»)  «  +  -öür2,/Ä ©ln4,'Ä~  +  "@i56?Ä         @iS8^^  +  -.... 

Die  Modular- Integrale  des  Arguments  K — u  werden  berechnet  nach  den 

Formeln 

SiK,ä)-SiK—u,a)  = 

—  UC«,i*;-t->I«i«g')«-f-     @i„2,'i5:  @in4»?'iC     ^     ©inöiy'Ä  T 

CCiT,«)  — C(Ä-«,<i)  =s 

p,,^        X 2i]'u  8in 2 ly^g  ,   2  ly^w  ain 4  tj'a      2  r)'u  sin 6  y^a   ,  2 vi'u  sin 8 y^a  , 

D(Ä,a)— D(Ä-u,«)  =s 
p/.        ^.2in'uvak2rfa  .  2 i;^i« 8in \r}'a  ,  2 y ^w sin 6 r)'a  ,  2 y^w 8ia 8 y ^«    , 
14./     ''<.*' "^T    @in29'Ä    "T"   ©in4iy'Ä~"r    ©ineiy'Ä    "^    ©inSiy'Ä    "*■ 
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|iT     ÄC«,»;       @|„2,'ü:         ®m4^'Ä         @ln6i?'Ä         ©inSi^'Ä 

'€(«■,«)  — 'C(K—«,<i)  = 

1  IT  ■-..  A  V/t-  fi^  -L  2y^H8in2y^a       2iy^u  gin4iy^a   ,   2);*w8ip6y^a       2i?*«8in8y^a    , . 

D  (Ä,  a)  —  'D  (JSC— tf,  a)  ^ 

Vertauscht  man  in  den  Formeln  (8f .  $.  £06.)  a  mit  ti  npd  den  Mo- 
dul A;  mit  k\  so  erhält  man 

A'(a,u)  —  B'(a,u)  =  arctangfsn'asnc'a. y— j  oder 
la— A'(<i,iO  +  B'(a,tt)  =  arctang(-,;ljj^.^), 
B'(«,«)  +  H'(«,«)  =  arctang(^.^), 
B'(a,u)  —  G'(a,ü)  =  arctang(^^.A:'sntisnct(j, 
A'(«,tt)  +  H'(a,i#)  =  arctangf^. — -—)  oder 
^JT — A'(a,  ti)  —  H'(a,tt)  =  arctang^^-^.snusnctil, 
G'(flitt)  +  H'(a,ti)  =  arctang(8n'asnc'«.^^-), 
A'(«,«)-G'(a,«)  =  arctang(^.^)  oder 
i^-A'(«,..)  +  G'(«,«)  =  arct.ng(^?|.^). 

Außerdem  ist  dem  Zusätze  zu  $.  800.  gemafs 

A'(«)+B'(fl)  =  --' 


15. 


16. 


B'(«)  +  H'(«)  = 


sn'asne'a' 
sn'a 


snc'  a ' 


A'(fl)-H'(a)  =  ?!^  =  ^, 
G'  (a)  +  H  (a)  =  &'*  so'  a  suc'  a , 

snc^a 


A'(«)  +  G'(«) 


sn'a  * 
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Setzt  man  in  den  Formeln  (11. — 14.  S.S05.)  noch  tft  für  Uy  und 
dividirt  man  die  Gleichung  dorch  t,  so  erhält  man 

iB(^>«)  =  ^^.  +  H'(a,ii),  -Heu,«)  =  ^-Wia^u), 


17. 


und  den  Formeln  (15.  $.  800.)  gemäTis  ist 

Durch  die  Formeln  (17.  und  18.)  lassen  sich  diejenigen  $.  806.  auf  die  so 
eben  entwickelten  und  umgekehrt  diese  auf  jene  zurückfähren. 

Anmerkung.  Da,  wie  die  Erfahrung  lehrt,  die  Modular- Integrale 
der  zweiten  und  vierten  Classe,  welche  von  hyperbolischer  Art  sind,  in 
den  Anwendungen  (der  Mechanik  und  Geometrie)  selten  oder  vielleicht 
gar  nicht  vorkommen,  so  fibergehen  wir  der  Kürze  wegen  die  Zusammen- 
stellung der  Reihen^  durch  welche  diese  Integrale  ausgedrückt  werden. 

S.   808. 

Reihen  für  die  Quadrate  der  acht  HfiUiai- Functionen. 
Erheben  wir  die  Reihe 
|l^e=l+2y'6oö2i]tt  +  2^go64)iu  +  2y«go«6i,ii  +  2y^go68ijti  +  .... 
zum  Quadrate,   und  machen   wir  Gebrauch  von  der  Formel  2Soga  (£oö6 
=  Soö  («+*)  + Sog  (a — J),  so  erhalten  wir  eine  Reihe  von  der  Form 

®üü  =  a  +  2ii6og2))tt  +  2ago«4))tt  +  2aSoö6i]ii  +  ...., 

und  für  das  Anfangsglied  a  die  Reihe 

a  =  l  +  2/  +  2y*«4-29^  +  29^  +  2/^+...., 
welche  leicht  summirt  werden  kann.     Setzen  wir  nämlich  in  der  bekann- 
ten Reihe 

]/—=:  l  +  2y'  +  29«  +  2y^»  +  2^^  +  2^  +  .... 
g'^  statt  9,  d.  h.  statt  des  Moduls  k  dem  $.  51.  gemäCs  den  nächst  klei« 
neren  Modul  K  =  VoTI/'   ^^^^  ^^^^  ^^^  Quadranten  K  den  kleineren  L 
=  — ^—.K,  so  verwandelt  sich  diese  Reihe  in  die  Reihe  a;  daher  ist 
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12     3 

Die  übrigen  Coefficienten  a,  a,  ^  ^to.  werden  leichter  recorrirend  gefan- 
den, wenn  man  bedenkt,  daCs  in  Anwendung  der  Bezeichnung  x  =  €^'*, 

&l(u  +  2K)^^.(3lu  ist     Setzen  wir  aber  auf  ähnliche  Art^  wie  in 

%.  188.,  in  der  Reihe 


®1>U 


*     ~        -        •     -  •    .6  * 


1  «  S  4 

ti4-2£^  statt  ti,  also  -^  statt  x^  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

1  S  S  4  »  \ 

I      ,     aa:»      ,      a  x*      ^^   a  x*       ^^   ax*        .       aa:»®      t  §  .     «.• 


und  wenn  wir  in  ihr  die  ersten  oder  auch  die  zweiten  Horizontal -Reihen 
ideutificireu,  so  erhalten  wir  übereinstimmend  die  folgenden  einfachen  Be* 
Stimmungen : 

a=ia^   assfl.^,   a=sa.^j  a^^a.q^j  a:=:a.q^%   a=:a.g^^  ...., 

welchen  gemäfs  der  Coef&cient  a  allein  noch  unbestimmt  bleibt.  Setzen 
wir,  was  erlaubt  ist,  assaaq^  indem  wir  a  als  noch  unbekannt  ansehen, 
80  haben  wir 

ii  =  a.a^,  a  —  a.q\  a  =  a.dq\  a=sa.q^%  az=za.aq'^\  ii  =  ii.^  u.  s.  w. 

Substituiren  wir  diese  Werthe  und  setzen  A;  =  8in0,  also  A;'=:cos0,  so 
erhalten  wir 

^  =  cos^e.(l  +  2ay6oö2iju  +  2/goö4ijtt  +  2a9^go«6»)ii 

+  2y*«go68i]ii  +  2ay'*eoölOi]ii +  ....), 
und  diese  Reihe  verwandelt  sich,  wenn  u-^iK  statt  u,  also  9]U-|-i^<  statt 
ifjU  gesetzt  wird,  in 

^^  =  cosieCl— 2ay€o«2jjii  +  2t)*gog4»)tt— 2a/5o«6))ti 

+  2y»«6oö8jjii—2ay«€o6lOi)ii  +  — ....). 


446  ,P  u  nf  ^.eh  m  t  e  r    A,  b  s  o  h  m  i  i  t  \  %.  208. 

fSelti  mftn  in  dar  ersten  Iteibef^-^ir  statt  v,  also  ~  statt  ir,  so  erliält  man 

and  da  93(«  s=  ar/'^.@l(£' — «)  ist,  so  verwandelt  sieh  der  Aosdriick  in 
«iif  ^  cosi9f*+  9^  +«<^**  +V'*'   +«y"'«'  +-.•)  oder 

^  =  cosi9(a-f2ySoö3i)«4-2a/eo^u+29«'€oö6)]tt+2ay'«go«8i)tt  +  ....). 
Setzt  man  hierin  noch  u-j^iK  statt  t(,  so  entsteht 

Die  noch  unbekannte  Constante  a  finden  wir  leicht,  wenn  wir  drei  tod 
den  vier  Reihen  in  einer  von  den  Relationen  des  Zosatzes  zu  $.  171,  sub- 
stituiren.    Da  namentlich 

sein  soll,  so  erhalten  wir  die  Reibe 

in  welcher  wirklich  jedes  Glied  fär  sich  =  0  ist,  wenn 

k—a^ak'  =  0        und        ak—i+k'  =  0. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  findet  sich  aber  übereinstinunend,  wie  zu  er- 
warten  war,  der  Werth  a  =  y^  ,  ^^ ,  welcher  sich,  weil  k'  =  cos 6  gesetzt 
werden  soll,  auf  a  =  tang^9  reducirt.    Setzen  wir  daher  zur  Abkfirzung 

i  9R(w)  =  l+2/eoö4i)M-f  2y*«gog8^ti+2^^go6l2))tt+29"€oöl6i)ii+.... 
so  erhalten  wir  die  vier  einfachen  Formeln 

^  =  cosiO.  9l(ti)  — sini9.SK(tt), 

^  =  cosifl.  Sn(tt)  +  sinie.8K(ii), 

8.    \  ®l^  _  cosi9.ÜR(ti)  +  siniö.  91(11), 

^  c=  cosi9.g»(ii)  —  sini9.  91(11). 

Hiernach  sind  also  die  vier  hyperbolischen  Hälfs-Fuuclionen  auf  zwei 
Functionen  desselben  Arguments  zurückgeführt 
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Setzt  man  in  den  vorstehenden  Fonuelu  «t  statt  «,  und  zur  Abkürzung 

JM(«)sas  l+29*co^4^Jt«+2Jr••co881)«+27^cosl2lJ«4-2^eo8l6l)«^-.... 
so  haben  wir  für  die  Quadrate  der  vier  cyklischen  Hfilfs«  Functionen  die 
Ausdrücke 

-yr^  =  sin|8.M(tf)  —  cosi9.N(tt), 

^  =  «iniö.M(«)  +  cosi9.N(fi), 

-^  =  cosi9.M(tt)+sini8.N(tt), 

^i^  =  Cosifl.M(ti)  — flinke. N(tt), 

wodurch  auch  diese  Functionen  auf  zwei  neue  Functionen  desselben  Argu- 
ments zurückgeführt  sind. 

Zusatz.    Setzt  man  in  den  vorstehenden  Formeln  ti  =sO  und  zur 
Abkürzung  ' 

n  =        27  +27"  +27«  +  27«+27«»  +27'"  +  .... 
m  =  l  +  29^  +  27"  +  2y«  +  2y«*+2y«»  +  .... 

so  hat  man  die  besonderen  Formeln 

0  s  msin^d  —  ncosjd,  ^  =  tncos^^tf +  '*sini9, 

^  =  msiniO  +  ncosiö,  ^  =  «cosiö  — nsiniö, 

und  hieraus  folgt 

5.  tang^fl  =  -^, 

6.  ^^fn        oder      ^  =  ^\ 

7.  ^  =  »         oder      Z-,,«^^, 

8.  !=?!?  =  m'+n\ 

Die  Formel  tang^S  s  —  wurde  schoii  in  $.  188.  gefunden. 
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$.    809. 

Entwickelung  der  Quadrate  der  Modular-Fanctionm  desjenigen  ArgnmeoteB  »^  für 
welches  die  Function  H(u,  a)  oder  G{Uy  a)  ein  MaTitmnm  ist. 

Schon  im  Zusätze  (1.)  zn  $•  206.  worden  die  Nodular -Functionra 
des  Argumentes  u  hergeleitet,  für  welches  die  Function 

etil  Maximum  ist.    Wir  leiten  hier  dieselben  Formeln  noch  aaf  eine  andere 

Art  her.    Soll  E(ti,  ä)  ein  Maximum  sein,  so  mn/ls  — ^^  a=:  0  sein   und 
also  den  Formeln  (6.  $.  800.)  gemäfis 

^(«— ttf)  +  J^(«  +  tt»)  s=  0. 

Hultiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  ^l(a — tft).^((a  +  «*)*  "O  erhält  man 
^((a  +  tti).J5>l(a— tit).J5>(a--«t)  +  Jg)r(«— t«).^l(a  +  «t).<^(a  +  ttt)  =  0, 

oder    ^l(fl+«0.^^-^+^t(«-«0.^^^^±^  =  O,    oder  auch 

d[j>l(a+m).^l(a-uO]    ^   ^ 
da  ,  ' 

wenn  nach  a  differenziirt  wird.    Da  aber  nach  $.  191. 

/vr/     I   ..^    Ar/-       «^          APa.^l»«        3tt«a.3fl»u 
^I(«  +  «)-^H«  — «)  =  ^ jp^ jp » 

also  Jg>t(«+tt»).^l(«— ttt)  =s  iSi X 

ist,  so  ist  die  vorige  Gleichung  einerlei  mit 

Wu.d^?a  +  Aru.dm'a=^0    oder    ^  =  =A^, 
und  da  g|r^  =  *sn'tt  ist^so  ist 


^it 


=^ — .--    .^ (tnc  a)  •-^» 


sn  «  =  T*     dÄl»a  ~"  'ir'xr»7*3t{a) 
wie  im  Zusätze  zu  $.  206.     Ueberhaupt  können  die  Formeln  im  Znsatze 
EU  S«  206.  auch  also  dargestellt  werden : 

su'«  =  y.-^|nr^,      ^^^     dn'«  =  Ä'.^^j^, 

Setzt  man  nun  in  den  Foirmelu  (9.  $.  808.)  a  statt  tf,  und  differenziirt 
M'irklich  die  Reihen  für  die  Quadrate  der  hyperbolischen  Functionen  in 
Ansehung  des  Argumentes  a,  so  erhalt  man  die  Formeln 


Stchszehnttr    AhsohnitU      §.  210.  440 


sn^ti  = 


"  •  gco84ö©in2i7a— 2g*8inieein4i7a-f-3g*cosiö®in6i;a— 4g*  •äin^e® inSjya+öj»  «€oai0@inlO^a j-.... 

cn'tt  = 
'    gsiD4g@tn2ya+2y *C08^g@tn4iyg+3g»8in|g@in6yfl4-47 ^  «cosjg@tn8t;q+5g«  *8in^g®in lOya -f  .^, 

,    gco8i0@in2)ya+2g^8iDJg@tn4i;a4-3g<>cosj[g@tn6y;a+*g**sinjggin8^ 

"  qcos^e&t\2f2a--2q*8mid@\n^i]a+'dq*cosi0®in67]a--^^*8\nie@\n8  1-.... 

tii'tt  = 

qBiuie&m2f;a^2q*cosiß®xn*^a+3q^sinie@m6va—*q^*co^0®\n8fja+5^^  1-..., 

•"  *  gsiDie@in2iya+23*co8i6^\5m4i;a+3</«suiiÖSm6j7a+4g*  •cos^eSinSjya+ög^^sinjeCinlO^aH--.."" 

in  welchen  A:  =  8in9  und  k^sscosO  ist  und  welche  das  Argument  u  be- 
stimmen, für  welches  die  Function 

ll(u,ä)  =  G(K—u,ä) 

ein  Maximum  ist.     Es  ist  indessen  die  Rechnung  nach  den  im  Zusätze  zu 
%.  206.  aufgestellten  Formeln  nicht  minder  bequem. 


Sechszehnter      Abschnitt* 

S.  210. 

Neue  Modular- Integrale,  welche  von  denen  der  zweiten  Art  und  zweiten  Classe 

abhängen. 

Betrachten  wir  zuerst  die  beiden  von  a  und  u  abhängigen  Modular- 
Integrale 

lU  .—    /^fecnadpaSQ«  .  du 

0 

T^  ^^    /*kcnainasnu  .  du 

t/         l-l-A:snasnM      ^ 
0  ' 

80  erhalten  wir  durch  Addition  und  Subtraction 


HM+m  =/^H£^^?^=si«Jan9(»8iica)-3l«S«iij(*«iM«c«X 

0 

daher  erhält  man,  wenn  man  diese  Gleichungen  aufe  Nene  durch  Addition 
imd  Sobtraction  verbindet,  die  Formeln 

57 


450  St  eJts  zehnter    Ahtthnitt.      §.  210. 

j^keattinamu.du  _.  g(rc2:an3(*8iica)—a(rcJanfi(*»iic««iic«)+e(tiia), 
/^+t^7mu'*  =  2tre$ong(*aiica)— g(rcSttn8(Ar9iicasiicii)— ®(ii,a). 


1. 


Da        *"» 


11  1 

ü^^a^'i+feflnasiii;  ^®*^  *^  ®'**'^**  "^"'  ^^"^  "*"*  *®«®  GleichoDgen 
noch  mit  cnadoa.Jfr  muItipIiGirt  und  iotegrirt, 

BetrachleD  wir  nen  die  lotegrale 

M  ^_^    /'fecncgdncasPCK.  du 

*~*/        1 — ksneasneu        ^ 
o 

irr  ^^    /*k  cnc g dpc a snc u.du 

""•/        l+^siicasncM       ' 

iiiid  beachten,  dab  l>---fe^ roc^ n «nc^ ti  =  ^'" ^^ ~J^' ^°' ^ '^"^ ">  ist,  so  erhal- 
ten  wir 

0 

Daher  ergeben  sich  die  Integrale 

/kcneaincaBneu.du         c%t    o       /t  \i#r/       \ 

^       i-fcsncasnc«      =  9(rc$an9(AsnasDti)  +  g(«,«i), 

*  *£E5^«?5£üi^  =  a(„jan9(*snasnii)-€(«,«). 

0  ' 

Jtsnc« ^ <_  +_1. .^^ ^d  eben  so 

1 — ksncasncu  snca      snca    1 — ksncawicu 

k  snc  M     .      1 1^  1 |. 

1-f- A:  snc  a  snc  fi  """   snca   snca*  l-f*^  snca  snc  ü   ' 

SO  erhält  man,  wenn  man  die  beiden  Gleichungen  mit  encndoca«!^  mid- 
tiplicirt  nnd  integrirt, 

J     tnca    1  —  X:sncasncii  tnca  '  ^^  /    i       \  7     /? 

p 

J     tnca    14-^^GasncM  tnca  ^^  '?    •       \   7    > 
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Da  aber  ^(n, «)  +  ^  • «  »  ^(^  ^)  ^^^  «<>  reducirea  «ieh  die  beidea  Glei- 
cbnogen  auf 


4 


s.  tu. 

Integrale^  welche  von  Modultr- Integralen  der  zweiten  Art  und  vierten  Classe 

abhängen. 

Betrachten  wir  zunächst  die  beiden  Integrale 

M|  ^^^    r 1  \sku.du 

J   snasi 


\  snc  a    tn  a  —  tn  u 


5 


TV  —  f       ^  tnii  >  rfii 

t/   jsnasnea*  tna-f-tnu' 

0 

80  erhalten,  wir  durch  Addition  und  Subtraetion, 

i/ÄTi  T^T\  f        ^  tnii.dM  /*j        snucnu.cfu 

0  d 

*'  ^        J    »na  8nca*tn*a— tn»u         ^     tu«  *8n*a  — «u*  w* 

Die  wirkliche  Integration  giebt 

i(ilf+JV)  =  2trcSan9(^-'2trc$an9(dn«), 

daher  haben  wir  die  beiden  Formeln 

/iiiL-.-i^";  =  a«sa«9(^£)-a«s.„<,(4..«)+'6(»,Ä-«), 


1. 


0 

tnu  4  I         tna  «         tn«  .  tna 


Da  --^-r=,-l+^    -■      and  ,    T.„    =1-,    T«      ist,  so  erhält 

tna  —  tnu  '   tna  —  tnw  tna-f-tnu  tna-f-tnü       '         »'*m»iw 

man,  wenn  man  diese  Gleichungen  mit —  multiplicirt  und  integrirt, 


S7» 


4S2  StehS'^ehnt^r    A  b  9  e  h  n  it  t.      §.211. 

+  '®(«,X—fl)s=s  '€(ti,Ä— a)+.^.«,  und  es  darf  daher  in  den  von- 
gen  Formeln  ^f«  +  'S(«,Ä-ii)   «»r  «-H^cT +  '®(«'' ^-"">   S««*^ 

j 

werden,  oder  anch  j^^^  +  ^^iMi^)^  ^^^  Formeln  (6.  f.  121.)  gemäb. 

Untersuchen  wir  nun  die  Integrale 

jMM  ^^    /^cnadnadu        ^       jy  _^    /*ciiaina.du 
J    sna  — snu  "^  J     sna+snu  ' 

so  erhalten  wir 

i(J!f+A^)  =  /•!£^EL^*L1^    und    i(if-iV)  =  f^^^^^^^^du 

0  0 

Die  Integration  selbst  giebt 

iCüf+iV)  =/^.^  =  '€(«,JC-.)  ,u.d 

o  1 — 

sn^a 

l(itf-iV)  =  8(rc$on9Q^-3(rc2an9(sncfl)j 
daher  die  Formeln 

in  welchen  auch  l^amca  fdr  9(rcSang(snca)  gesetzt  werden  kann. 

«,^     .  .         snu  4  sna  ,         snu  .    .  sna 

Ifis  ist i =1 -7 und =  —  1  A ^-= — . 

sna-f-snu  sna-f-snu  sna  —  snic  *  sna^-snu 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  —^.iu^=L^^^ — ^.du  und  integrirt, 

so  erhält  man,  mit  Benutzung  der  vorigen  Formeln^ 

o  ' 

und  da  nach  %.  121. 

ist,  so  reduciren  sich  die  Formeln  auf 


3. 


4. 
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[/Si-^FSz*a«^9(S-:)-««5«"ä(-c«)-'®(«iK-^). 

Die  I.-^  itf=/^^„i^  ..«  W=/^:^"  gebe« 

daher  bähen  wir  die  Formeln 

woraus  wir  noch  sogleich  die  beiden  folgenden  herleiten: 
6       /  • 

A»  de«  Urale.  M^jf^^^  ™d  y^/'T-T^'f  f»^. 

0 

*^  ^       •/      sn*a  — sn*M  '^  ^  ^ 

also  haben  wir 

(/"m'"  =  a«^.«9(^:)+'e(«,K-«). 

7.      /  ® 
Hieraus  folgt  sogleich 

0 

O 

Da  aber  A:^sna  snca.n  4-^(S(t^£ — a)  :=^^^(u^K — ä)  ist,  so  redocireu 
sich  die  beiden  Formeln  auf 


4S4  8€chiZ€h  nt  e  r    A  h  9  e  h  n  it  t.      §•  211. 

Verbinden  wir  die  beiden  Integrale 

TIf  —   /^cncaAnca.du         m    jq  ^__^    /*cncadnca.du 
*^  J     sncii — snca  •/     sncii4-sQca  ' 

00  erhalten  wir 

i(J!f +iV)  =y      8nc>u-8nc»a-  =7      8n»a--8Q^u      =^  ^'^^^^"«te;' 

0  • 

und 

,  ^mm      mTN          /* cuc a diic o suc « . d M          /•tncadncadn'tt.rfi«         --^.      ^r        ^ 
^(JM-JV)  =y     snc'«— ne»a     ''J  7-^^ =  '©(«,Ä-a); 

0  •  1  — r- 

sn^a 
daher  erhalten  wir 

0 

/*  cncadnca.dll         q^    ^        /snuX       .^y^.      sr        v 
y   sncu-snca  ="  ««Sana (— )-'©(«, X-«). 

Es  können  diese  Formeln  aoch  also  dargestellt  werden : 

/dnca      sncu.du  dnco         ,    c^    ^^        /snu\    ,    /«s..   »*         . 

Verbinden  wir  die  Integrale 

-|-  /^sncadnca.dtt         j     i^  ««.    /*>ncadnca«<fif 

y    cnca  — cncu  •/    cnca  +  cncu  ' 

so  erhallen  wir 

UM+N)  =  pnca^cainca.^  ^    /»»nasnca  Jn«».rf»  ^«£)(„  Jf««), 

0  0 

und 

UJit-N)  =  /'»"«<» dnca cncu.rf»  ^    /»cnasRMdn»  du  ^  g(,,j^„g(^\ 
*^  '       J         cn^a  —  cn*M  •/      cn*u — cn*a  ^xcnii/ 

— 9(TcSang(cna): 
daher  die  Formeln 

^^    /'^^^:  =  '»äk— )+ai«t..«^:)-a«s.«s(o..). 


St0h9Z9hnt9i^Ah9Oknitt.     §•  213.  .455 

Mto  leMet  hieniui  noch  die  beiden  folgenden  her: 

*tnca  dnca  eaeu.du 


/' 


cnca — cneu 

0 

Bnca 


1«.  '        «"• 


tt + '©  («,K— a)  +  3(rc5att9  (^ — Vintan^  (cn  a),      ' 

/tncadncaCPCK.du 
GBOa-|-oneii 

^   -'©(«^k-«)  +  $(tctan9(^)-9(Ktaii8(cna). 

S.212. 

Integrale,  welche  von  Modalar- Integralen  der  Eweiten  Art  und  ersten  Clasae 

abhängen. 
Verbinden  wir  die  beiden  Integrale  JV^/Jg^.^""*-^*"  .rfti  nnd 

Ja^ss/  —j-.——-ij—^ — .auj  80  erhalten  wir 

\/mM_3_%j\ /*8ii'adii'ociiii.dii  ,         /kcncu\ 

i(Jf +2V)  =y  -^__^_j_  «  arc tang  {^j^;^ , 

"^  ^      «/    tn'a    1 — cn'^acn^M      •/ cnc'*a(l+**tiic'*«.8n*tt)  ^  ' 

und  wir  haben  also  die  Formeln 

i  /  rz7~»^  I    T — ^•ati  =5  arctanglTT— T-i  +  S(«,A' — a), 
!•     <  * 

I  /  — 7--2 — — 7 .au  »  arctangiTT— -T— 1  —  S(u,K' — n); 

0  • 

welche  «ich  auch  also  darstellen  lassen: 

I  /  1 ; =— ; ;-  + arc  tang  1-77 — zr-) — S(ioil' — fl), 

2.      <  • 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  die  Formeln 

welche  sich  auch  also  darstellen  lassen: 

[  /dne^a  du    ^^  ^L_4.arctang(-^)~-S(tt,ig^--a), 

\f^         ^J»        :=— ^ »rota»g(i!i^)-S(ti,Ji:'-«> 

[y   tne'a   l-|-aBe'adnM       an'asnc'a  ^  Vg^'g/  v'  / 


4. 
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1  — cn'acnM  cn'a   *    cii'a(l — cn^acnu)  l-)-cn'acnii 

ist,  so  erbält  man^  wenn  man  mit  mfaAufa.dn 


cn'  a       cn'  a  ^1  +  cn'  a  cni<) 

diese  Gleichungen  imiltiplicirt  und  integrirt, 

1  — -  cn^  a  cn  fi 


/' 


(5^--(n'ad»'«)«  +  «cta.g(^-)-S(«,K'-«), 


/ 


sn^adn'acnii.^M 


1 — cn'aenu 

— Ct?^-'"''"»»''')«+"«*'°«(fs?^)+s(«.x-'")- 

ist,  so  reducireu  sich  die  beiden  Formeln  auf 


5. 


/sn'adn^aenii.c/ii  ,         /kcneu\    ,   g^.^  »^,        v 

— j ; szs  arc  tang ( Yrrr-r-)  +C(ioli'— a), 

/  0 

— rT — ; : —  =  arctangi-r; — r-l— C(iojBL' — a\ 

Auf  gleiche  Weise  lassen  sich  die  Formeln  (4.)  umformen  in 

!/*cnc^adnc'adnii.<ftt  .         /tnuX    ,   w^,     «./        v 

/  — 4 r-^i =  arctangi— 7-^1 +D(ti,A' — a), 
0 

I  — j-i 7— j =  arctangl— 7-1 — D(ff,Jl' — a). 
J         l  +  snc'adnu  ^Nsn'a/  ^^  ' 

0 

Setzt  man  in  den  Formeln  (7.  S*8110  ^<'  ^^^^^  ^>  indem  man  zugleich  k 
mit  V  vertauscht,  so  erhält  man 

e    ry^sn'acn'a.ncu.du  ^  ^^CtaugC^)  +C(fl,K'-ll), 

fy  l+dn^asncM  ^Vtn'a/  ^  -^  ^' 

und  auf  gleiche  Weise  verwandeln  sich  die  Formeln  (8.  S*S11.)  iu 


8.     '" 
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$.  213. 

lategrale,  welche  von  den  Modular-Integntlen  der  zweiten  Art  und  dritten  Classe 

abhängen. 

Setzt  man  in  deo  Formeln  (4.  S*  8U0  K — ä  statt  a  nnd  ai  statt 
a,  80  erhält  man 

/    /•fc'*  sn'a  cn'a  snu.rfii  .      _/tn'a\  ,      ,   .ß-,       . 

y       l-dn^«,n»        =  arctaDg(--)-am'ii+'S(u,«), 

1.        <  • 

r  /  .  I  .  / =  arctangl- — )  —  am'a — 'S(ii,a). 

[J  l-f-dn'asnu  ®\Bnctt/  v  7    / 

Auf  gleiche  Weise  verwandeln  sich  die  Formeln  (8.  $.811.)  in 

(  r^'f-«l^--^-  =  'C(«,«)  +  arctang(i?^)-am'ii, 
\J       1  —  dn'asnu  \  -^    /    ■  »Vgiici«/  ' 

i    /**:'sn'a  snc'a.dii  irt/^M  ^\  ^  i        /tn'aX    ,         - 

y     l+dn-asnu     ==  'C(ii,fl)  -  arc  tang^jj^) +am'a. 
und  die  Formeln  (11.  S«  81i0  gehen  über  in 

Sie  können  auch  also  dargestellt  werden: 

1  — cn'a  cncii 
=      'S  (uj  ä)  +  arc  tang  (^^)  —  arc  tang  [~  cnc'  a) , 

/sn^g  dn^g  cncu»du 
1  +  cn'g  cnCM 

=  — 'S  (11,  ä)  +  arc  tang  ( ^^^"^   )  —  arc  tang  (y  cnc' «) . 

Setzt  man  in  den  Formeln  (7.  S^SH.)  K — a  statt  a  und  at  statt  0,  so 
erhält  man 

f    /*  k^  Bii&a  cn&a.du  ,         /sn'g\    ,  y/^,       v 

\J      änu-lCsnCa      =  »«^C  ^^Dg  (— )  + 'C  (tt, «) , 

I  y  J^i?£^^2£^  =  arctang  (^)  -'C(«,fl), 

1J        dnii-f-A  snc'g  ^\incu/  \  ^   ^^ 

und  auf  gleiche  Weise  verwandeln  sich  die  Formeln  (8.  $.211.)  in 

/    /*l:^sn^g  sne^gdnri.c/ii  .         /sii'oX    ,   ijxf^,  ^\ 

i  /  — A Vi — -i =  arctangl;^ — j+'D(tf,ii), 

'»•      \    /*A:^sn'g8nc'gdnu.c/i<  .^v ,      ..  _.         /sn'aX 

^°  58 


4. 


458  Sechszehnter    Absehniii.      §.  214. 
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Relationeil  unter  den  Hodular-Fonctionen  imd'AnipIiUiden  sweier  Arg^mnente  u  und  v, 
wenn  die  Moduln  jener  Functionen  ein  gegebenes  Verhaltniüi  zu  einander  haben. 

Im  Nachfolgenden  bezieben  wir  die  Modalar-Fnnctiouen  der  Ar- 
gomente  u  und  a  sammt  ihren  Amplituden  auf  den  Modul  k,  also  beim 
Uebergange  zum  conjugirten  Modul  auf  &'=  /'(l — k^)j  hiugegeti  die  Mo- 
dular- Functionen  und  Amplituden  der  Argumente  v  und  b  auf  den  Modul 
K<Zk,  und  also  auf  den  Modul  K''^k%  wenn  der  Modul  K  mit  dem  con- 
jugirten vertauscht  wird.  Das  YerhäUnUis  der  Modul  k  uud  K  aui  dnao- 
der  betracbten  wie  als  gegeben.    Es  sei 

1.  Ä.  =  kmca; 

dann  ist  K^  ss  dncn^  und  es  drückt  diese  Gleicbung,  wenn  sie  dürcli 

2.  V=  ^ 

dna 

vnrgentellt  wird,  schon  das  Yerhaltuifs  der  conjugirten  Modul  zu  eiuander 
aus.  Die  den  Moduln  k  und  k*  zugehörigen  Modular- Quadranten  seien, 
wie  bisher,  X  und  K\  und  die  den  Moduln  K  und  1\/  zugehörigen  Mo- 
dular- Quadranten  L  und  L\  Für  ii  =  0  ist  K^^k^  also  L=sK  und 
V^K'i  für  fl  =  Ä  ist  Ä.  =  0,  alsoX  =  iT  und  X/'  =  i;  daher  ist  im 
Allgemeinen 

iL  zwischen  den  Grenzen  K  und  \7C  und 
\U  zwischen  den  Grenzen  K!  und  \  enthalten, 

wenn  die  Gröfse  a  reell  ist,  wie  wir  hier  zunäcbst  voraussetzen.  Mit  Be- 
ziehung auC  die  vorigen  Modul  K  und  Ar  sei  nun 

4.     amcrsamcti^  also  sncrs=sncti>  cncrscncti  und  tncr  =  tnctf. 

Die  letzte  Gleichung  ist  einerlei  mit  Vtur  =  A:^tnfi>  und  reducirt  sich  in 
Anwendung  der  Gleichung  (8.)  auf 

i  tnr  =  dnn tritt,    also   snt?  =  ^^    ^^r^T    .  ^   «nd 
gl  y  ( 1—  Ä:*  sn*  a  sn*  u) 

]  cnu 

(  cni7  -^   V^(l— *!  en*  a  sn^u)  ' 

Die  Gleichung  sncr  =  sncti  ist  einerlei  mit  ^-  =  ^,  und  wird  die  vo- 
^  dnv        dnw' 

rige  Gleicbung  benutzt,  so  bat  man 
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Es  ist  Übrigens  auch  /^sucasuctf  und  aUo 

7.      dncr  =  v^(t— Ä'snc'flsnc^ii)  =  j^v  j„^  ' \ 

Da  nach  «.  1«.  dna  tn^  ^  tang("^^'^+"^f  ^?^""""^)  ist  und  auch 

dnntnti  s=  tnü  =  tangamr,  so  haben  wir  die  merkwürdige  Relation  un- 
ter den  Amplituden: 

^                          am(ii-l-a)-4-am(M  —  a)          am(M+a)  — am(ii  —  li) 
8.       amr  =:= ^ ==  2 ' 

welche  übrigens  durch  die  noch  einfachere  anfängliche  Relation  amcr  = 

amcti  ersetzt  wird.     Aas  den  Gleiehnngen  i7^=T7^üä  und  cnct?  =  cncti 

folgt -rjCncüÄcnflTjCneii,  oder,  dein  $.  89.  gemäfs, 

tn(^r,y)  =  dn(Äfl,~-)-*"(*^'T)^  fihnlich  der  Gleiehuiig 
tut?  =  dnn.fnu/ 
woraus  man  sieht,  dals  man  gleichzeitig  ka  statt  a,  hu  statt  «,—1-  statt  des 
Moduls  A?^   also  k{K — iK')  statt  des  Quadranten  K  setzen  darf,  wenn 
man  Kv  statt  ü^    y  statt  des  Moduls  Ä.,  also  K{L  —  iL')  statt  des  Qua- 
dranten L  setzt.    Hiernaeh^  verwandelt  sich  aber  die  Gleichung  (8«)  in 

9.      am^Tlr,  y)  =  J  lam^Äti  +  Äa^  y^  + »""V*** — *^^t)j* 
Den  Gleichungen  (4.  und  5.)  gemäfs  ist 

fflr  '«  ae    K    audi'  v  tss^    L^ 

10.    ^  -  -    tt  Ä  3JK     -  -     r  =  31/^. 

u.    s.    w. 

Ueberhaupt  ist  v:=smL  för  tfssmJBr^  wenn  m  eine  gftnse  Zahl  lezeich- 
netj  daher  ist  auch  für  A?iiää(K— iK'),    Kv:=K(L — tX/O,  oder 

V  =      I^— iL'      fiir     «  =      X— lÄ', 

V  «  2{L^%L')     für     tt  s:^  2(JC^tJ!C0, 
II..  <{  r  =Ä  3(L-r-iL0    für     n  =  aCÄ^iÄOf 

I,  ^^1,—iL')     für     ti  =  4(ä:— fÄO 

U.      8.      W* 

Ueberhaupt  wachst  v  nm^  2fnL  +  2niL'^  wenn  ti  om  3iiiK:+2ntiK'  zor 
nimmt,  vorausgesetzt,  dab  m .  und  n  ganze  Zahlen  sind.    Setzt  man  in  der 

58* 
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Gleichung  tnrsdna.tnti  das  Argument  ussa^iKy  so  wird  tnti=s^, 
also  tnr  =  t^  oder  v  =  iL^:  daher  ist 

/  9  =     tl/    für    II  SS  a+   iK', 
jj     \  V  z=z  3fJL'    für    u  =  a  +  3iK', 

j  r  =  5iL'    für    u  =  n  +  SiÄ' 

\  u.    s.    w. 

9.  215. 

Vom  Inteffnde  t;  =  /r7>r-i — rA^^-^ — j— r« 
®  J  V  (1—  üe*  sn*  a  sn*  u) 

Zur  Beurtheilung  des  Zusammenhanges  unter  den  beiden  Argumen- 
ten u  und  V  in  $•  814.  selbst  ist  es  nöthig,  die  ihn  ausdrfickende  Differen- 
zial- Gleichung  zu  entwickeln.  Differenziiren  wir  zu  dem  Ende  die  Glei- 
chung amcfssamctfy  so  erhalten  wir  zunächst  — dncr.  Jt?  = — dncti.iftf^ 
und  da  dncr  ^  dncu.Tr(l--3fc>  sn'a  sn»,.)  j^    ^^  ^^^^j^^^  ^.^ 

dna  ' 

.  dna. du 

dv  = 


V(l  — t»8n»asn«)  * 

p  dna 11 1 

''^  ir(l-i.. »»«.»«„)  ""«»c«- V-(i+tn«adn««)  -^(j^|l^^,^^.^^- 

ZT^T^ — i — rxTi — TT  ist,  SO  kann  das  Differenzial-VerhaltniJts  in  verschio- 

denen  Formen  dargestellt  werden.  Da  ^  positiv  und  <^1  ist,  aber  allmälig 
s=  1  wird,  wenn  sich  u  der  Grenze  K  nähert,  so  wächst  v  beim  Wachsen 
von  u,  aber  so,  dafs  die  Zunahmen  von  v  kleiner  als  die  von  u  sind;  aber 
diese  Verschiedenheit  sich  immer  mehr  der  Gleichheit  nähert^  je  näher  n 
der  Grenze  K  kommt. 

Die  Reihe  f&r  r  hat,  wie  man  bald  fibersieht,  die  Form 
M  ^-.  >i  •#  j_  J      »inSyii  _,    j      sin4yi<  _.    j      sin6yi<  j^  m      sinSyii    , 

Setzt  man  hierin  f#  =  iniC^  also  v^stnL^  so  fällt  der  periodische  Theil 
weg  und  man  erhält  mL  ^=  A.mKj   also  A  es  —^  daher  ist 

Wächst  u  um  2t£'  so  niufe  v  um  2f  iü'  zunehmen;  oder,  setzen  wir  zu- 
erst ui  statt  ti  und  vi  statt  v^  so  mufs  in  der  Reihe 
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V  in  v-\-2L'  nbergeheu,  wenn  «  in  u  +  2K*  verwandelt  wird.  Hiernach  ist 
»+-«1.  CS  ^C«+Zli;  +  ^i.         Q{„2i7£'  T^- ^ifi^ÄJ 

^^' — eiHrfK?     +•••• 

Wird  hiervon  die  anfängliche  Reihe  snbtrahirt,  und  beachtet  man,'  daTs 
e>inA—einB  ^2em^(A^B)(io6i(A+B)  ist,  so  erhalt  man  nach 
der  Division  durch  2  die  Reihe 

+  J3.6og(6)i«+6)jJBC0  +  .-.. 
welche  zor  näheren  BesUmmong  der  CoefGcienten  Aif  A^t  Aj  etc.  dient 
Da  der  Werth  der  Reibe  von  der  GröDse  des  Argumentes  «  unabhängig 
ist,  so  kann  man  auch  u  veai  K'  vermindern  und  -^  statt  u  setzen,  wo- 
durch man  erhält: 

~^Ä^^  =  4i.Soött  +  J,.<Joö2ti4.^,.€oö3«+^.€oö4tt  +  .... 

Nach  S.5S.  der  Theorie  der  Potenzial -Functionen  ist  aber 

^  BS     €oö«—     (Soö2tt+    6o63« —    6oö4ttH — .... 

0  =  l'€o««— 2'6ol2tt  +  3*6o63a— 4'€o«4ttH .... 

0  =  l*6o«tt— 2*€oö2tt  +  3*eofi3i»— 4*6og4ttH — .... 
0  =  l«€oött— 2'»€o«2«+3«eoö3t«— 4«gof4iiH 

U.      8.     W. 

nnd  moltiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  2  Q,  die  zweite  mit 
2(^1,  die  folgende  mit  2(^2,  und  sofort  mit  2(?,,  2(?«  etc.,  so  erhält  man 
durch  die  Addition  der  also  gebildeten  Gleichungen: 
Os=2(ö+l'(?.+l«(?,+l«ft....)So8u— 2((?+2»ft+2«ft+2«(?,....)€o<2ti 
+2 (ö+3»ftH-3*(?j+3«(?, .  ..)6oö3tt—  2 ((?+4'ft+4*ö,+4»(?,. .. .)  €o«4ti 

Man  leistet  also  der  vorigen  Bediogungs- Gleichung  Genüge,  wenn  man  setzt: 

-j  _  K.L'-L.K' 
V ]c  » 

A,  =  +2(0+  ft+  ö,+  03+  Ö4  +  ...0, 
J,  =  — 2((?+2'(?.  +  2*ft  +  2''(?,  +  2''Ö4+..-), 
^,  =  +2(ö+3'A  +  3«(?,  +  3<'(?,  +  3»(?«  +  ....), 
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A,  «  -f  2«?  +  5'(?i  +  5*(?2+5^(?3+Ä'(?4+...-) 

u.    s.    w.    : 

Die  Gröfsea  Q,  Olx  (?af  Qs  etc.,  welche  in  den  Ausdrücken  Ai^  A^y  Aj^ 
A^  etc.  vorkommen,  hängen  von  den  Modaln  k  und  \,  oder  auch  von  k 
und  a  ab.  Will  man  jene  Grölüsen  bestimmen,  so  geht  man  namhaften  Weit- 
läufigkeiten entgegen ;  vroraus  soviel  hervorgeht,  dafs  man  lieber  umgekehrt 
da:^  Integral   . ; 

^  /*_ dng.  du 

0  ' 

dadurch  berechnet,  dafs  man  aus  k,  a  und  u  nach  den  Formeln  des  S.  214. 
ami?  oder  amct?^  oder  auch  die  Modular- Functionen  von  v,  und  hier^ 
aus  das  Argument  v  selbst  nach  den  Formeln  $.  ÖS.,  $.  57.  und  8.  58. 
herleitet. 


S.    816. 

Die  Goiyugirten  Relationen  unter  den  Amplituden  und  Modular- Functionen  der 
Argumente  u  und  t;,  wenn  die  Moduln  jener  Functionen  das  vorhin  gegebene 

V^erhUtnils  haben. 

-,,-.,                /*        cnu.du                 r  diiÄsnctt.dM 
\on  dem  Integrale   v  =  l—pi — i i~r  =  I   jr    % TT"' 

o  0 

Wir  erhalten  die  conjugirten  Relationen  dadurch,  dafs  wür  durch- 
gängig ui  statt  u,  ai  statt  a  und  rt  statt  v  setzen,  indem  wir  zugleich 
jeden  Modul    mit  dem   conjugirten  vertauschen.     Die   früheren  Modular- 

Gleichungen  K^^kanca  und  7^'=^  3 —  verwandeln  sich  dadurch  in  K'ss 
k'snc'ai  und  ^  =  T-r-^»  «der  Ä.s=A:snca  und  \'  =  j — •    d.  h.  die  Mo- 

dn'  ai^  Qua 

dular- Gleichungen  des  S*814.  bleiben  ungeändert.    Die  Gleichung  sncvas 
sncti  verwandelt  sich  nun  in 

1.      dnt?  =  dnu, 
also  ist  7^sur  =  Ar  snti^  und  hieraus  folgt 

sncr 


2.      snv  SS 


snca 


Hierin  verwandelt  sich  auch  die  Formel  (5.  §.  214.)  unmittelbar.     In  glei- 
cher Weise  erhält  man 
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^        .  inu ' ;^.-   ■   ':  ■■■■  uku  ■  ■    '      ■ 

'•        .   *^  ™  Mic«V"(l— l/*tn»ate«ii)  ~  V^(cB>u8iicU  — sn'uCBC^a) 

■  snu 

V(snc»a  — sn»ii)  ' 

4.  «.c=V(l-^). 

i  ifc  X  k 

Ferner  ist  j^cncrss::  -pcncu,  und  da  -t7c=:  — cna  ist,  so  findet  sich 

5.  encr  =  ,     also     sncr  =  1^(1 ^1. 

Die  Formel  (8.  S-  814.)  verwandelt  sich  nun  in 

6.    .£aint?  =  i^(?am(ti  +  ö)  +  Sain(ii — ö)). 

Difierenziirt  man  die  Formel  snr  =  — ^.   so  erhält  man  cnvdnv.dv  ;ss 

snca 

,  nud  da  dur=duti  nnd  cni?=— ^ ^  ist,  so  ergiebtsich 

snca        '  snca  '  ® 


■'■  '=A 


enu.du 


V^(snc*a  — sn*«)* 
Da  sich  die  Formel  sni?==-55ü  in  cuct?==  — -  verwandelt,  wenn 

k'u  statt  u,  k'  a  statt  o,  7v.'r  statt  t>,  \r^  rtatt  k  nnd  —^  statt  \  gesetzt  wird, 

und  die  nene  Formel  mit  (5.)  äbereinstimmt,  so  ist  die  Zulässigkeit  dieser 

Abänderung  dadurch  bewiesen.    Hiernach  verwandelt  sich  die  Formel  (6.)  in 

8.      S(i;r— amcfi)  =  i[S(iT— amc(ti  +  Ä))  +  «(ir-^amc(ii— ö))]. 

Die  Formel  (7.)  verwandelt  sich  zunächst  in  K^r  =o/^/"^'''^'^^  ■  ,  und 
^    '  J  y  (cn*a  —  cuc*w)' 

da  \'=5j —  ist,  so  ist 
dna        ' 

H  ^^    /* .  Ana  snCK.c/K 

*"""*/  V"(cn*a  —  cuc*m)  * 

Es  kann  die  Integral -Formel  S*  815.  auch  sogleich  abgeändert  werden  in 

III.        V  —  ygaca  V"(l— A'»tn*atii^i/)  • 

0 

Der  Gleichung  sn  r  =  — —  gemäfs  ist 

t?  =     1/     Tür     ti  =     JiC, 

V  =i2L     für     II  =  'IK, 
11.     {  t?  5=  3Zi     fär     u  =  3iC^ 

V  z=z  iL     für     11  =  4iC 
u.    s.    w. 


404  S'§  jp  h  9  »  •  h  n  t  €r  *^  h  ^  c  h  m  i  1 1.      §.  1217. 


"■\:% 


Der  GleichoDg  dar  =s  dn  ti  gemäb  ist 

r=     li+   iL'     «r     11»    'ir+  ik'  und 
Äil^  +  ntt'     für     u  =  müC+ntJS:', 
venn  anter  m  uiad  n  ungerade  Zahlen  verstanden  werden.     Audi  folgt 
noch  aus  der  Gleichung  snr  =  'Sica''   ^'^^^ 

V  =:    iL'      fflr      tt  =     iK'y 
«  =  2fJL'      fflr      u  =  2tK', 

u.  s.  w.  ist. 

Die  Gleichung  dnr  s?  dn  ti  ist  einerlei  mit  cos  am^Ä.t^  -jj  s:  cos  Bm(ku,  — ) : 
daher  ist 

14.      am(A;r^y)  =  Bm(ku,—^ 

der  einfachste  Ausdruck  des  Zusammenhangs  zwischen  u  und  v  mittelst 
der  Amplituden« 

Die  Umkehrung  der  ursprünglichen  Relationen  unter  den  Argumenten  v  and  u 
mit  Moduln^  welche  das  frühere  Verhältnils  zu  einander  haben. 

Von  dem  amgekehrten  Integrale   u  =  / — n — >..  .  ,^  .  .« , — r-r  • 

o 

Zur  Umkehrung  der  in  $.  814.  entwickelten  Relationen  unter  den 
Functionen  der  Argumente  u  und  v  ist  es  zweckmäfsig,  noch  ein  Argu- 
ment h  dem  Argumente  a  gegenüber  zu  .stellen  und  die  Functionen  des« 
selben  auf  den  Modul  Ä.  und  also  auf  V  zu  beziehen,  wenn,  wie  zunächst, 
der  conjugirte  Modul  zu  nehmen  ist.    Wahlen  wir  das  Argument  b  so,  dab 

1.      am^d  =:  amm^ 

so  ist  auch 

2.      6ü*b=isna,     cn'bcsscüa,     tn'b^stna. 

Ferner  ist  \'sn'ft=  "j~^>  oder  auch 

iVsn^^s^cnc^^    dn^6  =  6uca,    snc^i^^dnn^    enc'is=  Asna^ 
K'  sn&b  =  k',        dü&b  =  k,     oder     k^^. 
Vergleichen  wir  nun  die  Formeln  des  S.214. 


dn'6 


Ä.  SS  A  snc a    und    V  «=  ^^     mit     Ä'  =  \'  snc'fi    und    k  =  ^y , 


iS:  €  e  h  $^zy «k  Av  11^  #) e  K\  \4  ^s  a  k  ik  i  t: U    \  §4  SIT. 

60  babeu  wir  den  Lehrsatz:  Vertamtkt  n^qn  a  mt  b,  so  mufs  mim  ßMch-^ 
zeiliff  hmf  J^-.  ¥9d  kmit.K  tmpiiuchm. r   ..,.,.      ,  -,.,«.      ir,  ...1...  \  ...<; 

dna 

17=75 — r5 — i J"^  *8t>  ®^  Wt  f^^^  o  uav  ssB  57=7; — — — j— r^ ,  folglich 

i    (1  +  \'  tu'^*  sn'  r)  (1  ~  *^  8D^ii  sn'u)  =  1 ,  oder  aqpji 

Diese  Formel. druckt  den  Lehrsatz  ans:  Man  darf  v  mit  u  und  K  mit. ff, 
also  K*  mt  kf  vertimsehen,  wenn  man  a  mit  hi  vertauscht. 

In  Anwendung  dieses  Lehrsatzes,  wodurch  eiiie  Bieciproeitat  aus- 
'^drdckt  wird,  lassen  sich  fdle  Formeln  und  Bestimmongdtf  des  S«  214. 
sqfort  umkehren,  wenn  man  nur  beachtet,  daCs  wegen  der  Vertauschung 
der  Üiodnln  K  nud  k  auch  die  Quadranten  L  und  K  und  L*  und  K*  mit 
einander  vertauscht  werden  mössen« 

^  ,B^  der  angezeigten  Veränderung  bleiben  die  F^^rmela  (4«  9.  iM4i) 
.nogpan^ert*.  Die  Formel  tut?  s=  dna  tnti  verwandelt , sich  jn     .  .      .;i:    .\ 
.  tut;  *  •  X         ^  snv 

[dnctfss ^    Aabi —  ^^  anc'b  docr  ^(l  +  K'tn^b  sn'pjj. 

Die  Formel  (8.).  yerwandelt  sich  in 

$»    .  *m  «  «=r  i  (am (o  +  *»)"+<  amC» — {^ »)) 
und  hat  nun  also  eine  inaginäre  Form.    .Für  «p  =  L  ist  »  =  K,  für  v  ss  2£r 
ist  tf  =  2  HC  u.  s.  w.    Pemet  ist  ftti  .  *' 

»   «..:,f (£,'—,*),.    ■.•.».«    ■*«',.;)    .     .':U.-^       ^'1 

v^2H^'s    .  «  =  2i.KV    .    >    ..,,    .. 

»  =    «(3L'— *),        M.Ä  3»äV, 

_■■;         ä..  s..'W.^^-/'^  / 

Das  im  $.  215.  edt^rbkelCe  fntegral  T^rwaddelt  sitih  abef:  in 

'■''  —  T       ''-■    «rt>  -  =^^  '^  . 

Obgleich  also  der  Zusammenhang,  zwischen  u  nnd'V  so  yerwickelt  ist, 
däCs  weder  c  -darcb  t^  nooh-uagekehit  «  durch.«  sioii  ht4aem.a<M|diNlciken 
IftMyjrar  iMIde^iiDck  A»  IKffuMiizial-l^iQhpng  wog^l^ehrt  WjoNep;  >    , .  ; 
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'^         S^chi  zehnter    Ahschniit.      §.  218. 

«••18. 

Die  Umkehiong  der  conjagirten  Relatieiiite  4'Alifr  4en  FünetiofiM  ^ef  Argumente  ^ 
^^Qod  ^y  t^ren  |f[o4i^n  das  frühere  y^aftnib  zu  eiiulvd^  Ymbem  \ 

_-       #  A^  •   1^  /*    dn'fc.cnw.dw  /*    dn' 5 . snc v . dv 

Vom  fategrde  «  =y^(,_^„..^  ,„fc,)  =;Mi-W*6cn«',)  ' 

0  0 

AüiGlh  die  Formeln  des  §.  216.  köniiefi  iu  Ajiweddan^  des  ia  $.  817. 
bewiesenen  allgemeinen  Tbeorenis  sofort  umgekehrt  werden,  ohnedafs  der 
durch  die  Formeln  $.217.  ausgedrückte  Zusammeuhan^  zwischen  deu  bei- 
den Constanten  a  und  b  dadurch  verändert .  wird« 

Da  nämliQh   K^an^b  e=  !i^!^  s  oDca  lel,  ibq  ist   K^Bn^b.inv  ss 

dna 

7Z — u*7i — i./«w.» — r-r-T>  oder  \'sn'5  tnr=:r7=-i — ^.^  ,  .    .  >  v  ^  "***  al^o 

1.      (l+V^sn'^Ätu^r)(li-*^tn^ir.ttfii)  t=*  t. 
IXese  Gletdnktig  druckt  aber  aus,  dafs  tr  mit  r  Terlauscht  wird,  wenn  man 
k  mit  Kj  k*  mit  K'  uhd  a  mit  bi  vertauscht.   Hiefnach  bleibt  die  Gleichung 

8.      dnti  sc^  dnt  •!  :\: . 
ungeändert.    Ferner  ist 

snii  =  dn'*.snr,    cnii  =  /^dt-dn-b sn^r),    tnii «  ^^^^l^";;;^.,)- 
oder    tu  tf  = 


V^(l+A'»8n'*6ln'*v)' 
4.      cncti  =  cn'ft  euer,     snc  ti  =  /"(l — cn'^Ä  cnci'r)^ 
6.  Samii  =i=  i[?am(t?  +  &t)+!^ato(»— Äf)], 

6.      am \ku,  ~)  ==  am  (\m,  yj . 

Die  Formeln  (7.  und  10.  $.816.)  aber  verwandeln  sich  iu 

7     M  s=  /^    ^'^^^  CBv.dt;       ^_   /*    dn^&8netf<dtf       /"  dn^6.dty 

y  V(l— dn»  6  sii»i>)  ~y  V(l— cn'»  6^,cnc»t;)  "^7  V^(l+i'»sn'*6Ui*v)* 
Ferner  ist 

tt  s^     jBC      fiär      r  =     L-^bi, 

u  =  2Ä  für  r  =  2//,  ^ 

^      ,  ti  =  3Ä  für  t?.=  3Zv— ftf, 

®'  ^  ti  =  iK  für  r  =  4JL,  - 

u  SS  5iK  für;'  v  a  5Z^— ii 

Uk     S.    '  w.  ^ 

Aä«1i  !sl  fiBs^üC'  för  t>z±LiL'  md  cit^JC44idK^  Ar  r[»l/  +  t//.    Die 
Formeln  (8.)  gelten  Vereint  mit  dM -ifi^orMeltt  (M;  i$^.  tS7i)^'^daiier  f;okoMn 


folgende  Wertbe  Bofii^piiien:  ,.  ,..      >   .  •   •  ' "'  . . :  ■'    - 

■irdsi-  Ä,  '-^  ^'"  »  =3.  "XVJt,  ■'■*   ^"  •■  ^■''^-'  •-'''• 

«  r»  3iC+ «7/  '    ^  =  äü,; 
9.    ^  if  CS  3JiC^  »  s=  3Ii±4i, 

■«»«4Ä,  :/'       »  =  4X,     •' 

tr  ^  5IC,  .    V  =  5Zi±  Ji 

•■■■!':  ••  ••.    vr.    •  '•«    •     ■■■y.' '  :  .■,.  •.-  <:\ 

..../■■..    s.  219,   r  ,i".'.:""'.  ■;   /■■■ 

Ein  neues  Geschlecht  von  Integralen,  welebe  a^  i^  ,I|Iqdalfr.-;Int0grfde  dar  SWeM^ 

Art  darstellen  lassen. 

Wir  befassea  ans  zimflohst  mit  denjenigen  Uitegralen,  welcbe  sich 
als  Modular- Integrale  der  ersten  Classe  dacst^JUep  tUussjpn.  Nach  S.  118* 
ist  mit  Beziehung  anf  deii  Mödol  Ky  woran  schonf  die  GröCsen  r  and  b 
erinnern,  ; 

«/-,  JL\  P  1*  tn^ft  dn^6.sn*t;.di; 

.....   ...  ..'^^'y]Tj(,iv^^^^ 


'*  .  '-Wir  !  I 


^^'^J       y  dn'ft(l+;Vtn'»6,8n»v)'     . 

0  ..\,r  - 1     ■ .  .       . .       .     .    ■ : . ;   1  -  •  ' ;  ■ 

nUD    nach    %  »17.     i^;^,  tn"fr8n«i;   '^  *'^*'  W^;ir'Wi*» 


nu|i        '■  •     ■■•  ^'•■'  •  „• 


l^A»>n^»6nn».v„.."'  K(^r- *•*.«»'«»  an' ^)  ' 


J 

.dn.*».<fv     ■  ^a.dp*«'d«  '.  ,    ." 

Moltiplicirt  man  die  erste. fe^6Ieie|^uo£en.D)tt  r— -m^— ,  weicliej|i  padi 
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■^^fiß  S:tph^^nfkßtfr.\Ah4cäitilU'  §.219. 

«.«17.  gleich  —^  ist.  die  zweite Gleichnngäbötttöf^^ri^^  mid 

die  dritte  mit  ta^b^'bfs-^^  so  erhält^  man,  ^vdi  die  Integration  die 
drei  Formeln  .     ."  .     ^  jc*^ä:«i^}ij 

is{v,b)  T=./vr<4;^i;;;,:^^,i)> 

I    .  0      ^  ■.  ■' 

in  welchen  die  Gröüsen  fi  und. r^  jm>  wie  n  und  b  nach  den  in  $.2i4.  and 
$.217.  entwickelten  Formeln  von  einander  abhängen. 

Vertauschen  wir  in  diesen  t^ornieln  K  und  k,  u  und  v^  a  und  bi, 
flh>  erhalten  wir  die  teciprokeii^  Formeln 

in  welchen  der  Zusammenhang' zwischenrti  und  v,  zwischen  a  und  b  und 
den  Moduln  \  und  A  derselbe  ist,  wie  in\  $..814.^  un^  S-  817.  Die  drei 
Modular-Integrale  haben  den  Modul  Ar. 

Vertauschen  wir  in  ded  Formein'(]\)  die  €onjugir(en  Module  also  k 
mit  k'  und  K  mit  K',  indem  wir  ai  statt  a,  bi  statt  b,  ui  statt  u  und  vi 
steit  f?  seteen,  so  eiiialten  wir 

1  ü  '  \ ,      snc*  a/ 

i  p  »^  \        snc*  a/ 

'n/'     M  /*         ina.4n?u.rfii  ^  ,jt^    taa.in^u.du 

^  ':o"r\        snc^a/ 

In  diesen  Formeln  beziehen  sich  die  Integrale  '^S(t?,ft),  ^(r,  ft)  und  'D(t?,i) 
wieder  auf  den  Modul  K  Den  i^usammenhiinff  zwischen  u  und  t?  drucken 
l^ie  Formeln  S«916iMio(i  die  $.  S18.,  ^n^.^  Der.  Zusammenhang-  zvnsdien  a 
üHä  ^;"X:'und  A,  V  and  Ä'  abeir  %f  derfröüei^e.  "  '    ''    '  ' 


■  jSt«.«  A  #  C.e.A,«!  tjtT\;^>»  P  tt  »  i  i  U      §.  220.  4ßß 

Durch  daräefte  Ver&breit  '^rwanddn  sich  die  Votmetli  (8.)  iu 

0  •  0 

In  diesen  Formeln  ist  der  Zusammenhang  zwischen  u  und  t;  '^eder-do;^ 
sellie,  wie  in  $.  216.  und  %.  »18. 

' '  '^  dn     <? 

1— t*m«aan*M'^**^  dnrcJi  Bfaltiplicatiöp  und  Integcatioi^t. 
.     .  •  .,  /*         dnada'M.du 

Ans  den  Formeln  du  =  — .»i/^/^'i  aw  /^r — r^  ^nd  du'«  =  ^  ..^^  /A^> 
folgt  anff^eiche.  Weise  die  reeiproke  Formel 

Der  Zusammenhang  zwischen  u  und^  t?  in  diesen  Formeln  ist  derselbe  wie 
in  §.  «14,  und  %.  «17.      Aus  den  Formeln   rft?  =  W-^^^- — i^i  «n^ 

•         •^     _        -  Y  (suc*  a  —  SU*  tt) 

dnt?s=dn«r.$.  118.  folgt  \ 

7.        €iv:=J^ 


ir(snc*  a  —  sn*  u)  * 

Die  reeiproke  Formel  ist  also       "  -  ■      ^ 

Tq  I  /*dn^6  cnt;  dn'v.'rfv 

Der  Zusammenhang  abwischen  ti  und  r  in  diesen  Formeln  (7.  und  8.)  ist 
derselbe  wie  in  %.  816.  und  §•  218.  Die  Function  6lr  bezieht  sich  auf  den 
Modul  \2=Ä:snca  und  die-Functioq  dii  auf  den  Modul  kssi-j-n:* 

$.220., 

Reihen  für  did' Integrale  /    -^i^.dMMu  and   /    u.damu. 


i:; 


jDifferensdurt  n(an  das*Pj^dnct  jir.amgt^^  so  .^ält  :itnaa  J(ii«aactf) 
ti*  J  amc  ti  -); ame«.  ^n/sdaifer  ist  rückwärts : 


*  r:c> 


47i  Seehsiehnter    Abschnitt.      §.  221. 

Die  beiden  ersten  von  diesen  Reth»i.  convergiren  rasch,  wenn  k^em^u 
öder  nicht  viel  >isiini9k*  ist; 'die  heiden  letstten  convergiren  nsbh,  weiur 
Xr^sini«  ist  ^.ni-i;  :;.,;■ 

S.  881. 
Merkwürdige  Auadrficke  fuf  elii  ^snd  ^Ic  ii* 
Setzt  man  iBS/96.  die  .willl^ärliche»€)rörsenft^s     a'ss^^Qy  &s?Q  uiid 
a'  SS  1,  so  erb&It  man,  der  dortigen  Formel,  ada' — a'da  =  ^(ia' — ay).- 


kJf* 
gemäfs,  KdK'—K'dKsss-^^r.j^,  und  wird,  wie  früher  in  g.  175.  nnd 

gesetzt,  so  ist  dv=s\7r.- jp— —  >  «'so  ««'=?-^^2ä/  JSF>»  ****' 

aud  also  rfickwärts  dk,^ ^.kk'Kdv.    Wird  dieser  Werlb  indeiiF<M<- 

mein  $.93.  substitoirt,  so  erhält  man 

dK E  —  J^*K  tf-g      ,  1ff*{K^S) 

4       .       dK'      __        Jg^—  fc«  K  dB'      __  .      t«(y^J£^ 

*•     ^    ^öhT     ""  IF^'       •      4v  .    ~"         '~^^"       » 

'd(g— g)  __  _  k*.E  d{K'—E')  _  k'KE' 

Ferner  ist  »J  =  ^>  also  rf»)  =  — l»".^;  al^io  ist 

dv  -Jfi  TF  gy   * 

«^     I     A    AA    »^     f    rf"  ^w — k^snusncu         ^  E — eleu 

Nach  $.  9a  ist    *.—  =  — 1«  =  — j^ II,    wenn 

amü  als  constant  angesehen  wird ;  daher  istnnter  derselben  Yoranssetsinng 

^         du  ^   k'^.w-iE-  eleu) 
du  f]^ 

Addirt  man  die  Gietchungen  -j-^  = und  -^  =± ?!i?, 

SO  erhält  man  ^  . . 

d(fyii)  _  eleu E{K--u) 

dv  fj  \n      ^  \ 

Da  1)11  sas !«;  —  ))  (Jf— 11),  also  J(ijti)s=  —  <i(j}(Ä:— ii))  ist,  sp  findet  füA 

■  ^<y(iy(Ä— u))  _  eleu  _^  EjK—u) 

■,■■■•'■="•  / 


Setflst  man  in  dieser  Gleichung  K^u  ^tt  u,  so  erhalt  man  ^^|^^"^  = 
—  —  rr^  unter  der  Vönnissetziing^  daJs  amek  cöifstant  isL  und  also  rückwärts 

;    i  ditf  ?m^tir--^ij.^^  ^für   .aoiett>s^^6oiR9t.-*andi'i 

ieicti  =  Ä  — ^ti+1).-^    fuf    am«  =  const 

Es  ist  nicht  gleichgältig,  welche  Ton'aen ' beiden  Gröisen  ämti  und  amcti 
als  Gonitant  ^gesalwa  wiMi.da^as  Ptodsct  taAgamctrc»p*^^i^  «hd -alsc^ 
von  r  =  fjK'  abhän^gt  ./ 

Da"tr.r'«aT)\  W  ist  ^t>  =^  (iT)\=^4V^  = -^ 

&     ju;^^-elc>i-y^^  arim  ^  const^  '  \  itii^or 

r:     ;   .;    ,  dK  J_  ■B^^**^*;K::-  .,     ■  >'...■      ;'•  -i.l     ■.; .  :        .    '■■.//     ;,'jl- 

-   .    dti:  ~,      Y»       V  ...       ■■     -      -.       -.^i     —   =v.    1-,  ■:.■.■.:..?    :d. 

6.         -7-:  =  TT für    amcti  s.const. 


dw'  .     17' 


=  -V^J^ 


Vertauscbt  man  in  der  Cieichüng  /SO^ie' conjuen^  erbalt*  mau 


und  da*  der  Formel  (6.)  gemäis  S—ttjs=:  ^  "■    — ^.  ist,: so  erhält' man  doBcfa 
Addition  _^  t-  •<:    «hu 


oder  rückwärts        ,  !   i  .  -     " 

Setzt  man  in   dieser  Gleichong  K — u  statt  «,   so  erhält  mau  elbtt  n:i 

(i-£)(ir-«)+ ,'.i!fe^>  =i(f-f)K+,'-^(i-|>_,'.^'ö, 

und  da  1— ^-^^'c;=— -^-,  »ieiQ  ,(l^  J')iC=>--Ywt.  »o*MI**Wäo 


.^; 


474  S».ek9Z»hn4tr    Ab  sthni*t^  '  ^  SSac 

Reiben  für  die  Integrale  /-— elM.4  ameu  iipd  /elciif.^d  em.iv. 

W»cb*Mt..*.-|.»-,.^,  We»r-,K«  orf 
amotf  als  constant  angesehen  wird,  ao  ist  aaeb 

—  eln.rfamc«  =  ~|i<.JaAicii+ii,i^SiO^~iL  nni  ^ 

0  0  0 

Das  Integralj—fju.dmnou  wurde  schon  im  8.,S|M)i.  ^ntniiclLelt;.  d«(Iqr 

0 

tegral  y*  ,<^(?"M^°^"  ^,.  Ij^n,^  imf  z^mi  verschiedene  Arteo:'  germi- 

0 

den  werden:  man  Icann  ^entweder  J(i]fi).amo^tf  nach  u  integriren  und 
das  Integral  wieder  in  Bezieboug  auf  r  so  difl^renziiren ,  dafis  u  ond 
1)11  als  conqrfjM^  betinffibtet  weedea,  worauf  man  durcK  4t>  divfifirt,  oder 

mau  kann  auch  zuerst  das  Differenzial-Yqrhaltnils  ..r^^—  in  der  aj^gege» 

benen  Weise  eotwick^ln,  dieses  dapn  qiit  d(fiu)  nmUi^liciren  und.  integri* 
reu;  neide  Verfohrungs- Arten  fahren  zii  demselben  Resultate. 

ist,  SO  ist 
dwneu^_       ^  fiani2v . bui^iju ^^^  aganfl4t;.ßin4iyii     ^  Z^nj^v.rinßfpi  , 
"d^iT"  — "^^^        Öoi2i  ^'        doHiv    ■■  ~^-        «o»6i;         '      '•••'» 

und  also 

/»  d(yi/)f,4amcM 

0 

.        ^  Son92i;.gin^iyM  ,   ^  Sanfl4i;.sin^2iyii      «  Sanfl6i;.8in*3iyM  ^^ 

Substituire»  Wir  auch  Ü»  zweite  tou  den  Bei^^  (5..  S.  SSOi),  so  erhal- 
ten wir 

!•.  J'T^eLd.vncu  e» 

2JJ<,^      ^^^    v^,      ^*w»   ,       Bin^i^M  8iii*2i;.M      ,      sm^Sf/u      ,     Bio?4[f]u   _^         \ 


Diese  Reihe  hat  eiuen  hohen  Grad  der  Omwekg&tky  mMm^^^m^Wht^ 
A  <Csia^T  ist   Vfir  («rhaltei^  noch  so^eich  eine,  ähnlich^  Reib^  wenn  «vvir 

kf 

jj^ 9    w^   iL    «u    ^     ««-    ./    .»     ^ 


^<  statt  ff  und  t7  statt  desModnls  k  setzen;  dadurch  verwandelt  sich  el^ 

kr  ^  ^  :. 

io  £=^,  also  '^  in  ^  Und  V^Ä  ^5  daü*  ethalten  wir 


^.  0 


9.    ,J    m — elcfi),rfaintf 


,  2y  ganfl2i7JC''.  gm*i7u  ,  2ySang4<?y.sin«.g»;ii  >  2y  8ttnfl6yir'.  gin*  3^?« 
■*        l.(ioi2fiK'     ""*'  '    2.6W4"i^JS?  ^     "^;       b.eode^iC' 

Makipliciren  wir  ^ie  Gleichung  (7.  $.  21^1.)  nut  — d,»mcu,  so  entsteht 
Da  najßh  f.,S%0,       .    .-,  .  :, .;,::.;:..,,•./.;:, ^   ;  -.  ;ii 

0  .  ■  •  * 

ist,  SO   lÄt  N. 

/'^      <i(i2u).dainctt 
dv' 

dahör  erhalten  wir  dnwh  ZttötehiMftÄsötfcattg      -   r.  .    »v    ^  ;•,   r   : 

3.      /  —  elif.aamcti  :^    .        .« 

«       ^**     amc«;j)«      i»-  @j„,/j5:  +3»-@ta3^      5»*®tn5,'ij:+ f 

.  .Qot^K. gin*  jiy^u  .  4^^  got3i/J8[.gin«fi?^u      417'  gotSy'g.gin'jiT^ii  , 

Der  Formel  (8.  «.881.)  gemäfsist  ^_elctt=  (l— ^)tt  +  ij'.^^\  also 
i8t/"(ß-elcu)  Jam«  =  (l^  §)/\.dsmu  +  ^f  ^^^{j *""  = 

^^^-y"<».rf«n«»+^/''  '^(^^)f« "".  DadieBeihe(3.«.««a)aach 

•  "  60» 


UbolHaiiftetelU 'WerdMLikaon: ;-  -i.li   '.■.'>  fy^'-->  n-.;«    ..<!   •>;';  '1   •...' 
80  hat  man  •  v 

/  0  ■....'«,-   ^      ■ 


Und  also 


4.       /    (Ä — elctt)Jamfiss 

Die  Formeln  (3.  und  4.)  convergiren  rascb,  wenn  der  Modul  A^sin:}^^  iat^ 
imd  CHI  hat^  (vfv)  dieselbe  Bedeutung  wie  im  $.  ^220. 

Anmerkung;  Im  zehnten  Bande  des  gegenwärtigen  Journals  ist 
in  der  Abhandlung:  ^^Motus  corporum  coelestium  in  media  resistente  muoi 
Dr.^SoAiicke^  die  Auflösung  des  erwähnten  Problems  auf  die  beiden  Inte- 

-^u.damcu  und  /   — elti.Jamcti  zurückgefährt     Die  beiden 

Integrale  sind  am  angeführten  Orte  in  Reihen  entwickelt  worden,  welche 
mit  der  zweiten  von  den  Reihen  (5.  $.820.)  und  mit  der  vorstehenden 
Reihe  (1.)  abereinstimmen.  Aus  Rucksicht  auf  das  angefahrte  Problem  sind 
hier  die  zu  benutzenden  Reihen  in  gröfserer  VjoUßtänidigkeit  entwickelt 
worden.  Andere  Reihen  für  dieselben  Integrale  sind.am  Schlüsse  des  Zwei 
und  zwanzigsten  Abschnitts  hergeleitet  worden. 


l '  ■  .f 


J>^ 


S  i  e  b  s  e.  h  n  t  e  ,r    Ah  s  c  ii  n  i  t  t 

%.  223.      * 

xT^f  wenn  Jt  die  Fom  . 

A^Bx^^Cx^  hat.     ' 

y'*  dx 

Verstehen  wir  onter  m  nud  li  beliebige  positivei  also  unter  m^  und  n^ 
ebenfalls  positive  Zahlen,  so  kann  R  eine  von  den  Formen  haben ^ 

R  =       iii'  +  2mn7Ä?'  +  nV 

jR  SS  iii'  +  2mn7ap*+ii^a?* 
Ä  ao  iii'  +  2mn7a?'— -n'a?* 
jR  a  — iii*  +  2i»ii/y*'  +  ii^jp* 
JB  =  — m^  ^2mn'^x'^^^v^  x^ 
Der  zweite  £^»11  gestattet  noch  eine  Unter- Abtheilnng,  wie  wir 
nachher  sehen  werden,  je  oaobden  ^^  <  1  oder  -—  >  1  ist,  so  dafs  es 

also  sieben  von  einander  za  unterscheidende  Fälle  der  Integration  giebt, 
welche  wir  der  Reihe  nach  in  Betracht  ziehen  werden» 

Befassen  wir  uns  zunächst  mit  der  Integration 

dx 


fär 

7<1, 

fdr 

y>i, 

für 

7>1, 

für 

yga, 

i&r 

y$o, 

fär 

•y>i. 

-A 


V 

unter  der  Voraussetzung,  dafs  im  Ausdrucke  R  ss  m^ '\^7fnnyx'^ -^^ n^ x* 
die  absolute  GrÖfse  von  y^^l  ist,  dafs  fibrigens  7  positiv  oder  auch  ne- 
gativ, sein  dürfe.  Unter  dieser  Voraussetzung  kann  R  nicht  in  zwei  reelle 
quadratische  Factoren  von  der  Form  a  +  ß^^  und  a^  +  ß^^^  zerlegt  wer- 
den.   Stellen  wir  den  Ausdruck  zunächst  abo  dar: 


y"» 


^/,/(.+i.-i'+^^) 


4fB  SieizeknterAitehnitt,     $.224. 

ist,  wenn  t^}/~^^  gesetzt  wird,  so  werden  wir  1  +  — 705^  +  -^«^ 
mit  1+2(Ä'*— *')r+r»  identificiren;  lieraas  folgt  ^  =  ^,  also  ap  =  /^^ 
„nd  ^-ya^asC*«— Ä^/»=s(l— 2A«)r,  oder  y=l— 2*»,  d«  =  a/[/^, 
•»«>  ^y-  v1^-V'(t+a()k^*-)fc*V«4-<*')*^T^^    nnd  d»  fit  «  -  0 

^ssjpasO  ist,    so  folgt 


snw 


8.      k^f-^    und    *'=j/i±^. 

Vertaaseht  man  7  mit  — 7,  so  bleibt  der  Modul  reell;  es  vertanscbt  sich 
nur  k  mit  k\ 

rar  n  =  0  ist  dP  CS  0  und  r  —  0;  für  n  =  K  ist  o^  =  )/—  und 

y«^^^;  für  11  «i2JC  ist  4?  s«  ^  und  y«=^~j-  Setzt  man  7  =  co829, 

so  ist  *= sin  9  und  Ä's  cos 9.  Ist  das  Integral  y  =  f^,   >  1  o""   "^  ^  ■    >  ^x 
gegeben,  m  hat  man  nur  K — ti  für  tf  zu  setzen. 

Zusatz.     In  manchen  Fällen  ist  es  eweckmftfsig;  2m  ffir  m  m 
setzen.    Man  bat  dann 

y  =  ^7^     und     ar=y^.tiiiidnil«.|/^.^^, 

•^         Y(mn)  ^  n  ^  n    vacu ' 

und  die  Bestimmungen  des  Moduls  sind  wieder  k  =  \-^k^  und  k'  =  y^-^* 

%.  224. 

^^-  integrirt  werden  und  ist  im  Ausdrucke 

die  Gröfse  7  positiv  und  zwar  >1,  so  mausen  zwei  Fälle  unterschieden 
werden,  je  nachdem  -—  <  1  oder  >  1  i^tf 


1.    bt  ertten»  ^^<!lt  so  ideolfficire  man  im  Ansdracke  dyss 
die  Wanelgröfse  mit  dem  Neuner  im  Aosdrocke 


von  a»  =»  y^t_^^^^»*^,^j,>,«^  mr  /«=  «ni«/  dann  ist 

^  =  *<»     ond     *'(!+*')  =  ^7.*»,     also     ^-«-75 
Iu«raw  folfjt  aber  diir«b  Anflisnmg: 

Diesen  Formeln  gemäla  ist  für  ttssO,  «  =  0  und  x^^->  ^^^  trssiK  ist 
»=s  1/^  und  r=r  1/— .£;  nudför  tis2£  ist  arsO  und  r  »  l^-^.2£ 


mn      "  "        '  mn 


Setzt  man  7  =  ^;^»  «>  ist  k=:—£^y  oder 

*=.t«.ge    nnA    A'«^^.        . 
Soll  y  abnehmen  beim  Wachsen  von  *,  so  hat  man.oar  K—u  für  u  zu 
setzen.   Man  beachte  noch,  daß  /^^  =  ^^  nnd  V^^  =  |^,  also 

9i    Igb  xwritem^  ^^^>lj  m>  eritanere  mair  rieb«  dUBr  man,  'wemr 
tu 

<=i2)n'«  =  ^  ist,  dem  8- 17.  ^emäfe  « :*yl,-p_^^^-^,-^^  hat, 

die  Wertbe  von  t,  von  <c=  1  an,  wachsen  ohne  Ende. 
Vergleichen  wir  nun  mit  der  Formel 

qnd  setzen  to  dum  Endb  ^  =  i^  und  ^^^^f^—1-s^,  so  erhal- 
ten  wir  *=J^^.«,  5ar=  j/(^.ö«,.  also  r«i^s^-*^>  oder  y  = 
V — .ti^  und    JjL    =^7?  daher  haben  wir  nun  wieder 


4M  9le.tztt»4t)t,Jt.ntl>JtL.:  f.  at 

Es  Wt  aber  (ur  iisi  0,  iar  =y^,  y  =  0;  iör  »  sasf  isl  ;a?  =  f  dnd 

•^  '  «in 


mn 


Zusatz.    Will  man  einen  gröfscMlii  Mb^nt^  iJrit  dtte^ 
Argnmente  u  dem  §.  61.  gemäfsi  einfäfarea,  so  hat  man  in  den  drei  For- 
meln des  ersten  Falles  k'  statt  jt^ü  sui  setzen,  änd  also 

cN>,  dafs  man,  wenn  man  den  Modal  nicht  weiter  ändert,  abier  2  tf  statt  m  setzt, 
X  =  y^.Arsntisncti  und    r  s=s  V—.ku,   oder 

^  =  y  /i?  -:»snti>ancti .  und    y  =  V — .^  i    ^  .u 

erhält. 

Will  man  auch  im  zweiten  Falle,  wo  ^^  >  1  ist,  statt  des  frihe-^ 

ren  Moduls  einen  gröDseren  sets^a,  so  hat  man,  wenn  er  wieder  mit  Ap  be- 
zeichnet wird,  ebenfalls 

t.     ,=  ^».l/'+*»H, 

'  n    '  1  —  doow' 

3        V  es  l/ JL    *!ü  —  i/        2  J« 

*      •'^  "mn*  2    "~   »  i»»(l+y)  *  2  ' 

80  daCs  man,  wenn  mau  auch  non  2«  stMt  u  setst,  ohne  den  Modul  k  ss  ]/.   ^, 
zn  verändern, 

erhält. 


Siebzehnter    Ab§cknitU      §.225,        481 
8.  225. 

Die  vorgelegte  Integration  bezieht  sich  daraof,  daCs  für  ^.=  tnti^ 


0 

80  setzen  wir 


^Ä?^  =  k\t'     und     ^7:r^  =  (1+ife^)^. 


Hieraas  folgt  x  =  }/^.t,  also  dx=i]/~,di,  folglich 

Ferner  haben  wir 
^«i±*:!    also  l/-^-^^    i/_2_-2v:*^    i/y-i _!--*' 

und 

1.  Ä' =  y-v^(7'— 1), 

2.  a?  =  l/(^').tat». 

Diesen  Formeln  gemäfs  ist  für  ti  =  0  auch  x=zQ  nnd  y  =  0;  aber  üQr 

11  =  K  ist  a:  =  *  und  y«  A^)^^^ 

Will  man  statt  des  froheren  Moduls  A:^  dem  %.  51.  gemäfs,  den  nächst 
kleineren  einfuhren  und  ihn  wieder  mit  k  bezeichnen,  so  hat  man 

'y+i  'y+i 

.   |/m    t^tnii  ___  |/m   cnc«  |/m    |/1 — snc2w 

~"  '  »  *  dnü  '  M  '"cn«    ~*  »  w  '»  l  +  8no2«  ' 

y    =    }l—.k'U   =    «]/— ;^T-r. 

"'  '  m»  'm»(l-f-y) 


61 


48B  Sieizehnt9rJi$ehHitU     §.  226. 

S.  22«. 

Die  Int«g«tioB  r=/y-(,.^2,t%,_„,,.)  ßr  r^O. 

Setzt  man  «=  cncti,  so  ist  « =/r(ifc/»+(fc«it»)Tr3rfc«-1ö  **^^' 

ist,  so  wird  man 

"ST-* JF — ^     """    "^r  -  TF-' 

setzen,  also  x=z]/(^.f  ond  da;=  ]/{^)-^f»  mitbin 

Da  anCserdem 

ist,  so  findet  mau 

Y  =  /'(l  +  7^-7,     oder    A  =  /•(l  +  y)  +  7, 
also 


3.       y=:]/m,u  =  -^ 


.«. 


Hiernach  ist  fiär  «  =  0  aoch  o;  &=  0  und  v  =  0:  für  «  ==.£  aber  ist  «  ss  l/— 
und  ys=[/(^.Ä,-  für  «  =  2Ä  ist  *  =  0  und  y=  j/(^).2Ä. 


Siebzehnter    AiteknitU     §.327.  483 

8.   827. 

Nach  S.  17.  ist,  wenn  ^  =  ßn'ii  ==  -j;^  gesetzt  wird, 


enii 


und  da  y  =  — 

woraus  a?  =  v'(^|).^ folgt,  also  a*  =  f/(^.a(,  folglich  y=l/(J^j).Ätt 
and 

"^     2**'   »     « 
also 

X  =  *^(l  +  y)~y    oder    ^  =  »r(l+f)  +  7. 
Daraas  folgt: 

.,.  *=:/^±^fe)  „od  *'  =  /i:i^^, 

Für  tf  =  0  hat  man  also  x  •=.  )/(^')  und  y  =  0;  fär  u^K  hat  man 
aber  ar  =  *  nnd  >'  =  |/(— ).Ä;   für  tt  =  2Ähat  man  ar  =  -j/'^  und 

Anmerkung.    Setzt  man  in  %.  £26.  und  S.  S27.  y  =  —  cot 2 6,  so  ist 
Ä  =  sinfl     und    V  =  cos  9,     also    -j^  = 


«1* 


484       Siebzehnter    AbtehniiU     §.  228. 

$.  228. 

Die  Integration  yss/Lr .  ,  .    ^ — j -—  für  y>l. 


Wird  tssdnou  gesetzt,  so  ist  k'du  — 


dt 


und  da  Sy^—j- — -— —  ist,  so  wird  man  setzen: 

^  .X   —     ^„     .«      nnd    — -j^. 

Hieraus  folgt  x==:]/(^).t,  dx=:.]/{^).dt  und 

7  —      2*'     ' 
ol««  l/    2     _  2VJf      i/    2     __  2Vft'      i/y— 1        1— ft'  . 

2.      -=l/(^).doc«=  1/(^1^, 

Hiernaeb  ist  füir  «fsO  die  Gröfse  a;=s)/(^  und  x=0;  für  tf  =  £  ist 
ar  =  l/(^^)  und  y  =  l/(^).Ä  und  lur  *  =  2JS:  ist  x=  j/(!^)  und 

Will  man  siatt  des  fraberen  Moduls,  dem  S«  51.  gemars,  den  nächst 
kleinereu  einführen,  und  ihn  wieder  darch  k^  das  neue  Argument  aber 
wieder  durch  u  bezeichnen,  so  hat  man 

r  =   ]/—'k'u  =  l/ 7^3-77. M. 

■'  '  mn  'ini»(y+l) 


Siebzehnter    Ab9ehnitU     §.229.  485 

Die  Iiitegratioa  von  y  =/^nr9  wenn  R  eine  biquadratiscfae  Fona  mit  vier  imaginären 

Faetoren  vom  ersten  Grade  in  Ansehung  von  x  ist 

S^ 
Ist  ^y  =  7=D~  3U1  integriren  und  ist  /S  =  0  eine  biquadratische  Glei- 

diung  mit  vier  imaginären  Warzdn,  so  kann  R  jedenfalls  dargestellt  wer- 
den als  ein  Prodnet  von  zwei  quadratischen  Formen 

so  dafs  a,  h^  c,  a%  b',  d  reell  sind.    Die  Gleichung  a  +  2dj?-f  ^^^  =^  ^ 
giebtzwei  imaginäre  Wurzeln  und  a'4"3^^^+^^^^  =  0  die  beiden  anderen. 
Wir  betrachten  beide  quadratische  Formen  als  positiv;   denn  wäre 
die  eine  positiv  und  die  andere  negativ,  so  wäre  /^ü  imaginär. 

Wird  a + 2  fta?  +  ^^^  =  0  gesetzt,  so  erhält  man  x  =  ~  —    ^    ~—l^ 

und  beide  Wurzeln  sind  imaginär,  wenn  ac — V  positiv  ist;  aus  demselbeu 
Grunde  mufs  a!& — V^  positiv  sein.    Wir  setzen  also 

Da  fl  +  26:r  +  cx^==i^^±*^±^^'  =  (.x+ft)^+m^         ^^  . 

da  die  Zähler  dieser  Bräche  positiv  sind,  a'\-2bx'\-cx^  nur  dann  positiv, 
wenn  a  und  c  positiv  sind;  aus  demselben  Grunde  müssen  af  und  &  po- 
sitiv sein.  Von  den  sechs  Grölsen  a,  b,  c,  a',  b'^  &  dürfen  also  nur  b  und 
V  als  positiv  oder  negativ  angesehen  werden;  die  vier  übrigen  Gröfsen 
sind  immer  positiv. 

Setzen  wir 

q        -.2  _    a+2bx  +  cx^ 

^^  ^      —    «'  +  2Ä'X  +  C'JF*  ' 

so  hat  man  rückwärts  zur  Bestunmung  von  x  die  unrein  -  quadratische 
Gleichung 

und  setzt  man  zur  Abkürzung 

80  haben  wir,  durch  Auflösung, 

-  —  (ft  — Kt>*)  +  Vr a  —  a'i* 


486  Siebzehnter    Abschnitt.      §.  230. 

also  (c  — c'r')jp  +  (J  —  *'0  =  ±/'^>  oder  auch  ä  +  cx — (J'-f-i?'a?)r2  = 
+  /*F.  Das  eine  von  den  beiden  Vorzeichen  +  bezieht  sich  aaf  die  eine, 
das  andere  auf  die  andere  Wurzel  der  Gleichung  (4).  Wir  werden  an* 
(er  X  im  Nachfolgenden  diejenige  Worzel  verstehen,  für  welche  ^V  das 
Vorzeichen  -}~  hat,  so  dafs  also 

b  +  cx—{b'  +  c'x)v^  =  ^r 
int.    Differenziiren  wir  die  Gleichung  (a'+2i'j?  +  i:'ar')o's  n-f  264r  +  car\ 
so  erhalten  wir 

{b'  +  c'x)v'dx  +  {a'  +  2b'x  +  c'x'')v.dv  =  (b  +  cx)dx, 
oder 

(b  +  cx—(b'i'&x)t^)dx  s=  dv.^R, 

also 

dx.^V  =  dv.^R,     oder    ^  =  ^, 

und  also 

Das  vorgelegte  Differenzial  ist  also  nun  in  ein  ähnliches,  aber,  ein- 
facheres umgeformt  worden;  und  da  nun  der  Ausdruck  V  nur  die  zweite 
und  vierte  Potenz  von  r  enthält,  so  kann  das  Integral  nach  den  frulieren 
Bestimmungen  gefunden  werden. 

$.   230. 

Entwickeln  wir  den  Ausdruck  V,  so  erhalten  wir 

F  =  —m'  +  iac'  +  €a'—2bb')v^—m'^v\ 
oder 

wenn  wir  zur  Vereinfachung  setzen: 

Imm'y  —  ac'  +  ca'—2bb^, 

und  also 

1  —  ac'  +  ea'—2bb' 

Dem  §.  828.  gemäfs  finden  wir  nun  sogleich  die  folgenden  Formeln: 
diw/  =  l/'^-.y  oder 

Ann   ==^l/r-^)Y^t'/r"i'^'   «Hd 


1*" 


Siebzehnter    Aheehniti,     §.230.  487 

Y-/-(7'-t),  also  *=V^((2*r(y-i)).(Y-/-(y»-i))) 

=  y^(2n  V^(/— 1)  =  y"(2&0./'(7'-l)- 

Vertauscht  man  die  beiden  quadratischen  Formen  a+2bx'\'car' 
und  a''{'2b'X'^c'x^  mit  einander^  also  a  mit  a',  b  mit  ft^  c  mit  c',  folg- 
lich auch  m  mit  m^^  so  bleibt  7  und  folglich  auch  k^  nngeändert,  aber  u 
wird,  den  Formeln  (2.)  gemäfs,  dadurch  mit  K — u  vertauscht. 

Man  findet  eigentlich  ^y  =  ±k(^— 7)-3tt,   und  wir  haben  dy  =3 

4-  y — -,  geschrieben,  unter  der  Voraussetzung,  dafs  beim  Wachsen  von  u 

auch  y  und  x  wächst.    Es  lassen  sich  in  der  That  diese  Bedingungen  mit 

einander  vereinigen.  Da  -^ .  dnc^  ti  =:  ^, ;  ^  ,f  ,  ^f^  von  ti  =  0  anwacfa- 

seu  soll,  so  mufs  das  Difierenzial-Verhältuifs  ^  positiv  sein,   wenn  wir 
.    ÖS  _  (a^+2ft^jr+c^jf»)(t+c^)— (a4.2fta-4-ca-*)(&'-t-<^j) 

und  soll  dieser  Brach  positiv  sein,  so  mufs 

positiv  sein.     Wir  werden  bald  nachher  einen  einfacheren  Ausdruck  der 
Bedingung  finden,  unter  welcher  die  drei  Gröfsen  x,  y  und  n  gleichzeitig 

wachsen  und  abnehmen.    Da  3«  =  ]/(*^^.dy  =  ^(^') .|^  ist,  «>  er- 
halten wir 

e(—\ 

"^   a+26x+cx«    ■"    (ex+Ä)»  +  i»»    ~"  ^  ,  /cx  +  ftv«' 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

5.      am  ti  =  arc  taug  {^^-^  +  a, 

wenn  man  dorch  a  die  Constante  der  Integration  bezeichnet.   Setzt  man  fer- 
ner A  gleich  dem  Werthe  von  x,  für  welchen  ii  ss  0^  and  B  gleich  dem 
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Werthe  von  ^j  für  welchen  ii  s=s  JiC  ist,  so  haben  wir  die  Formelo 

cA+A  ,  .  cB  +  b 

tanga  =  ^ -2—     und      cota  =  — -^— , 

woraus  rückwärts  folgt: 

,   ^         j   — & — mtang»         jj  — ft+^^^ot« 

"^  e  '  "*"  c  * 

Hieraus  leiten  wir  B — ^ss —(cota-}- tanga)  ab,  oder  auch 

7.      B-^A  =      ^'^ 


e8in2a  * 

Hiernach  wachst  also  x  wirklich,  w^nn  a  positiv  und  <^  ^t  ist,  ^der  zwi- 
schen den  Grenzen  0  und  ^zr  enthalten  ist,  und  wird  B  sogar  oneDdücb, 

und  A  = ^  wenn  a  =  0  ist. 

MuUiplicjrt  man  die  Formel  für  dncti  mit  du,  so  erhält  man 

,  P      m^dx  m'&dx 

ancti.ötl  _  ^^2b'^^&x^    ~  (c'a:  +  6)*  +  m'>' 
also 

8.      amc II  =  a'  —  «rc  tang (^  ^j'   ) , 

wo  >a'  ebenfalls  eine  Constante  der  Integration  bezeichnet.     Hieraus  folgt, 
wenn  man  ti  =  0  und  u^=K  setzt, 

cota'  = ^^     und     tang  et'  =  — ~7—  . 

also 

9.      A  =  -ft^-^^cot«-      und      g  ^  7-ft^+y  tangg-^ 

woraus  wir  noch  durch  Sufotraction  herleiten: 

B—A  =  --(cota'+tangaO, 

oder 

2m' 


10.      Ä— ^  = 


c'.  sin  2  a'* 

Die  Vergleichung  der  beiden  Formeln  für  B^^A  giebt  noch  die  Propertioa 

m'  c'.  Siu  2  a' 

m    "^  e.  sin 2a  * 

S.  231. 
Um  die  beiden  Constanten  a  und  a'  in  den  Formeln  (5.)  und  (&) 
zu  ermitteln,  d.  h.  durch  die  gegebenen  Constanten  auszudrücken  und  noch 
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juidern  Relationen  sq  finden,  schlagen  wir  einen  besonderen  Wog  ein.  E« 
ist  tn'ti=T-v- — i^.    Sobstituiren  wir  hierin  den  Werth 

^°  ^  ~    m'  'a  +  2*jr  +  cjr»  ' 
80  erhalten  wir 

'»^  =  F  ^m{a'+2b'x^c'x-)-m'k'{a+2bx+c^y  ^^^'''  ^»^««•«  geordnet, 

.  2     _      (m^g— mft^aO+  2  (m^fr— mt^ftOj:+   (m^c— mtV)  jr« 

tn  ^--  y^^^_^i]^^)j^2k^(mb'^m'k'b)x\'k'(mc'—m'h'c)x^  ' 

Nimmt  man  aber  in  der  Gleichung  (6.)  S.  830.  auf  beiden  Seiten  die  cykli- 

sehen  Tangenten,  so  erhält  man 

±        —     c^'hb'\'fniAüga jb-^m  tang  a)  4-  ex  . 

""   m— (cjr+Ä)tanga  ~  (m—b  tang a)  — 7 j-  tang a  '    *'®^ 

,2      (ft-f ii^tangtt)*4"2c(ft  +  mtangg)jr4'g^ J^* 

(m — 6tanga)>  —  2ctanga(m  — fttangajjr+c*  tang'a.jr*  * 

Dividiri  man  den  Zähler  und  Neuner  des  ersten  Bruches  durch  m'c — mk'e' 

und  den  Zähler  und  Nenner  des  zweiten  Bruches  durch  c\  damit  x^  in 

deu   Zählern  beider  Bruche  Eins  zum  CoäfGcienten  habe,  so  mflssen  die 

beiden  Ausdrücke  für  tn^ii  identisch  sein;  daher  haben  wir  die  Gleichungen 

(&+mtang^\*  ^^  m'a  —  mh'a* 
""^      c  )    ~  m'c—ml^c'^ 

Ä+mtang«      ^^  m'b  —  mh'b*.. 
c  "^  m'c  —  mk^&^ 

\  c  /  m'c  —  mh'&     ' 

,  (m  — feUngtt)  ^  W{mV  —  mWb^) 

^  c  "^      m'c — mk'&    ' 

tang'a  =  -^^-7- — ^.,. '. 

^  fn..c — mh'tr 

Dividirt  man  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite,  und  die  vierte  durch 
die  fünfte,  ferner  die  dritte  durch  die  vierte,  so  erhält  man,  ohne  alle  Zwei- 
deutigkeit, 

-  j  —  — &  — mtanga  ^^  m'k  —  mk'V      _  m'a  —  mk'af 

""^  c  m'c  —  m-kfc*  m'b — mkfb*^ 

^         »  _  -'h'\'mcoia    mb' — m'k'b  maf—m'k'a 

c  m&  —  m'lifc  mb'  —  m'k'b^ 

und  es  sind  also  schon  A  und  B  auf  zwei  verschiedene  Arten  durch 
a,  b,  e,  afy  V^  e'  und  den  conjugirten  Modul  k'  ausgedrückt  worden.    Iden- 

62 
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lificirC  naa  die  beiden  AasdrOcke  für  A  aad  auch  die  beiden  fär  A^  se  er- 
halt man  die  Gleichungen 

(m'b—mk'by  =r  (m^a— »lAr'aOC»»'^— wÄV), 

entwickelt  man  dieselben,  so  reducirt  sich  eine  jede  auf 

Ä'^— 2y.*'  +  l  =  0, 
'  woraus,  wie  oben,  folgt: 

Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  es  nicht  mehr  schwer,  die  Tan- 
genten der  Constanfen  a  und  a'  in  den  Formeln  (5.)  und  (8.)  S.  2301 
ebenßilb   durch    die   gegebenen  Constanten    auszndrflcken.      Die  Formel 

Uuig'a  ^  ^L^^£^^  abergehen  wir,  weil  sie  eine  Zweideutigkeit  mit 

sich  bringt.     Da  nitangass — cA  —  b  ist,  so  finden  wir,  als  einfachste 
Ausdrücke: 

8.      tanga  —  ^ü^^r^iJ^^V  ~     b(/-€b'    ' 

*•        cot«    —  mf€--mk'c*  —  k'{b&-cb^' 
woraus  auf  der  Stelle  die  einfache  Relation 

6.      tanga.  taaga'  =  k^ 
folgt.    Da  ferner 

cota  +  tanga  = 5^,3^^^, =  FcS^t^TF)  =  5^   °°^ 

cota'  +  tanga'=  — tz—i:. =  vrTrS-^iT^  —  ^i 

■        ^  bd—eb'  V{b&  —  cb')         sm2a^ 

ist,  SO  erhalt  mau 

e.     ff— ^  _  l^a^J,^_^^^y 

-  Da  nun  op  von  ^1  bis  0  wachsen  soll,  während  ti  von  Null  bis  K 

wächst,    so  mufs  die  Differenz  B — A  positiv  sein,  und  da  ^^—  positiv 

ist,  so  mufs 

b& — cV  'positiv  sein. 

Findet  sich  die  Differenz  b&  —  cb'  negativ,  so  wird  s  abuehmeo, 
wenn  u  zunimmt;  und  umgekehrt.  Mau  kann  aber  immer  bewirken,  dafs 
diese  Differenz  positiv  ist,  indem  man  nur  a  mit  a^  b  mit  6',  e  mit  c%  and 
m  mit  wf  vertauscht. 
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Kehren  wir  die  Gleichongen  (5.)  und  (8.)  «n,  so  ist 

tangCamii—  a)  =  ^^—    ^^^    tang(a'— amc«)  =*  ^^£±*!^   alro 

—  _  A  4.  ^    JiH«— Unjf  a 
*  e  "*"  "c  *l  +  t«ngatnu' 

^^  ft^  j.-!?L      tM>gg^— tncii 

*~  C  "•"  c'  'l  +  UngaMucw' 


oder 


dP  s= 


l-f-taoga.tDW 


Werden  die  Werthe   Ili=^?if!  =  ftft--ac-+mma-     m-ftung-  ^ 

'^'b&-cb!''  '*"*  **"ß^  ~  '^hc^c^''  «öbsütuirt,  so  erhält  man  endlich 

^  ftft'  — ac'+mm'</+(in't'ft->mftOtnM  _  J[+lttanga. tn ii 

'•       ^  '^  ic*  — cft'  +  Cme'— m'fc'c)tn«  l  +  Unga.tnw    ' 


Aus   der  Formel   7  «  aT^^f^^^  **  ^^'  *''^'"  ^'' 
noch  her: 

/(f -1)  =  -' 2y{ac-^b*jV(a'C-fry }  *»l»er  ist 

ty  _  ae'+ea''-2bb'—y((ae'—ea^)*  —  i(be'  —  ci^{ab'^ba')y 

Setzt  man  y  ==  ^^ ,  also 

*'  =  tangfl      und      *  =  ^?>. 

Zweites  Verfahren  der  integratioa. 

iftt  einmal  die  Form  des  Wertbes  von  x  bei  der  Integration  ^**^/y^ 

bekannt,  unter  der  Voraussetzung,  daCs  A  s  (a  +2bx  +ca?')(a'+2Ä'a?+  c'x*) 

ein  Product  von  vier  imaginären  Factoreu  des  ersten  Grades  ist,  so  kann 

die  Integration  leicht  noch  auf  die  folgende  Art  vorgenommen  werden.  Es  sei 

^  _-  r+7*-^         also      a*  -   (?-r)  rdt 

dann  ist,  wenn  wir  zv  Abkürzung 

6»* 
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1»'  =  ac — Pf        tn'^  =  a'c' — J'  setzen, 

also 

av  —  -„ - i9-p)rdt 

aofserdem  ist  bekannt,  dafs  L,  N,  U  und  iV'  positive  GröCsen  sind.    Setzt 
man  nun 

^*=:1,    ^'=Ä",    J!f=0    nud    ilf'  =  0, 

so  reducirt  sich  der  Ausdruck  auf 

und  es  ist  also  y=^^^£^^»>  wenn  x  =  ^t^'^^" "»  oder  /Ätnti  ge- 
setzt wird. 

Die  vier  vorhergebenden  Gleichungen  dienen  nun  zur  Bestimmung 
von  p,  q,  r  und  k'.    Man  findet  durch  wirkliche  Entwicklung 

LT!i—M^  =  m'ig-^py    und    L'JV'— üf'Vss  m'^ig—pf, 
uiid  da  il!f=il!f'=:0  sein  soll,  so  hat  man  einfacher 

LN=  m'iq-py    und    L'N' =  m'\q—pf.    Da  ferner 

sein  soll,  so  hat  man  iVr'  =  m'(y— p)%    U  z=  r^m^{q—p)\    N'^r's^ 
k"m'^(q—pf  und  L'^^^m'^{q—p)\  also 
Nr^miq-p)y   L  =  rm(q—p),  N'r=^k'm(q-p),   L' ^^-^(q-p). 

Hieraus  folgt  LL'=^'^"''l^-P^* ,  also  ^^  =  [/-^.-^-L-,  und  also 

wie  schon  oben  gefunden  wurde.    Ferner  haben  wir 

L  =  L—M=  bip  —  q)-\-cp(p-~q)  rs  (ft+c/^X/»— y), 

L'«  L-M=  b\p--q)  +  c'p(p^q)  B  (J'+c»(/»-y), 
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und  werden  diese  Gleiehangen  mit  den  vorigen  verbanden ,  so  erhält  man 

rm  =  — .(*  +  c;i)    nnd    ~  =  _(ft'  +  c», 

oder 

Die  GleicboDgen  ilf  =s  0  und  M'ssO  geben 

«+*(y+;')  +  ^;'y  =  0,        a'  +  b'iq+p)  +  c'pq  =  0, 
nnd  bieraus  folgt 

Diese  beiden  Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  von  p  und  q,  wäbrend 

die  beiden  vorigen  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  r  und  k  dienen. 

Ehe  wir  nun  die  Formeln  für  p  und  q  selbst  herleiten^  beachten 

wir,  da(s,  dem  Ausdrupke 

^  _   P+qrtnu 
1-f-r.tDf« 

gemäfs,  ftir  tis=0,  Ts=p  und  fär  u^=K,  x  =  q  ist  und  also/?  und  q 

dieselben  Gröfsen  sind,  welche  früher  mit  A  und  B  bezeichnet  wurden. 

Betrachten  wir  nun  b& — cb^  als  positiv,  so  haben  wir 

VUac'+ca'—2bb')^  -4m«m'M        j     , 
9—P  =  bc^-cb^ "°^  *'«^ 

_  eaf  —  ac'+V[(a&+ca'^2bb')*—4m^m'*] 
^  ""  2(6c— ci')  » 

'^  ""  2(ftcr'-crÄ0  * 


Ferner  ist  r  = ^  und  —  =  -i^  j  also  ist 


r  m       '  m 

Setzen  wir  also  r  =  tanga,  wie  früher,  so  haben  wir  -T-y-  =  ^  ^~^  ,  also 

8in2a  =  -7 -. 

c{q-p) 

Eben  so  findet  man  -— r  =5  iHieCH:^    ^j^^^  ^^^j^ 

r  II» 

cot2a  =  ^(2*+c(;»  +  7)). 
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Weiter  irt   ^'»-(H-fK^l)  „„d   *  =  _(*i£^+£l), 
also  ist 

'^  ''"  *'  ~  mm^  » 

und  werden  bierin  für  ^4*7  und  pq  die  vorhin  gefundenen  Werthe  rab- 
fitituirt,  so  erhält  man 

und  es  ist  also 

iF  mm'  mm'  ■ 

wie  früher  die  zur  Bestimmung  von  k'  und  also  auch  von  k  selbst  dienende 
quadratische  Gleichung,  woraus,  wenn  man 

y  =  "'"'^Z^i''^^  •«*^*'    *'  =  7-/(7'-l)  folgt 

Somit  sind  alle  in  den  Formeln  x  =  .^/"T^  ■■"^.   und  Y^=y — -,.u 

l-f-rtnti  ^        ^  mm^ 

vorkommende  Constauten  bestimmt  worden. 

Aus  der  Formel  x  =  £±5^^  folgt  durch  ümkehrung  tn  ti  =:    '^^^ , 

und  werden  hierin  die  aus  den  Gleichungen  rm  :=i  —{^^r^P)  und  m  = 
rih-^-cp)  gezogenen  Werthe 

»  = -2_     und     o  =  

r  c  'er 

^j^€X±b 

«ubstituirt,  so  erhält  man  tnti  =  If'Zk     J!^  — ^^T-lav    o^^r 

m  —  ro~-erx        ^ fcx+o\ 

am«  SS  arc  tang(r)  + arctang(^~^^-j,  oder  auch 
amn  =  a  +  arc  tang  (^^^^t-K 

Differenziirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man 

dnfli  du  mcdx ^  mdx 

und  weil  yl \  u  =^  y,  also 

ist,  80  erhält  man  durch  die  Division^  wie  vorhin 


^  \  m' f    "^  a+2Äx  +  cjr> 
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Das  hier  gefundene  fnfegral  ist 

y(a4-2*x+c*«)V^(a'+26'jr+c'x»)» 
p 

wenn  man  «'  nach  der  Formel  tnii'= ^  oder  dn«'=3|/(^-— )  bestimmt. 

För  ;rsi  ist  tn«  =  — ,  also  amtf  s^T+a  und  dnuss}/^^,  oud  fbr 

«s=  ^y^  ist  totf  s— ,  also  amusss^T — a. 

$.   833. 
^^Ep  ,  weiia  jR  Ewei  reelle  nod  xwei  imaginäre  Factoreo  bat, 
welche  Formeu  des  ersten  Grade«  in  Ansehung  von  jr  sind. 

Hat  die  Gleichung  jR=sO  vier  Warzela,  und  sind  zwei  denselben 

x^^p  und  xz=zq  reell,  und  zwei  imaginär,  so  mag  a  +  3ijp-}'^^  ^^ 

quadralische  Form  sein,  welche,  =  0  gesefarf,  die  beiden  imaginären  Wnr-* 

zelu  giebf.     Wir  sehen  wieder  a  und  mithin  auch  c  als  positiv  an  und 

selzeu  auch  wieder 

m^  =  ac — *% 

indem  diese  Gröfse  positiv  ist.    Unter  der  Voraussetzung,  dab  a  positiv  sei, 

ist  d6r  Ausdruck  a-f-26j?-|-^^^  immer  positiv,  welcher  reelle  Werth  auch 

für  X  genommen  werden   mag;     daher   sind    namentlich    die  Ausdrücke 

ii  +  2ft;r  +  €?/>*  und  ii  +  2fty  +  cy'  positiv.    Wir  setzen  also 

n"  =  a  +  'lhp^cp"    uud     n'^  —  fl  +  2Jy  +  c^. 

Wenn  die  Wurzeln  p  und  q  sich  gleich  wären,  so  wurde  man  das 
Integral  in  Anwendung  der  Potenzial  -  Functionen  finden ;  daher  sehen  wir 
die  beiden  Wurzeln  als  verschieden  an,    und  zwar  sei  wieder 

9^Pf    ödw    q — p   positiv. 

Bei  der  Integration  müssen  drei  Fälle  unterschieden  werden,  jenach- 
dem  X  entweder  kleiner  als  die  kleinste  Wurzel  p  sein  soll,  oder  zwi« 
sehen  den  Grenzen  p  und  q  enthalten  ist,  oder  grdfser  als  die  gröfste 
Wurzel  q  sein  soll.     Wir  bebandeln  den  mittleren  Fall  zuerst. 

I.  Ist  X  zwischen  den  Grenzen  /^  und  q  enihalten,  so  sind  die  Diffe- 
renzen X — p  und  q — x  positiv,  oder  mindestens  ss  0,  und  da  0  +  26 o?  4-  cx^ 
immer  positiv  ist,  so  setzen  wir  nun 

11  =a  {x-^p)(q—xXa  +  2bx  +  cx') 
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und  iDtegriren  also  eigentlich 


y 


Da  — — ^  positiv  ist,  so  setzen  wir  — ^«r*.   Dann  ist  rfickwirts 

aach  findet  man 

Setzen  wir  also  noch  zur  Abkurzang 

so  haben  Mrir  schon  die  Umforninng 

V  ^  f  2^«'  

•^         y  \r(«*  +  2«M'y.r*  +  »'».t*)  • 

Dorch  eine  leichte  Entwicklung  findet  sich  r^.n"^ — ^^''if  =  ^i!ll~-pfi  o^^ 

worans  ersichtlich  ist,  dafs  'f<i\  ist  und   die  weitere  Integration  abo 
unmillelbar  nach  §•  823.  ausgeführt  werden  kann.    Setzen  wir  also 

*  =  l/i:^,    *'=^i±^,    so  ist 

^.  ""   V^(«n')  • 
Setzt  man  nun  7scos20,  also 

""'^^  ~"  V(o»  +  2&;>+c;>*)V(a+267+C7*)  » 

SO  hat  man 

A  =  sind    und    A;'  s=  cosd. 

Aas  der  Formel  tangjamtits  ]j{^,^LzJ^  fi^^igt  röckwärls 

^  __   »y(l  —  cn«) +n^y (1  +  cn w)  __    nn-^n'p-\-{f^p—nq)tMu 
»(1  — cnu)-|-n'(l+caM)  n' -f- »•!-(»/—»)  cd  m 
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För  «SSO  ist  j?  =  »  Qod  r  =  0;  fflr  ti  =  JS:  ist  xs=^^'\'^y  und 
yssrTST — tt;  für  ti  =  2Ä  ist  a?=flr  und  r  =  ^7=7— 77. 
Man  fiddet  leicbt 
cn«  =.  »;?-")- »;[^-=£-)      also    so«  :==  2V"C»»0-V;(jr-x)(^-^)) 

Differenzürt  man  die  erste  voo  diesen  Formeln,  so  erhält  man 

snn.dn»  du  =  jr-, ^\ — jj^ -^, 

(» (7  —  «■) + «'  (je — 7))" 

und  da   du  =  n^if  ist, 

sn«  ^  2V>»0  Cszi^^e),   oder 

Es  kann  dieser  Ausdruck  noch  etwas  einfacher  dargestellt  werden. 
Es  ist  2KV>«0^j/4cos«ö,»n'    ^^^  j^  „^/^^:i4         m(7-/»    . 

7  —  ;?  '^     (7 — /?)*     '  y(l — r)       281I1ÖC08Ö       ' 

so  bat  man  ^ — ^=V 5  ond  also 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  unmittelbar,  wenn  man  das  Integral 

y^  auf  äbniicbe  Art  behandelt^   wie  in  §.  229.  und  230.  gezeigt 

worden  iist;  an  der  Stelle  der  dortigen  Function  dncti  haben  wir  jetzt  die 
Function  cncti.    Aus  den  vorigen  Formeln  folgt  auch  noch 

Soll  in  den  fräberen  Formeln  x  abnebmen,  wenn  u  wachst,  und  um- 
gekehrt, so  bat  man  nur  durchgängig  2K-^u  statt  u,  also  ^r — ^amti  statt 
^amti  zu  setzen. 

S.    234. 
II.    Ist  die  yeränderliebe  Grö(se  x  kleiner  als  die  kleinste  reelle 
Wurzel  p  der  Gleichung  JS  =  0,  so  ist  die  Differenz  p  —  x  und  um  so 
mehr  also  q — x  positiv.    Wir  setzen  nun 

R=z  (p—x)(q—x).{a  +  2ix  +  cx''), 
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und  wieder  m^^ss^ac — h\  seben  auch  wieder  a  und  mithin  auch  e  als  po- 
sitiv an.    Zu  integriren  ist  ouu 

/—dx 

p 
wenn  y  für  xssp  gleich  Null  sein  und  wachsen  soll ,  während  x  von  p 

an  fortwährend  abnimmt  Man  erhält  die  auf  diesen  Fall  sich  beziehenden 
Formeln  unmittelbar,  wenn  man  in  den  Formeln  des  §.283.  — R  statt  R, 
also  iiTjR  statt  /'R,  ui  statt  u  setzt  und  aufserdem  k  mit  k'  vertanscht, 
wodurch  cos  20  oder  y  sich  mit  — cos  2  9  oder  —7  vertauscht.  Setzt  man  also 
COS29  = a+ftfyi+7)+c/i7 

.    qa  __        m(y — y) ^^^     -.^         2\ 

A  =  sin9    und    k'  ssz  cosS, 
so  erhalt  man 


wenn  wieder  gesetzt  wird  n^  =  Ä  +  2ftp  +  c/i%   n'^=:a  +  2fty-f-c^^ 

'  nn'  ^         *  '  nn' 

Nimmt  man  x  unendlich  grofs  und  negativ,  so  wird  tang^amfi  s 
^—  ]>  1  und  '<i;  daher  ist  nun  u  immer  zwischen  den  Grenzen  0  und 
K  euthalten. 

IIL  fst  die  veränderliche  Gröfse  x  grölser  als  die  gröfste  reelle 
Wurzel  ^  der  biquadratischen  Gleichung  11  =  0,  so  ist  x — q  positiv  und 
also  um  so  mehr  x — p.    Wir  setzen  nun 

R  =  (a?— ^)(a?— p)(fl  +  2fta?4-ca?^), 

y^-     Die  Formeln   sind  denen  in 

No.  IL  ähnlich;  man  hat  in  ihnen  nur  jetzt  p  mit  q,  also  auch  n  mit  nf  u 
vertauschen.    Setzt  Bian  also 
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X  s= 


•1  / 1  ^.  ^n  «1  \ n'  r  1  —  rn  «ii  '  ^ 


H  (1  +  cn«)  —  n'  (1  —  cn «) '  -^    ~   "/"(nn')* 

Fflr  dP  =  9  ist  nun  iissO  and  für  0?  =  ^  ist  tangl^anitfss  ^^. 
Zasatz.     Die  Formel  du»  in  No.  II.  ist 

«(7 — x)-\-n'{p  —  x) 
in  No.  III.  ist  sie  also 

dn«  =  (7-p)V(<'  +  2ftjr+cx«) 

S.    235. 

Von  den  Integralen  y^:/-^^^^  und  y=fyr{^^l^^y 

Es  ist  zooäcbst  (a;^+ar/'2  +  l)(a;'— ar/'2+l)ssa;*+l;  setzen 
wir  aber  in  den  Formeln  $.  939.  assl,  2&=s/*2,  also  fts^^)  «'^^^l? 
o'ssl,  4'=—^,  c^s^i-f  folglich  «i«=sl— ^=t»'»,  oder »1=1»' ss/*^ 
80  ist  p-^qssOy  py  =  — 1)  also  /»sa — 1  nnd  f=3l,  y — P  ~  3, 
r'— 2r^2  +  l=0,  sin2a=»^,  abo  2ass^5r,  folglich  rastangaaa 
tangiT=»r2— 1  (oder  r=»r2±l),  y^^±l:=z3y  also  /■(/-!) 
=  2  »^2 ,  folglich  *'  =  3 — 2 1^2 ,  also  *  =  2  »r(3  ^2— 4).    Es  ist  also 

ix  =  — l  +  tangJt-toM     ^jej 
4-i-i-tangiA.tnii  * 
aiii«  =  iT+»roüuig(l+*/-2)  »od  dii«=v'(3-2/-J).|/J=5^±|J) 

Hieraus  folgt  noch  J y^iyZx*)  ^  («— «O»  ^(6 — 4/2),  wenn  das  Argu- 
ment «'  durch  die  Formel  amt<^=s  |»-  bestimmt  wird,  in  welcher  der  Mo- 
dal ebenfalls  &=  2/(3/2  —  4)  ist. 

Da  /(l— »•)=/(l— »')/(! +«•)  ist,  so  integriren  wir  y^J^^,. 

nach  $.234.  Es  ist  ;»«s — 1,  9  =  1,  ii=l,  d  =  0,  c=l,  y— jbs=s2, 
tn=sl,  p4<^=0y  /9f  8  —  1,  also 
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tang29  =  j^  =  i,    also    9  e=  ijjr,    folglich 

Ferner  ist  iis=s/2  =  ii',    also  taDgiainti=:  y~^>  ^  = — C'"*'  ''od 

Man  kann  diese  Integrale  noch  einfacher  darstellen.    Setzt  man  — :r  für  :r, 
so  hat  man 

und  der  Modular- Quadrant  für  den  Modal  k  ss  Bm\ir  ist 
£  s=  1,85407  46773  01...  nach  Legendre. 

$.   236. 

Die  Integration  von  y  = /^r=-,  wenn  R  =  0  nnr  eine  Gleiehnng  des  dritten 
Grades  mit  zwei  imaginären  und  einer  reellen  Wurzel  ist 

Ist  R  nur  eine  cubische  Gleichung  mit  zwei  imaginären  Wurzeln, 
und  bat  diese  Gleichung  also  eine  reelle  Wurzel^  so  können  wir  die  Inte- 
gration unter  die  beiden  in  §•  234.  vorgenommenen  Integrationen  subsumi- 
ren,  indem  wir  uns  vorstellen,  dals  entweder  q  positiv  nud  =^9  oder  p 
negativ  und  ss^  wird« 

Im  ersten  Falle  haben  wir  für  ein  immer  kleiner  werdendes  x: 


und  setzen  wir 

m  __       V^(l— y*) 

b+cp  r       * 


t.,,g28  =  _  _i_  =_viiz:2!) 


SO  ist  wieder 

Ä  =  sin9,    Ä'  =  cosö,    oder    &=^i^    ond    Ä'=|/^^/ 

tangi^amti=3  j/(— .(;? — a?)),   wenn   n'^z=ia  +  2bp'^cp^   und 

n'^  =  c  gesetzt  wird, 

•^  y(«w')  n  ■' a+2o;>  +  c;i* 
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Im  zweiten  FaUe  haben  wir  zu  integriren: 

__   f dx 

Setzen  wir 

so  ist  Assind  und  A:^  =  cosd;  femer 

tangiamii  =  }/{^.(pc—q))j 
wenn  wir  n^=ia,  n^^  =  a  +  2bq  +  cq'^, 

dnti  =  y   Toi^T^^a     nnd    r  =s  >^,^  ,.  setzen. 

Va-t-a?») '  ^^  JB  =5  1  +  a?^  = 
(t  +  a?)(l— a?  +  a?*),  so  ist  y  =  — 1,  a=l,  ft  =  — i,  c=l,  also  »  =  1, 
n'^=ii+2Äy  +  cy^=3,  also  ii'=/"3;  ferner  m^  =  l  — 1,  also  mÄ-^-j 

tang2fl  =— ^,    also    2fl  =  T— ia-si«-    und    6  =  ^2^^  =  75^      , 

Ä  =  sin  A»-  =  ]/^^,      taugiamii  =  J-.Z-Cl+ar), 
*  y"3 

Aus   dem  gefundenen  Resultate  folgt    /y/iX  »)    ^^  — f^^ ,     wenn 
tangiamti'  =  -j—  gesetzt  wird, 

va 

Setzt  man  — x  statt  x,  so  hat  man 

Die  Formel  für  ti'  bleibt  dieselbe;  wie  auch  der  Modul  A:  =  sin^^;r^ 

S.   237. 

V^A"'  ^^®°°  2{s=:0  eine  biquadratische  Gleichung  mit  vier 
reellen  Wurzeln  oder  R=:(x — a)(x — h)(x — g)(x — d)  ist. 

Soll  ^^=3y  integrirt  werden  und  hat  die  Gleichung  /l  =  0  vier 
reelle  Wurzeln,  die  wir  durch  a,  h,  c,  d  vorstellen^  und  die  so  geordnet  sein 
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mögen,  daCs  a<^b<Cc<Cd  sei,  und  also  die  Differenzen  b — a,  c — h, 
d  —  Cy  oder  aneb  d — c,  d — h^  d — a  sämmtlicb  positiv  sind,  so  ist  entweder 
Ä=(ar — aXx — h){x—c){x—d)  oder  Ä  t=s — {x—aXx—b)(jD—cXx—d)i 
und  im  zweiten  Falle  mufs  uotbwendig  einer  von  den  vier  zweigliedrigen 
Factoren  negativ  sein,  weil  ^R  reell  sein  mufs. 

Ist  Ä  =  (a? — a)(x — h){x — c){x — rf),  und  wäre  x  zwiseben  den 
Grenzen  a  und  h  eiitbalten,  so  wäre  die  Differenz  x — a  positiv,  die  drei 
anderen  Factoren  wären  negativ,  also  /*£  imaginär ;  ist  x  zwischen  b  und 
c  enthalten,  so  sind  x — a  und  x — b  positiv,  x — c  und  x — d  aber  ne- 
gativ, also  ist  dann  ^R  reell  nnd  = /'((x  —  a){x  —  b){c — x){d — :f))} 
ist  X  zwischen  c  und  d  enthalten,  so  sind  die  drei  ersten  Factoren  positiv, 
der  vierte  ist  negativ,  also  /*/{  imaginär;  ist  endlich  x  zwischen  d  und  a 
enthalten,  wobei  man  sich  einen  Uebergang  durch  +  }  von  d  nach  a  vor- 
stellen kann,  so  sind  entweder  alle  vier  Factoren  positiv,  oder  alle  vier 
Factoren  sind  negativ;  daher  ist  ^R  dann  reell. 

Also  ist  ^({x — a){x — b){x — c)(x — d))  nur  dann  reell,  wenn 
entweder  x  zwiseben  den  Grenzen  b  und  c^  ' 

oder  X  zwischen  den  Grenzen  d  und  a  enthalten  ist 
ist  jRss  —  {x — a){x—b){x — c){x — J),  so  ist  /'JB  da  reell,  wo  in 
früheren  Falle /"Ä  imaginär  war?  daher  ist  /"( — (a? — a){x — b){x — cX^ — d)) 
nur  dann  reell,  wenn  entweder 

X  zwiseben  den  Grenzen  a  und  b, 
oder   X  zwischen  den  Grenzen  c  und  d  enthalten  ist. 

y^jl  unter 
der  Voraussetzung,  dafs  /l  =  (a?  —  a){x — Ä)(a?— c)(ä?  — rf)  und  x  vm- 
scheu  den  Grenzen  d  und  a  enthalten  ist.    Da  nun  a= em  po- 

siliver  Bruch  ist ,  welcher  mit  x  zugleich  wachst,  da  a<^b<^c^d  sein 

soll,  so  setzen  wir 

X — d  4 

X  —  a  . 
Daun  lisi  rückwärts 

X  ~   ^"'^^^'        also     dx  —  2^(^-g)^^^ 

X— a=j-^-^,  ar-rf  =  ^^_;^,  ,  also  /^((a?-^X^-rf))=^x=7;;^'  ™* 

dx 2Vr.ar 
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weiter  ist  ar-c  =  ^=^-:^^  ond  ;P-J  =  ^=A±.<iri«)££!,  also 

haben  wir 

a^  „ 2V"r.at; 

^         V-(rf-c+(c-a)r<;»).V(rf— *+(Ä— a)r«;»)  • 

Da  der  Unterschied  der  beiden  Brüche   |^^  —  ^^^  positiv  ond 

=  ti^'cl^-f)  '**'  ^"  ^^*^^°  ^  &"•'•  =  1 »  fei-'-  =  *''  ««d  r  =  tnu 
für  den  Modal  Ar/  dann  ist 

2  VV____  „ 

/^ <.  • 

Dud  da  /"rssV- ist,  so  ist 

2,  tnu  =  »^[Slgl^llj    ond 

3.  ^'-^ifeifä     also    *  =.  ,/|jE|gE|i>. 
Da  *"><5*  =  iri^  '«*»  so  '** 

Aus  den  Formeln  für  tnti  und  tnctf  finden  wir  nun  noch  leicht  die 
Formeln 

an u  =:  fj^=^-^- ,  snc«  «  l/g=^-^, 

I  ^(rf— ö)(j: — c)   '  »^  (c — a)(j: — b)   ' 

»(rf— *)(x— c)   '  »  (c — a){x — 0) 
Aus  diesen  Formeln  lassen  sich  durch  Zusammensetzung  andere  herleiten. 
Für  tf  =3  0   ist  X  sss  d   und  y  =  0;'  für  «  =  K  aber  ist  ar  ss  a   und 
2£ f'dx 


5. 
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g.   23a 

Yw  ^°^^^  ^^^^  Voraussetzung  gefunden  werden, 
dafs  Ä=  {x  —  a){x — h){x — c)(x—d)  ist  und  x  zwischen  den  Gren- 
zeu  h  und  c  liegt,  so  setzen  wir,  da  nun  ein  positiver  Bruch  ist, 

SS  rr'; 


dauu  ist  rückwärts  x  =  j^^^^ ,  8x  =    ^\^^,^,    ,  ar-6  =   t+rv*   > 

c — *        /"//^    UV-    <«\\       (c— 6)V*r.»     ^     ^       6— a+(c— a)rB*        . 
<^~^=^+F;;»'  /((^-^Xg-a?))=    ^^^^,    ,  ar-«  = fpTUi^—  and 

d-ar=^-^+i'^-/>*'"\    Setzen  wir  nun 

1  +  rv» 


y  "*•/  V((a:-a)(x— *)(e— ar)(rf— o:))  » 


=/> 


SO  erhalten  wir  durch  Zusammensetzung  der  vorigen  Ausdrucke: 

und  da  nach  $.837.  ^E^^^^E^y  ^^^  ^^^h  j^^>^3^  ist,  so  setzen 
wir  nun 

dann  ist  zunächst 

. 2  m  /; dx 

*•         y  ""  V^C(<?-o)(rf-ft))    "^  »{  "/"((a?— a)(a?-*)(x-c)(x  — rf))  ♦ 

2.  Ä'  «  l/fcf!)f j-Zlf)      „ad  Ä  =  l/(^-ZlMJ -) 

•^  (c  —  «y  (d—  ft)  "^  (c  —  ö)  (d—  Ä) ' 

3.  ta«  =  l/Jp^*^    nnd    tnc«  ^  j/!4=Ä^_iz^. 

»(o  — a)(e — x)  •  (rf — c)(a;  — o) 

Bieraus  folgt 

4.  Jcn«=.l/fc^/i=4;  cnc«=l/^^:=:;lg=*l, 
1                   »^  (c— i)(x  — o)  '  ^  (e  — Ä)(d— x)  ' 

dn«  =  t/;^-;y— > ,  dnc«  =  f^^=^A ' 
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Far  ticsO  ist  jetzt  xt;:sh  and  y^^O^  und  für  H;ssKi9t  xssc 

$.   239. 

Von  den  coordinirteu  Werthen  von  x  in  den  beiden  Integrationen  von  zt^» 

Ehe  wir  weiter  gehen,   stellen  wir  einige  Belracbtungen  Ober  die 
in  g.  837.  und  Si  838.  gefundenen  Resultate  an.    Wir  haben  gesehen,  dafs 

das  Difierenzial  r^  auf  zwei  ganz  verschiedene  Arten  in  77=77 — ^!t — st- 
yR  ^  V^((<?— «)(rf— Ä)) 

umgeformt  uud  demgemäfs  auch  auf  zwei  verschiedene  Arten  iutegrirt  wer- 
den kanu,  wenn  JB=(a? — a){x — b){x — c)(x  —  d)  ein  Product  von  vier 
reellen  Factoren  istj  die  beiden  Modul  k  und  k^  finden  sich  in  überein- 
stimmender Gröfse  bei  beiden  Integrationen ;  beide  Integrationen  geben  die 
Werthe  0,  wenn  x  den  ersten  Grenzwerth  eiiält,  und  beide  Integrale  wer- 

2K 
den  =T7*77 TTT — r;:r,  wenn  x  den  zweiten  Grenzwerth  erhält;  ver- 

schieden  sind  nur  die  fVerthe  von  x^  welche  in  den  bmden  Integrationen 
zu  einefH  und  deinselhen  Argumente  u  gehöret^  und  solche  zwei  zu  dem- 
selben Argumente  u  gehörige  Werthe  von  x  nennen  wir  einander  bei^ 
geordnete  oder  eoordinirfe  Werthe;  coordinirt  sind  also  die  Grenzwerthe 
xssd  und  x=iby  weil  beide  zu  tfs=0  gehören;  coordinirt  sind  ferner  die 
Werthe  x^s^^a  uud  x=sc  in  den  beiden  Integrationen,  weil  beide  tu  dem 
Argumente  ussK  gehören.  Um  die  übrigen  coordinirteu  Werthe  von  x 
kennen  zu  lernen,  habe  u  in  beiden  Integrationen  denselben  Weftb,  und 
der  dazu  gehörige  Wertli  von  x  in  $.  887.  werde  durch  x  selbst,  der  dazu 
gehörige  coordinirte  Werth  von  x  in  g.  238.  aber  werde  durch  x'  bezeich- 
net: dann  ist  gleichzeitig 

«„„  _  |/(c-«)(x->rf)  _    (c-a)(x^-b) 
snw  —  V(ti^a)(x^c)~    {c  —  bJix^—aY 
Hieraus  folgt  rückwärts 

!^    d{c — a)-'C(d — g)8n^f<  d(c^a)cn^u  —  a(d — c)8n'u 
"*"      c  — a—    (d— «)sn*«  "^      (e  — a)cn*ii—    (d— c)»n*ii' 
/ b(c  —  d)  —  a(c  — fr) sn^ II   ^_.  b{e ^ a) cn^ u+c(b — a)m^u 
c  — « —    (c — &)8n^  ti  '^      (c— a)cn*M+  {b — ajsn'u' 

und  hiernach  lassen  sich  für  jedes  Argument  u  die  beiden  zugeordneten 
Werthe  von  x  berechnen.  Für  fi  =r  ()  geben  sie  wirklich  x  ^=s  d  und 
x^^s^b  und  für  fi  =s  JST  erhalten  wir  o?  =  a  und  ;r^  s  c« 
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Ifi  Ufaisiclit  anf  df^  Verschiedebheft  der  coordinirteo  Werthe  von  x 

nennen  wir  die  beiden  Integrationen  des  S»  237.  und  §.  238.  selbst  oeerdiiliiii 

Vertauscht  man  in  den  Formeln,  welche  sich  auf  die  dne  Inte^ 

^B  ^^^^^^^^y  ^  ^^  ^>  ^  ^^^  ^  ^^^  ^  ''^^^  ^'  (vnter 
der  yoraii98et2iung,  dafis  in  den  Formeln  des  %.  238.  x  in  x*  wirklich  ab^ 
geändert  worden  ist) ^  so  bleibm  die  Gröfsen  u,  y,  k  und  k'  utufeändert 
und  rnan  erhält  dadurch  die  sich  auf  die  coordinirte  Integration  bezie- 
henden Formeln. 

Als  Umformongen  der  Ansdrncke  (1.)  mögen  noch  angemerkt  werden: 

/       ^^  a(rf— c)— c(rf— <i)cn'ti  ft(rf— c)— e(rf— ft)dn^ti 

j       *^      d—c—  (rf — a)cu^u   *""        d — c —  (rf— Ä)dn*ii* 
j     /^^^  c(ft— 'g) — a(ft-— c)cn»ii  _^  d{b '^a)'^a {d —  b) dn* t> 
(  6— a —   (fi — c)cn'u  b — a  4*   {d — 6)dn*t#* 

Diese,  wie  die  früheren  Formeln,  sind  bei  der  Integration  von  ^^  m  be- 
nutzen, wenn  P  eine  Function  von  x  vorstellt,  welche  in  den  meisten  Fal- 
len raUonal  sein  ^i^ird« 

Es  lassen  sich  auch  leicht  Formeln  herleiten,  nach  welchen  man 
auch  die  einander  zi^eordneten  Werthe  x  und  x^  aus  einander  berechnen 
kann,  ohne  die  Mpdular- Functionen  des  Argumentes  u  dabei  in  Rechnung 
zu  bringen;  solche  Formeln  erhalt  man,  wenn  man  die  Ausdröcke  der  Mo- 
dular- Functionen  von  ti  im  $.  237.  mit  denen  des  $.  238. ,  worin  aber  x 
in  x^  abzuändern  ist,  identificirt.  Dadurch  erhält  man  die  nachstehenden 
sechs  Gleichungen  in  der  Form  von  Proportionen. 

x^ — b  c  —  b    X — d  x^—  b   b — a  ar— rf 

a/ — a  d — a^oc — c^  c — ar'  ""   d^-c*x — a' 

Q       f    g — x^  ^_   (rf— c)(c  —  b)  X — a  c — x'  c  —  b  x — a 

x'—a  (rf—  a)(b — a) * x  —  c '  d — x'  d — a* x — b  ' 

d — x^  ^       d—c  X — b  X* — b  ^^  {b — a){c — b)  x — d 

a/  —  a  b'—a^x  —  e'  d  —  x*  "^   {d — a)(rf — c)  *x — ä* 

^chaflt  man  in  diesen  Gleichungen  die  Nenner  fort,  so  lassen  sie  sich 
sämmtlich  entwickelt  also  darstellen: 

4.    (d+b'^a^c)xx'—(bd—acXx+x')+bd{a  +  c)-'ac{d+b)=zO, 
oder  auch  in  einer  der  folgenden  Formen: 

bd—xa/       rf4^— -a? — x'     xa^ — ac       x^x* — a^c     bd-^xx'       d-^b—x^-^x' 
xx*-^ ac  "■  a^j-jc'— a^ '  6rf— oc''^rf-f4— o-^'  bd—,ae       rf+6 — a-^* 
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Jede  von  den  Gleichaugen  (S.)»  (4.),  (5«)  drflckt  also  dtoBedinguug 
der  Coovdiaatioü  der  Wertbe  x  nnd  x^  aus,  d.  h.  ist  eiue  dieser  Gleichun- 
gen  befriedigt  (also  auch  jede  der  übrigen),  so  gebort  zu  deki  Werthen  x 
und  x'  entweder  dasselbe  Argument  u,  oder  es  gehören  zu  solchen  zwei 
Werthen  x  und  x'  zwei  Argumente,  die  sich  zu  2K  ergänzen;  denn  es 
wurden  diese  Gleichungen  im  Grunde  nicht  so  hergeleitet,  dafe  man  die 
gleichnamigeirModuIar- Functionen^  sondern  ihre  Quadrate  identificirte,  und 
diese  Quadrate  bleiben  ungeändert,  wenn  man  2K±u  statt  n  setzt.  Was 
hier  in  Beziehung  auf  2JSC  gesagt  worden  ist,  gilt  auch,  wenn  2iK^  statt 
2K  genommen  wird. 

Anmerkung.  Der  hier  aufgestellte  und  noch  ein  zweiter  ihm  ähn- 
licher Begriff  der  coordinirten  Wertbe  x  und  x^  ist  von  der  grofsten  Wich- 
tigkeit in  den  Anwendungen  der  Theorie  der  Modular- Functionen  auf  die 
Geometrie  und  Mechanik;  den  l^oördmirten  Werthen  x  und  x*  entsprechen 
in  der  Geometrie  nicht  selten  coordinirte  Puncto  in  zwei  ¥on  einander  ge- 
trennten Zweigen  einer  und  derselben  Curve,  d.  h.  zu  jedem  Puncto  des 
einen  Zweiges  gehört  allemal  ein  mit  jenem  in  einem  unveränderiichen  Zu- 
sammenhange stehender  (coordinirter)  Punct  des  andern  Zweiges  der  Curve, 
deren  merkwQrdigste  Eigenschaften  ihr  gerade  in  Ansehung  äet  coordinir- 
ten Puncto  zukommen,  wie  weiter  unten  an  einer  ansfi^rlich  behandelten 
Curve  «gezeigt  werden  soll,  welche  auch  in  statischer  Hinsicht  sehr  bemer- 
kenswerth  ist.  Sieht  man  eine  solche  Curve  mit  zwei  Zweigen  als  durch 
Einhüllung  entstanden  an,  so  gehört  zu  einer  Tangente  des  einen  Zweiges 
allemal  auch  eine  coordinirte  Tangente  des  anderen  Zweiges. 

S.   240. 

Die  beiden  Integrationen  von  yar  /     y  wenn  R=:(a? — a)(Ä'— ft)(a?— cr)(a?— d)  ist. 

1.  Es  ist  schon  in  der  Einleitung  zum  §.  237.  vorgekommen,  dafs, 
wenn  a,  b,  c,  d  die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  Ä  =  0  sind  und  x  zwi- 
schen a  and  b  enthalten  ist,  unter  der  Voraussetzung,  dafs  a<ib^c<^d 
ist,  das  Product  — JR  positiv  sei,  und  alle  vier  Factoren  von 

— JB  =  {x—u){b—x){C'-'X){ß—x) 
positiv  sind.    Setzt  man  nun 
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^-^^    ,   l+re;«  ^^=     (l+r.'j~>  SO  findet  man 

a^  _       2Vr.dv 

^         V(c— a+(c-6)rü»)V"(rf-a+(«/-6)r»*)* 

'^*  T~:; — T— ^** — /t—Stj—^»  »Jso  j^>?^  ist,  80  setzen  wir 
l=l*.r=l,   ?^r=:Ä«    rsstotf  für  den  Modal  k, 

wodurch  wir  erhalten  dyc=.^^^r^^  und,  da  •"r  =  j/^  ist, 

i  V  =»  2«  _    r dx  

2  1/  _  J(e-hnd-ä)  .  _  ./(ft-a)(rf-c) 

3.  tn«  =  t'-Tr^l^  t"c«  =  v^5^^=#=^. 

^  (a— a)(Ä  — jt)'  »(c— 4)(;r— «) 

Aas  den  letzteu  Formelu  leiteu  wir  uoch  her: 

A        Knf*  —  J(d-a)(b-x)         ^„^^^  _     ;(e_Ä)(£-.«) 

4.  <    coli    SS     y-rj r-Tj 7,  CllCtl    S=    V yr TT \1 

nud  die  umgekehrten  Formeln  sind 

e        g(rf— ft)4-rf(ft'-g)sp*  ♦< ^(rf— g)— rf(ft— g)cn*u c(rf— g)— rf(c— g)dn>ii 

""     rf— fi  +  (6 — g)  sn*  II  d— g  —  {b — a)  cn*  u  "^     rf — g  —  (c — g)  du*  u  * 

Vergleicht  man  den  in  dieser  Integration  vorkommenden  Modul  k  mit  den 

Formeln  fflr  k  und  A:^  in  $•  237«  und  S.  238.,  so  sieht  mau,  dafs  nur  k  mit 

k'  vertauscht  worden  ist. 

IL    Die  coordinirte  Integration  von  y^Aj^r—^^  im  Ver^eiche  mit 

der  in  $.240.,  ist  der  vorigen  ähnlich;  nur  wird  jetzt  vorausgesetzt,  ^als 
X  zwischen  den  Grenzen  e  und  d  enthalten  sei.  Daher  finden  wir  auch 
ähnliche  Resultate,  wie  früher.    Setzen  wir  nun 


£Z1?  —  -.-2 
d-x 


rr, 


Si  e  b»  e  h  H  t  e  r    Ah  »  c*n'if  U      §.242.  500 

»«0*-i+^— »  «— «—  i+r^.    »   «~'^— 1+rt»»»  ^^» i+F?i 

ODd  x—b  =  — ^y'^.    — ,   aar  =  -A_J_j—  ^  so  findet  mau 
- 2Vr.dv 

D»  ^>^=If  isf,  80  setaen  wir  ^.r=l,  ^re*«und  e  =  tntt; 

dann  ist  wieder 

.  __  2u  _   f dx 

'•        y  —  v"((c— a)(rf— Ä))    ""y  V((j?--a)(jr— ft)(x--c)(rf— jr))' 

9         .,_    /(c--b)(d-a)  ,  _  ,/(&-- a)(rf-c) 

3.     tn«  =  ^i'^-*li"-^>         tnc«  =  |/ä=^^;. 
»  (c — b)(d—x)'  »(rf— o){jr — c) 

Ueberhaupt  hat  man  nur  iii  den  Formeln  $.  240.  a  mit  c  and  d  mit  d  zu 
Tertaaseben,  um  die  gesuchten  übrigen  Formeln  zu  erhalten.    Sie  sind 

isntt  -  J(d-b}ix-c)  J{c-a){d-s) 

■^  (rf— c)(j; — Ä)  '  "^  (rf — c)(jr — a)  ' 

nnd  die  angekehrten 

-         c(rf— 6) — ft(d— c)sp*u  ^__  d(c— &) + ft (rf— c)  cn^ II       a(g— &)  —  6(c— o)  da*  ti 

%.   242. 

V* — R* 

V^S   wie   in  g.  240.  anter   der  Voraossetznug  tnte- 

griren,  daf»  x  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  enthalten  sei,  oder,  wie 
in  S.1^41.,  anter  der  Voraussetzung,  dafs  x  zwischen  den  Grenzen  c  und 
d  enthalten  sei:  in  beiden  Fällen  finden  wir  ein  Argoioeut  u,  welches  zwi- 
schen den  Grenzen  0  undJBC  enthalten  ist;  auch  stimmen  die  Moduln  in  bei- 
den Fällen  äberein.  Für  x=^a,  so  wie  für  xssc,  ist  tisO,  und  für 
xssb,  so  wie  im  zweiten  Falle  für  xs^ä,  ist  ti  ss  JSC 
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Man  kann  also  dem  Argumente  u  in  beiden  Integrationen  wieder 
denselben  Wertb  geben,  nnd  die  dazu  gehörigen  Werthe  von  x,  welche 
dann  allein  verschieden  sind,  nennen  wir  coordinirt.  Den  Wertb  von  x, 
welchen  die  Formeln  (5.)  $.  240.  geben,  bezeichnen  wir  mit  xf  den  Wertb 
von  X  aber,  welchen  die  Formeln  (5.)  S«  241.  geben,  bezeichnen  wir  mit  x\ 
Dann  ist  für  ti  =  0,  or  =  a  nnd  x^  =  c^  so  wie  für  u=zK,  x  zszb  und 
x's=  d;  es  sind  also  wieder  a  und  c  coordinirt,  so  wie  h  und  d.  Da 
überhaupt 

™  «  —  ij,^a){ß—x)    ~  {d^c){x''-by 
ist,  60  haben  wir  die  Gleichung 

-        x'^-c         d — c   X — a 

Eben  so  finden  sich  die  Gleichungen 

d—x'  _   {d^d)(d'^c)    ft— jr 
x^^b   "^   {,b  —  a){c—b)"d—x^ 
jt'— c  c — b    X  —  a 


2. 
S. 

4. 
5. 
6. 


d — x^  d  —  a* b-^x  ^ 

x' — g.  rf  — g  c-^x 

x'—b  c  —  äV — jr' 

rf — x'  d — e    i — X 


x' — a         b — a*e  —  x^ 

x^ — c  (c-~6)(rf — c)    X  —  g 

j:' — g  (Ä  —  g)(rf— g;*  c  — j:  * 

Dividirt  mau  noch  (1.)  durch  (5.),  so  erhält  man  die  noch  bemerkenswer- 
fhere  Gleichung 

|/(x^— c)(jr^— g)    _   |/(jr  — g)(c— j:)  _   W/c  -  g)\     soif 
^-       r(^/_fi/)(e/_jrO  ""   *^(</— x)(i— x)  ""    I^Vrf— i)/'sncfi  • 

Sieht  man  in  dieser  Gleichung  'r  (tEt)  *'®  gegeben  an,  so 

kann  man  mittelst  derselben  gleichzeitig  x  nnd  j^  als  die  Wurzeln  einer 
und  derselben  quadratischen  Gleichung  darstellen.  Schafft  man  in  den  Glei- 
chungen (1 — 6.)  die  Nenner  fort,  so  erhält  man  die  Gleichung 
8.  (rf+6_fl— i?)a?Ä?'— (Ärf— iic)(a?  +  a?0  +  *dr(ii  +  r)  — iic(il+6)  =  ()^ 
welche  mit  der  Gleichung  (4.)  %.  239.  übereinstimmt  und  auch  wieder  in 
den  Formen 

Q      bd—xx' ^ rf-f-^— jr— x^       xx* — ac  ^__  j>fj:^ — a^c      bd — xx*  ^__  b^-^x — x^ 

xx^-^ac      jT-j-^'— g— c'      bd — ac       b-^-d — a^c^     bd — ac  "^6-f-d— g— c 

dargeslelll  werden  kann. 
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S.   »43. 

V'Tr  und  /^  I  p7  ' 

Ist  ^y==/v=ii»  bereits  iutegrirt,  and  dariu  a<i<c<Crf,  ferner 

etwa  X  zwischen  den  Grenzen  a  und  h  enthalten,  so  kann  man  aus  den 
Resultaten  sogleich  noch  eben  so  viele  neue  herleiten,  wenn  man,  beach- 
tehd,  dafs  nun  — d<i  —  i?<C — *< — «  *st,  a  mit  — ä  und  h  mit  — c 
vertauscht;  die  Grenzen  von  x  sind  dann  also  — ä  und  — Cy  und  da  — i 
wieder  kleiner  als  — c  ist,  weil  — c — ( — d)ssd — c  positiv  ist,  so  ist  das 
neue  Integral  einstimmig  mit  dem  alten.  Verwandelt  sich  durch  die  genannte 
Vertauschung  R  in  Ä',  so  hat  man^  da  Ä=(j? — aXx — Ä)(a? — c){x—d)  ist, 

/*  dx  r  dx 

Das  Integral  ygg/y*_^j^  verwandelt  sich  also  in  y^^yy^irg/»  ^^^ 

.  fdx  •  fdx 

eben  so  y-^J^Ti  »"  ^=7 V=ä^- 

;^r— -g  den  Grenzen  a  und  ift  von  or 
die  Grenzen  — d  und  — c  von  x  im  Integrale  y^=^J^n:Wi  entsprechen,  so 

entsprechen  auch  den  Grenzen  c  und  d  von  ar  in  jenem  Integrale  die  Gren- 
zen — h  und  — a  von  x  in  diesem. 

Weiter   entsprechen   den  Grenzen  d  und  a  von  jp   im   Integrale 

y=s /yP^  die  Grenzen  — a  und  — if  von  x  im  Integrale  y^^^jy^^^ 

und   eben   so   entsprechen   den  Grenzen  b   und    c   von  x   im  Integrale 

ys= /-^  die  Grenzen  — c  und  — il  im  Integrale  y^^J^Wf 

Aus  den  vorhin  entwickelten  vier  Arten  von  Formeln,  welche  sich 

y'*  dx 
yqjjg  beziehen,   lassen  sich  also  nach  der 

vorstehenden  allgemeinen  Regel  sogleich  durch  eine  einfache  Uebertragung 
noch  eben  so  viele  neue  Formeln  herleiten,  welche  sich  auf  die  Integra- 

tion  von  y^^J^rnWi  beziehen ^  und  zu  jeder  von  den  vier  ersten  Arten 

von  Formeln  gehört  auch  nur  eine  von  den  vier  letzten  Arten. 

Es  verdient  noch  angemerkt  zu  werden,  dafs  sich  die  beiden  Inte- 
grale yssy^ü^  und  7^  = /t^  »ut  einander  vertanschen,  ond  dab  die 


512  Siebzehnter    AbschniiU      §•  244. 

zosaminengehörigeD  Grenzen  sich  ebenfalls  vertauschen,  wenn  man  gleichzeitig 
— X  statt  X  und  — y  statt  y  setzt  Dasselbe  gilt  von  den  beiden  Iot«gni* 

len  y=j^z:n  ^^^  y~J^rZR''  H^*  ^'®  Gleichung  JB  =  0  zwei  po- 
sitive und  zwei  negative  Wurzeln,  so  hat  die  Gleichung  A^  =  0  zwei  ne- 
gative und  zwei  positive  Wurzeln.  Ist  Ä  =  4  +  2iPj?  +  Cj?*  +  Zla?^  +  a?*, 
so  ist  R'^A—2Bx+Cx^^Da^  +  cp\ 

S.    244. 

Vertauschen  wir  nun  wirklich  in  den  Formeln  $.  240.,  dem  $•  243. 
gemäfs,  a  mit  — d  und  b  mit  — c>  so  erhalten  wir  Formeln,  welche  sich 

auf  die  Integration  y^^^Jy^zw  beziehen  unter  der  Voraussetzung,  dab 
X  zwischen  den  Grenzen  —  d  und  —  c  enthalten  ist    Wir  finden 

2h _   f dx _ 

!•         y  —  V((e-aj(c/-Ä))    ~y^V(-(a?+a)(ar+Ä)(ar+c)(a?':p))' 

jj.  k  =  f^=^'-^,  und         k'  =  l/g=^^!, 

'  (d--o)(c— «)  »(rf— ft)(c— c)* 

Hier  stimmen  also  die  Formeln  (1.)  und  (S.)  wieder  mit  denen  $.  840ti 
flberein;  was  sebr  beroerkeuswertb  und  die  Crsacbe  ist,  dafs  wir  diese 
Integralion  ebenfalls  der  in  %.  240.  coordinirt  nennen..  Die  übrigen  For- 
meln sind: 

Cnu  =   i/(<^-«)(-c-^)  _  ,/  (c-&)(ar+rf) 

d°«^  =  l/f^";t^~^"1;  dnc«  :^  ^/(c-i»(-a-x) 

>^  (rf  — 6)(— fl— or)  '  "^  (e— «)(— fi— a:)  ' 

und  die  umgekehrten, 

5        a:  =   — rf(c  — g)  — a(rf— c)sn»u  _^    —  cfrf— fl)+fl(rf— c) cn» u 
c— o  +    (rf— c)8ii?u  rf— a —   (i/— c)cn*f# 

_    -^ft(rf_g),^fl(rf_ft)dn»|# 
~  rf— a—    (rf— Ä)dn»fr 

Bezeichnen  wir  den  nach  diesen  Formeln  berechneten  Wertb  von 
X  mit  x\  hingegen  den  nach  den  Formeln  (5.)  $.  240.  berechneten  Werth 
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TOD  X  wieder  mit  sp,  so  erkalten  wir,  wenn  wiit  die  hier  Yorkommeiiden 
ModuIar-FuuctioDeD  von  u  mit  dea  gleichlaatendeo  in  S^  840.>sniit  welchen 
sie  olinehia  im  Modal  dbereinstiromen,  identificiren,  die  Gleichungen 

x^^d    {d  —  c){d — b)    X — a         — b-^x'  d — b    c  —  x 

—  a — x'  "^  (c  —  a)(Ä  —  a)*rf  — j:'       — a^x'  "^   e — a  'rf — x^ 
A      y —  c  —  x^  ^^  d — c   b — X  — c^x*  ^^  {d — c){c-^a)   b  —  x 


> 


—  a — X'  b—a^d-'X*  —b—x^  (b—a){d—b)'c-'X 
x'^^-d    d  —  b  x  —  a                          x'-^d     ^^   d — c    x  —  a 

—  c — X*         c  —  a*b — x^  — Ä  — jr'  ~"   b  —  a  *c  —  x^ 

welchen  gemäfs  man  fQr  jeden  Werth  von  x  den  angeordneten  Wer(h  von 
T^  und  umgekehrt  jenen  aus  diesem  berechnen  kann.  Wird  die  sechste 
Gleichung  durch  die  zweite  dividirt,  so  erhält  man 

,/    (x^+rf)(— «— .tQ    _  J(x  —  a)(d—x)  _  d~a  inu 

^-      r(«4_a?')(-.c  — X')  V  (b^a:){c—x)  ""  y"((d— i) (c ~ a) * dn w 

J/d — a\    cncu 

""  f  \c  —  Ä/  '  cuu  ' 

und  hiernach  lassen  sich,  wenn  man  Y'frj_^f^_^y.^^ —  als  gegeben  be- 
trachtet, X  und  — x'  oder  — x  und  x'  als  die  Wurzeln  einer  und  dersel- 
ben quadratischen  Gleichung  darstellen.  Zu  demselben  Resultate  führt  die 
Verbindung  der  dritten  und  vierten  Gleichung.  Schaffen  wir  in  einer  der 
Gleichungen  (6.),  welche  auch  durch  Umformung  aus  einander  hergeleitet 
werden  können^  die  Nenner  weg,  so  erhält  man  nach  einer  leichten  Re- 
duction  die  Gleichung 

8.  (rf+a— J-c).a:a7'  +  (arf— ftc)(a?— a?')— arf(Ä  +  c)  +  Ä<:(ii  +  rf)  =  0, 
welche  sich  auch  auf  folgende  Arten  darstellen  lälst : 

xx'-^bc     ^      b-^c^jx — jc^)  xx'-^-bc  b-^c — (x — x^)         , 

'•        xx'+ad  ~  rf+a-(x— a?0'         «rf-^T^  ""     4^a  —  b--c      °"^ 

ad—Fc  rf-f-rr— Ä  — c 

Setzen  wir  für  den  Augenblick  K(""^t)*^^^=  ^^    ®^  8*®"^  ^ 

Gleichung  (7.)  die  beiden  quadratischen  Gleichungen 

(l  +  Oo:'— ((*  +  c)r'  +  ii  +  rf)a?+*cr'  +  arf  =  0, 

wovon  die  erste  mit  der  zweiten  übereinstimmt,  wenn  man  in  jener  — x^ 
statt  ar,  oder  in  dieser  — x  statt  x^  setzt  j  daher  sind  x  und  — x*  die  Wur- 
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zelu  der  ersten,  x'  and  — ae  aber  die  Wurzeln  der  zweiten  Gleidiang: 
Aus  diesen  Gleichungen  ziehen  wir  also 

woraus  nach  einander  folgt: 

££y-«rf        i/+« — U' — «y^)  1 

jTjf'  +  ic  6  +  c  — (jr  — ^) 

Aehnliche  Resultate  lassen  sich  auch  aus  den  Formeln  g.  841.  and  auch 
aus  denen  S«  237.  und  238.  herleiten;  womit  wir  uns  jedoch  hier  nicht  län- 
ger aurijalten,  da  diese  Herleitung  keine  Schwierigkeit  hat. 

S.   245. 

Zweite  ziemlich  einikcbe  Integration  von  tt^  und  -^ „,  ^Z^l  *"*^  v" p/  > 

welche  su  einem  reellen  Modul  fuhrt,  der  <[  1  ist. 
Bezeichnen  wir  in  den  früheren  Integrationen  das  Argument  mit  r 
und  den  Modul  mit  A.,  den  conjngirten  Modul  also  mit  K'i  setzen  also  r 
stalt  tf,  K  statt  k  und  hf  statt  f^^  und  eriunern  uns  der  Formel  }^K»snvss 

V^lri""  in  «.51.,  so  ist  der  neue  Modul  Ä=  ?^,  also  *'s=m  ^ 

M 
0  = 


1+r 

1.    Benutzen  wir  diese  Bezeichnung,  so  ist  in  $,  297.  das  Integral 

fJSL  -_, 2» .,  ^  J{b^a)(d-c)     ^  W(c.-t)(rf-a) 

yVH— VÖ^aKrf-Ä))'    '^   ~  l'(c-a)(e/-6)   """  '^  —  •'(c-«)(rfZT)' 
daher  ist  der  neue  Modul 

i  .  __      2V^((c-a)(rf- b)ie-b)(d-ay)  . 

\\—  y(^c-a){d-b,)+y-i{e-b){d-a))    """ 

jjfc/—  V'((c-«)(</-ft))-n(c-&)(rf-q)) 

[      ~"  V((c-«)(rf-6))+\r((c-i)(rf-a))' 

g     /»a-r 2m _f d£ 

*•  y  VÄ  — V"((<^o)(d-Ä))+\^((c-*)(rf-a))  ~l/ V"aJ^-a)(x-6)(4r— c)(*-rf))* 

Ferner  ist 

i/t-dn«i  "j[c-b){d-a)    J{c^a){x-d)         , 

,        i/l  — du«  |/(c— ft)(c— c)   ./x— rf 

•^'       •'l  +  dn«  ■"   '(rf-iXrf— «)*''x-c' 
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ttDd  die  umgekehrte  Formel  ist 

A        -  —   </V"((c-&)(c  — «)).(l-fdn««)--cvr((rf-^^)(rf— a)).(l  — daw) 
ViSfi— b)  (c—  oO .  (1  +  dn  «)  —  V((rf-  Ä)  (rf-  a)) .  (1  -  da  m)  * 

Für  « =s  0  ist  nun  xs^  d  und  fflr  t(  s=  JK  ist  x^sc,  weuu  mau  beachtet, 

dafe  dann  duussA;^  und 

Lz*:  -    V((c-ft)(rf-a))    .  , 
l  +  A-/  --    -/-((c— a)(rf— *))   "*• 

y>g  unter  der  Voraussetzung,  dals  x 
aswischen  den  Grenzen  b  und  c  enthalten  sei,  gefunden  werden,  so  bleiben 
die  Formeln  (1.)  und  (!2.)  ungeäudert,  nur  dafs  jetzt  y  und  u  für  Xi=s.b 
verschwinden.    Ferner  ist  nun 

ft        i/t  — dn«  __  i/(rf— q)(c— g)    i/jr— » 
"•       '  1  +  dn«  ~"   '(rf— 6)(c  — *r'x— «' 
ß  6V((rf-«)(c— a)).(l  +  dnM)-aV((rf_ft)(c_ft)).(i_jp„) 

V((rf—  a)  (c— o)).(l  +  dn«)  -    V"((rf- ft)(c— 6)) . (l — du k)  * 

y>r— ^  gefunden  werden  unter  der  Voraus- 
setzung, dafs  X  zwischen  den  Grenzen  a  und  h  enthalten  ist,  so  müssen 
wir,  dem  S*  240.  gemäfs,  K=.  \\jZ.a)id—b)  '*®'*®"»  wodurch  wir  erbalten: 


7. 


.    __       2  V-((&  - a)  [d—  c)  {c—  g)  (rf-  &)) 
«  —  y-(xc-a){d-b))  +  ^{ib-a){d~cy)> 


«  —  ■vr((c_«;(rf_6))+VtF='«)(«'-"^' 
o        V  - ^M _    fBx 

o-     :r  —  y-((c_„)(rf_Ä))4.v^((4_a)(d— c))  ""yv"-:«' 

O         i/t-dnw  _   */id-c){d—b)   llx-a 
^'       »'l  +  dntt   ""  y{^-a){b-a)'y  d-x' 

Kl         -:  _  aV((rf-c)(rf— »)). (14- dn«)+rfV((p-q)(ft— «)).(!  — dn«) 
lU.       X  —     ■^^id-c){d—by).{\  +  Anu)'\-   \^((c-g)(6— g;).{l  — dn«)- 

Es  ist  uuu  xs^a  für  ti  =  0  und  07  =  6  für  u  =s  £. 

Y\Z.R  S^^^'^^^^  werden,  und  liegt  x  zwi- 
sclieu  den  Grenzen  c  und  d,  so  gellen  wieder  die  Formeln  (7.)  und  (8.). 

Aufserdem  ist  ^ 

II         |/1— dn«  |/(6  — g)(rf— A)   i/J— c 

'1  +  dn«  ""   '(c— g)(rf— c)*'ä  — 6' 
_  cVQft— a)(rf— ft)).(l-f.dn«)-»VlC(g— a)(rf— c))(t  — dn«) 
1».       X  —    V((5IIi^(rf_^)).^i+Ai«)-  V"((*-a)(<f— e}).(l-dnii)* 

65« 
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Aus  den  vorstebenden  Formeln  crbält  man,  dem  8»  £43.  gemäüs,  80|^leich 
noch  eben  so  viele  Formeln ,  indem  man  a  mit  — d  ond  6  mit  —  c  ver- 
tauscbt. 

$.   246. 

Die  Integrationen  von  zt^  und  ^=— 5>  wenn  B  s=  {x — q)(x — h){x — c)  und 
also  nur  eine  cubische  Form  ist. 

Ist   B    nur  eine    aritbmeliscbe   Form    des    dritten    Grades    ond 
=i(x — ä)(x — b){x  —  c)j  80  erbält  mau  die  sich  auf  die  Integration  von 

7^^  und  y>_p  beziebenden  Formeln,  wenn  man  nur  in  den  früheren  For- 
meln d  positiv  und  =  l  setzt.  Dadureb  erbält  man  sofort  aus  den  For- 
meln S- 237.,  indem  man  vrieder  a  <[  6  <[  ^  annimmt, 

I  »a — jp  '  »c  — x'  '  «r — c*  »*-*■«' 

a— c.cn*u 

,a?  = r . 

^  sn*« 

Hiernach  ist  fiir  «  =s  0  die  Grufse  x  a=  |  nnd  für  u  —  K  ist  o;  =  a,  und 
also  X  zwischen  den  Grenzen  +^  und  a  enthalten. 

II.    Die  Formeln  §.  238.  geben 

^_   /•ÖJr    _       2««  Jfc—  i/£zi^         k'—  l/*-" 

>^— 77=--:«—  V-(c-a)'       ^—  Fe-«'       *  —  KF^Z^» 

tn«=V(ft_«)(e~*l»     »"«-rcc-ftH*-^'     cntt-J'^^_^.^^_^, 

t„c«  =  l/^,       »c«=.l/^,     cnc«=|/f^*,      dnc«  =  |/^«, 

ft  ( c  —  g^  —  g  (c  —  ft)  Sil  *  M  ft — fl+adn*u 

^  c  —  a —   (c — ft)sn*u  dn*M    '       ' 

und  es  ist  also  x=h  für  ti  =  0;  ferner  xs=z  c  für  u^=iK;  also  j:r  zwi- 
scben  den  Grenzen  6  und  c  entbalten. 


Siebzehnter    A'b  »  e  h  n  i  1 1.     §.  347.  617 

UL    Die  Foroieln  §•  ^40.  geben  nun 

a  ' 

*»«-^S'    »«  =  l^Ff^'    cn«  =  |/*^,    dn«=l/^,   und 
X  =  a  +  (ft — ä)8n'^uz=zb — (b — a)  cn'ti  =  c — (c— a)  dn'ti. 
För  ff  K  0  ist  :r  £=  n  nud  für  ti  s=s  IC  ist  d?  s=  d^  also  ^  zwischen  den  Gren- 
zen a  und  b  enthalten. 

IV.    Die  Formeln  $.  241.  geben 

^c«  =  *^S'  «"c«=|/^,    cüc«  =  V'^,   dnc«=Vj£4' 

Diesen  Formeln  gemafs  ist  x  es  c  für  tf  ss  0  und  or  =  J  fiir  ti  =  JiC^  also 
X  im  Allgemeinen  zwischen  den  Grenzen  c  und  ^  enthalten. 

».   »47. 

Zweite  Art  der  Integnttion  von  ^t=-  und  ijT^D»  wenn  il^(jp — ei){x—'b){x—c)  ist. 

Es  sei  wieder  a<^h<ie.     Setzen  wir  in  den  Foripelu  %.  24o> 
ebenfalls  <?  =  ^ ,  so  erbalten  auf  der  Stelle  die  gesuchten  Formeln. 

I.  Ist  X  zwischen  +i  und  a  enthalten,  so  ist 

k  —    2V~((g-«)(c-^))      „,.,,     fc  __   V(c-a)-ir(c-a) 
"  —  V-(c_«)4.V\F=ZÖ     """     '^  —  V(c-o)+V(c-4)  ' 

/•  a* 2m i/t— dB«  ___  |V(c— A)(c— g) 

^V*^«  ""  V"(c  — a)-hV(c  — ft)'         »l+dn«   ""  »      (e— x)*      ' 

__  y((g— 6)fe— <i)).(l  +  dnH)  — c(l^dn«i) 
*         V((c  — ft)(c  — a)).(l+dn«)—    (l  —  dn«)* 

II.  Ist  d?  zwischen  h  nud  c  enthalten,  so  ist 

h  —    2>^((g-«)(c-ft))  . ,  _  \r(c-g)-V(c-6) 

'^  —  V-(c— a)+V-(c-ft)  »        "  ~  V"(c— a)+V(c-Ä)» 
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y^dx 2« y/i  —  inu  __  ,//e— i^    i/x— ft 

y=:^  —  v"(c— o)-|-V"(c— 6)'        'l  +  dn«  ""   l' Vc— 6/ *  r  «— a' 

_  tV"(c-o).fi  +  dni<)  — a-r(g— ft).(l— dnw) 
* V(c—o). (1  +  dn«)—    "/■(c-6).(l— dn«)* 

III.  Ist  X  zwischen  den  Grenzen  a  nnd  b  enthalten,  so  hat  man 

I.  _      2V(A-a)(c-o)  ^  _  V-(c-a)-V-(ft-a) 

«  —  ir(c-«)+V(^a)'        "^  "  V(c— a)+V(6-«i)  ' 

y-ga:  __    2u Jl  —  iau  __    J/      (x— o)» 

yTR   "    ■/■(e— a)+V"(&  — a)'  'l  +  dna""    "(c— a)(6— a)  » 

_   o(l  +  dntt)+V"((c— aK6— gl).(l  — dn«) 
l-f>diiu 

IV.  Ist  endlich  x  zwischen  den  Grenzen  e  und  ^  enthalten,  so  hat  man 

_     2y((»-oKg-a))  ju  __  V(c-o)-V-(ft-a) 

*  "~  V(c— «)H-V(i— a)  '         '^    ""   V"(c-o)+V^(ft— a) ' 

y^dx-^^  2w |/1  — dn«  __   W/6— a\    Ja 

V^  ""  y(c— «)4-V(*— «)'       'l  +  dnu  '—    »Vc— J''ä 


/« — e 


X  = 


^  cV(ft  — o).(l+dnw)  — fty(c— g).(l  — dnw) 
V"(»--ß).(l-f  dn«)—   V"(c—a). (l—dn«)* 


S.   «48. 
^p   ,  wenn  X  eine  rationale  (ganze  oder  gebrochene) 

Function  von  x^  und  R  eine  arithmetische  Form  des  dritten  und  vierteu 
^  Grades  in  Ansehung  von  x  ist 

Es  ist  im  Vorhergehenden  umstaodlic)^  davon  gehandelt  worden,  wie 

dx 
das  Differeuzial  ^^,  wenu  iR  =  0  eine  Gleichung  vom  driften  oder  vierten 

Grade  in  Beziehung  auf  x  ist,  jedesmal  auf  M.du  reducirt  wefden  kann, 
wo  M  eine  Conslanle  bezeichnet;  und  bei  dieser  Umfomiuug  ist,  wenn  t 
eine  Modular- Function  des  Argumeuls  u  vorstellt;  der  Ausdruck  von  x 
eutweder  von  der  Form 

_  A±nt    ,        _  j+jf^« 

dx 
Subslituiri  man  denselben  Werlh  von  x,  durch  welchen  ^=j^  =  il!f*dti  wird, 

auch  in  dem  Factor  X,  so  erhält  der  Ausdruck  -y?=g-  die  Form  ü^du, 
nnd  es  ist  also  ..  _.  /u.Bu, 
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wenn  durch  ü  eiae  rationale  ganze  Fonction  von  t  bezeichnet  wird.  Ist 
U  eine  rationale  ganze  Function  von  i,  so  besteht  U  ans  Gliedern  von  der 
Form  at^^*^  und  bf'^y  und  da  /  eine  Modular- Function  des  Arguments  u 
ist^  80  können  die  Integrale  faf^^Kdu  und  /ht^\du  nach  den  Reductions- 
fornieln  des  $.  71.  gefunden  werden. 

Ist  aber   U  eine  gebrochene  Function  von  /,  so  kann  sie  zerfallt 

werden  in  Glieder  von  der  Form  flf'*+^  bP\  - — 1^^377-  und  , — t-^ot^»  welche 
mit  du  multiplicirt  und  dann  iutegrirt  werden  müssen. 

Mau  kann  aber  auch  vor  der  Zerfällung  von  U^  t  ^=i  —  setzen; 
und  wird  die  Zerfällung  nun  vorgenommen,  so  erhält  man  Glieder  von 
der  Form  ^  a  ^  1 

welche  einerlei  sind  mit 


Es  ist  daher  nur  noch  von  der  Integration  der  Brüche 

und 


(a+ßr'    {a+ßty    («+/J<*r       («+/Jt*r 

zu  handeln. 

S-    249. 

Die  Integration  von  ; — r-s^t;  und  ; — t-stt;  »  wenn  <  eine  Modular -Function  von  «  ist 

Da  /  eine  Modular- Function  von  «  ist,  so  wird  der  Zusammenbang 
Kwiscbeu  t  und  u  durch  eine  Diflereuzial- Gleichung  von  der  Form 

a ±8f 

ausgedrückt,   und  es  ist  also,  wenn  3yr=r  .  4.^*3 ty  ''^' 

~ ±a/ 4     4.    _-  / a<   

Setzen  wir  nun  a-\-ßtssv,  also  ^1=^^^^,   Btrsz-^,   a  +  2J^  +  cf*s=s 

a/g*+26/g*(P— «)»+c(»>— «)*  __  ^4.4Jg»;.4-2gp'+4P'^*+^"* 

"äj         — — — — —  „_ __  ■  9   wenn  man 

zur  AbkärauDg  seist : 

A  =  aß*  +  2fta'ß'  +  ca',     B  =  — (4^a  +  ca»),      C  =  «(3^  +  3ca% 

H  =  —  <ra,    E  zs  Cy 
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«Dd  also  ±r-/„ry^j^^A„+2€l-^i»v*+^v*y  Di«ferei.alirt maii  no«, 
zar  Abkaraaog  setzeud:  J  +  4i7o  +  2Cv'+4l>t;^+£o*s5|{,  also  dB 
s  4(ll+Cv  +  3/?0^+£i^).dr,     den  Ausdrock   ^,  so  erbält  mao 

,(^.)^..tai.-(r-i)«.a,^  .ae. 

a/VM  _  _  (r-l)^.a«  __  2 (2r— 3)1?. 3p  __  2(r— 2)C.3t>       2(2r—&)D^o 

Da  aber  ^B^ß^,^(a-^2bf  +  cf),  also  ß^  =  ^^^-^^J^^^-^-^^  = 
±du  ist,  so  erhält  mau,  xrenn  man 

setzt,  die  Rednetions- Formel 

I     ±ß*V{a-\-2bt*  +  t*)  ___ 
(«+/?«)'-^  — 

—  («ß«+2*a'3'  +  <'a*)(r— l).[r]  +  2(ftß'tt  +  ca*)(2r— 3).[r— 1] 

—  2(Jß'  +  3ca*)(r— 2).[r— 2]  +  2ca(2r— 5).[r  — 33— tf(r— 3).[r— 4]. 

dt 

Ist  z.B.  f=sn«,  also  ^«=  V(i^(i^ti)<i.j.t»/4)>  so  bat  man  «  =  1, 
2*  =  — (1  +  *'),  <;  =  A*,  folglich 

/?*  cn  M  dn  tt     __^ 

-(a'-^ß»)(Ä^a"^ß')(r~t)[r]  +  (2Ä»a»-(l+*^)ß^a)(2r^3)[r-l] 
+  ((1+Ä*)ß*— 6a'Ar')(r— 2)[r— 2]  +  2Ä'a(2r— 5)[r— 3]— A:'(r— 3)[r-4]. 
Setzt  man  aufserdem  assl  und  ßsskana,  so  hat  man 

6+(l+t»),,«a  2_(2^)  (r-3) 

und  iü  dieser  Formel  ist  M  =  /—-——^ -. 

Ist  r=l,  so  kann  das  lotegral  nach  $.810  —  213.  gefanden  wer- 
den.    Wir  können  aas  der  vorigen  allgemeinen  Formel  sogleich  noeh  eise 

zweite  herleiten,  indem  wir  a  mit  ß,  a  mit  c  and  —mit  f  vertaasdien.  Da- 
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durch  verwandelt  sich    dn  »  ±y^^a+2lWci*)  ^  +f,^L^2b_^a_\ 

=  :irz?^. — TTiT^-i — ;tx>  d.  h.  es  verwandelt  sich  du  in  —du.  Setzen  wir 
nun  das  Integral 

J(a+ßtr  -  L»-j» 

80  haben  wir  noch  die  Formel 

=  (aß*  +  2Äß'a»  +  ca*)(r— l).Cr]  — 2(*a'ß  +  aß')(2r— 3).[r— 1] 
+  2(6a'+3tfß')(r— 2).[r— 2]— 2flß(2r— 5).[r-3]— fl(r--3).[r-4], 

in  welcher  wieder  5«  — ±v>+W+^  «*• 

S.    250. 

Die  iDtecratioDen  von  7 — t-öttt.  «öd  7 — t-öt-^t^j  wenn  i  eine  Modular- Function 

des  Arguments  u  ist 

=/«-)- /g<»/\r(aV2&<«+cM)'  ««  "^^^^  '"*°  a+  ß<'  =  t»;  alsdann  ist  t  = 

/__,  ö/=,_,,__^__.  ferner  a+2ft^+c/«=^  ^  T    ^^  ^  ^-^^ i- ; 

folglich 

-    ^'  ~  »'V^(a/?>(«'  — «)  +  26/?(r-«)»  +  c(t>— «)•)    °"®^ 

wenn  man  znr  Abkürzung 

C=2*-^^,  Z>  =  ^ 

setzt.    Ferner  ist,  wenn  man  A-^-Bv-^-Ct^-^-Dv*  ^s:R  neiti,  die  Gröfse 

R  =  flß(»  — a)+26(p— a)'+-^(t>-a)»  =  aß'f  +  2Jß*<*  +  cß*/«  = 

ß^<*(a  +  2i/'  +  c/«),  also  ^il  =  ß/^(a  + 2«/* +  <?/♦)• 
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Differenzlirt  nmo  non  -^^ ,  so  erhalt  man  d  [-^^)  = 2T?VJi 

.      :>(VR\  _  —(2r—2)A.idv       (2r—3)B.\dv       2(r-4)€.idü       {2r—5)D.^p    ■ 
fM^^'^y^^t)—        eryrk  v^=>^R  if-^y^R  if-\-^R     ' 

,    ,     idv  ßt.dt  ___    dt ,  ;,       .  . 

una  na  ^^  —  jtVWf'Tfi^Tön  ~  V>+2J7»+c//)  ~ -*'"  "*'   '° 
bat  man,  wenn  man  gliedweise  integrirt  und  zur  Abkürzung 

J{a+ßt^y        LH 
setzt,  die  allgemeine  Reductionsformel 

,  ßtV(a+2bt*-\-ct*) 

=  (a3a-2aa'  +  ^a')(2r— 2).[r]  — (aß— 4Ja  +  ^-)(2r— 3).[r-l] 

_(2ft_l^).(2r-4).[r-2]-|(2r-5).[r~3]. 

Vertauscbt  man  in  dieser  Formel  a  mit  c,  a  mit  ß  und  y  mit  ty  wodurch 
sich  du  in  — du  verwandelt,  und  setzt  das  Integral 

J{a+ßt*y  —  L'^J» 
SO  erhält  man  die  neue  Formel 

ir         .  at^^.V(a+2bt^+c1*) 
"•        -  {a  +  ßt*)^'- 

=  _(caß_2Jß'  +  ^^)(2r-2).[r]  +  (m-4Äß  +  ^^)(2r-3)[r-l] 

+  (2*-^^(2r-4).[r-2]  +  ^(2r~5)[r-3], 

in  welcher  wieder  du  =r7=7 — ,  TT^^^  , — ttt  ist  und  also  f  eine  beliebige 
Modular- Function  des  Arguments  u  oder  auch  seines  Coniplements  vorstellt. 

Reduction  des  Unterschiedes  zweier  Modular-Integrale  von  der  zweiten  oder  vierten  Classe, 
deren  Parameter  sich  zu  K  ergänzen,  auf  ein  einziges  Integral  von  derselben  Classc. 

Beziehen  wir  die  Modular- Functionen  des  Arguments  u  auf  den 
Modul  Ar,  und  die  des  Arguments  v  auf  den  kleineren  Modul  Ky  wie  in 
§.51  —  54.,  so  ist  nach  Formel  (13.)  §.59. 

'l„o«  dnii+dncfi 
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also  du'2p  =  i^*u^^^c^u^2k^  ^^  2»  =  <l  +  *0.«,    »Iso  d(2r)  = 

(l+AO.dtf.    Maltiplicirt  man  hiermit  die  vorige  Gleichung  and  integrlrt, 

so  entsteht 

lrt      __  elu-{'E—e\cu-\-2k'u 
ei^r j-pj  . 

Setzt  mau  in  dieser  Gleichung  u=iKy.  also  v  =  ü,  nud  beseichnet  den 
zum  Modul  K  gehörigeu  elliptischen  Quadranten  mit  E,  so  hat  mau,  da 
el(2L)  =  2Ei  ist, 

2ßx  =  ^^i+F^'  °"d  ^»  21/  =  (1  +  ÄO.-BT, 
-|-  =  j^,  mithin 

.  ^.2r=      *^    — 


ist,  so  erhält  man  durch  die  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  obigen: 


el2»  — 5^^.217  = 


eU  — ^.«- (eKJr-«)  — ^(JT— «)) 


Da  nach  S-  201.  el «  —  ^ . «  =  H(u) ,  el  (K— ,«) — ^  (JC—  «)  = 
H(K — u)  :=  6r(ti),  und  eben  so  auch,  mit  Beziehung  auf  den  Modul  A., 
el(2p) — ■2j^.(2r)s=JI(2r)  ist,  so  reducirt  sich  die  vorige  Gleichung  auf 


1.      fl(2r)  =  ^ 


■G(h) 


1  +  4'       ' 

wenn  man  H(tf)  und  G(u)  auf  den  Modul  k^   hingegen  11(2  r)  auf  den 

kleineren  Modul  A.=:j^p  bezieht. 

Multiplicirt  man  die  vorige  Gleichung  mit  d(2v)s=i{i-^k').du,  und 
integrirt,  so  entsteht,  da  U{ü).du  =  dlogHi(u)  und  — G(u).du  = 
dlogGl(u)  ist,  die  Gleichung  logH/(2c)  =  logfl/(ti)  +  logG'/(tt)  +  loga, 
wenn  man  die  Coustante  der  Integration  mit  loga  bezeichnet;  oder  auch 
W/(2t>)  =  a.Htu.Gtu.  Da  nun  für  m  =  r  =0,  Hlu  =  /"*',  Glu  =  l 
und  0/(2 o)  SS  ^h/  ist,  so  ergiebt  sich  ^K'  ss  a.^k',  and  also 

Mau  findet  auch  noch  zwei  neue  Gleichungen  auf  folgende  Art. 
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\- 

1     JÜ  f  2  r) 
Es  ist  uacb  $.  52.  ^K.anQv  —  Asntf  sucti,  und  da  so'^r  =  ^*  n/Tö'l ' 

1    Alu  1    Blu       , 

Al{2v)  _  Alu^  Blu 
Hl{'2v)   '~  Hin 'Gilt 

iatf  so  findet  nan,  wenn  die  Gleichung  (8.)  hiermit  multiplieirt  wird, 

3.      ^^  =  ^j^,.  Alu.  Blu. 

Nimmt  man  auf  beiden  Seiten  die  natörlichen  Logarithmen  nnd  dif- 
fereuzürt  die  Gleichung,  so  entsteht  ^  da  d  log  AI  {2  v)  =  A(2v).2dv, 
dlogAluz=A(u),dUy  ölogfl/tt  =  -- Ä(«).d«  oud  dCiv)^:  (l-\-k').d« 
ist,  die  Formel 

4.      AC2v)^^^^. 

Zasatz.  Da  nach  $.  64.  L  =i±-.Ä  und  I/s=  (1+*).^', 
alsoZ.L'=^l±^.Ä:K'  und  2«;  =  (1 +*').«,  folglich  (2j>)'  =  (1+A:')'.«' 
irf   so  ist  l?i^  —  2  -^    also  !^^^^=  oJLL'l  „„d  T^^—  ä"^^  ij"*^. 

Da  nun  Htu  =  «♦**'. 581'«,  Gtu  =  «*^"  .@('ti,    ^/ii  =*  e*'*'.2ll'«  and 

Blui=s  e*"^'  ,^l'u   ist,   so  verwandeln  sich  die  obigen  Gleichungen  {9. 
und  3.)  in 

Werden  diese  beiden  Gleichungen  logarithinisch  dHfereuziirt,  so  erhält  nan 
noch 

8.      «'(Sr)  =  «lÖ^W.     . 

In  diesen  Gleichungen  (5  —  8.)  beziehen  sich  also  die  Functionen  des  Argu- 
ments u  auf  den  Modul  k^j  während  die  Functionen  des  Arguments  2v 

=  (l+/0.ti  eich  auf  den  Modul  T^'  —  J^r!  beziehen.  * 
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S.   252. 

Wählen  wir  non  aufser  den  Argumenten  u  nnd  v  oder  2r  noch 
die  Argomenfe  a  und  2b  and  beziehen  also  die  Functionen  des  Arguments 
a  auf  den  Modul  k,  also  auf  k',  wenn  der  conjugirte  Modul  genommeD 
werden  soll,  und  die  Functionen  des  Arguments  2  b  auf  den  Modul  A.,  also 
auf  K'f  wenn  der  conjugirte  Modul  zu  nehmen  ist,  so  ist  nach  $,  251. 

und  hieraus  folgt 

,      m{2v+2b)  _  i^„jm*±a)  _,      JGHa-u) 

Ferner  ist  H(2  J)  =  ^^^;^^\    also   2».ir(2J)  =  tt.fir(«)  -  «.6?(a). 

Da  auch 

@(2r,2i)  =  2t,.fl(2J)-logl/g||±|^, 

@(«,a)=   «.H(a) -logV^fg^   und  . 

@(«,K_a)=«.C(a)-logl/«;|f^;> 

ist,  80  bat  man 

1.      <5(2i>,2*)  =  ©(toa)  — @(ti,iiC— tf> 
Ganz  eben  so  findet  man  die  Formel 

«.      @(2»,  2b)  «  (£(«,  K— a)— g(tt,«), 

und   ©(«,a)-©(«,JiC-«)  =  -2r.J(24)  +  logl/g|^-|f|,  da 

tt.^(tf)  — tt.Ä(a)  =  (t4-Ä')ti.4(2i)  =  2o.^(26)  ist.    Da  aber  nach  g.  800. 

- J(24)  =  F(2 *)-^^^^  ist,  so  folgt 

©(«,«)-©(«,  if-«)  =  -^;^^^^  +  2r.F(2Ä)  +  logl/fj§^*^^ 

In  diesen  Formeln  ist  2bs=i(l+k').a,  so  wie  2vs3(l+^0'*<*    Aus  der 
Formel  (3.)  S-  851.  folgt 

aofserdem  ist 

'@(«,JC-.*r)  =  -.«.^(a)+log^|g±g, 
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'€(«,  K^ä)  =  _«.H(fl)  +  log|/^J|f±-g   und 

gemäfs  S.  203.    Daher  erhalten  wir 

oder  auch 

4.      'e(u,K—ä)—'(b{u,d)  =  '@(2r,Z.— 2*). 

Ferner  ist  logl/^|J±|g  = 'e(ii,JSr-ii)  +  ii.fl(a^ 

=  '(J(ti,K— a)— 'g(ti,a)  +  2r.JEf(2Ä)  und  also 

5.  '€(tt,  K— ö)— 'g(i/,  ä)  =  '(5(2r,  JL— 2ft). 

Endlich  findet  sich  log  j/^±gj  =  '©(w, Ä— a) — u.G{ä)  -'X>(u, ä)^u.Hia) 

=  '©(ii,K— a)— '©(ti,ii)  +  2r.ll(2i),  oder 

6.  '©(ti,Ä~a)  — '©(ti,Ä)  IS  '(i(2v,L  —  2b). 

S.   253. 

Summen  oder  Unterschied^  der  Modular- Integrale  von  der  ersten  und  dritten  Clasa^ 
deren^ Parameter  sich  zum  conjugirteu  Modular-Quadrantcn  ergänzen. 

Im  elften  Abschnitte  wurden  zahlreiche  Formeln  entwickelt^  darcb 
welche  Modiflar- Integrale  von  der  ersten  und  dritten  Classe,  deren  Parameter 
sich  zum  conjugirten  Quadranten  ergänzen,  mittels  eines  cyklischeu  Arcus 
auf  einander  zuräckgefuhrt  werden.  Kann  die  Summe  solcher  Integrale 
durch  einen  cyklischeu  Arcus  ausgedrückt  werden,  so  kann  ihr  Unterschied 
auf  ein  einziges  solches  Integral  zurückgeführt  werden:  kann  im  Gegen- 
theil  ihr  Unterschied  durch  einen  cyklischeu  Arcus  ausgedrückt  werden,  so 
kann  ihre  Summe  durch  ein  einziges  Integral  dargestellt  werden;  wie  es 
nun  gezeigt  werden  soll.  Da  K  —  «2  =  — i(Ä-f-tÄ)  ist,  so  verwandelt 
sich  die  Gleichung  (1.)  §.  232.,  wenn  darin  ai  statt  a  und  bi  statt  b  ge- 
setzt wird ,  zunächst  in  S{'2  r,  2  ft)  =  S{u,  a)  +  S{ii^  a  +  i  Jt ) ,  und  da  uacb 
S.  132.  S{u,a+tK)  =  —  'S{u,K'—ä)  ist,  so  ergiebt  sich 

.      1.      S{u,a)  —  'S{u,K'—a)  =  S{2t/2b)    {ma<\K', 
und  aus  den  Formeln  §.  206.  findet  man 


*•        £7^.«~C(tt,fl)-'C(tt,Ä'— «)   r=   SCiv,  2J), 
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Die  Formel  (S.)  $.  252.  verwandelt  sich  zan&ehst  in  8(2v,2b)  as 

--C(tt,«  +  tüC)— e(tt,a),  und  da  C(tt,a  +  «Ä:)  =r  — -^.tt+'C(tt,JS:'-fl) 
ist,  80  folgt 

und  aus  den  Formeln  §.  806.  findet  man 
'C(u,  K'—a) — C{u,  a)  =  (Ä"  sn'  a  snc'a) «—  arc  tang  i^^  sn  ti  snc  «) . 

Die  Formel  (3.)    %.  252.    giebt   zunächst    J>(2»,  2J)  +  ^^^^- 

t=sZ)(ti^a)  +  Z>(u,a  +  t£),  und  da  Z>(«,a  +  t£)  :='/)(«, iC'—a)  ist,  so 
erhält  man 

3.      />(«,«)  +  '!?(«, K'-a)  =  ^^.2r  +  />(2i;,2J),   ' 

und  die  Formeln  $.206.  geben 

/Fl/      tn        \        Fl/       \         fccn'a    .  .         /kcn&a      ^  \ 

'D(u,K' — ä)  —  D(u,a)  =  — ;— .u  —  arc  fang! — ; — snfisncfi). 

Da  JL'  =  (1  ^k').K'  und  2 J  =  (1  +Ä0«  »st,  so  ist  L'—  2b  = 
(l  +  ÄO(^'~"^)*  Setzt  man  also  K' — a  statt  a  in  den  vorigen  Formeln, 
so  verwandelt  sich  2b  in  U — 2b  und  wir  erhalten 

4.      S(ti,JS:'— ö)  — 'Ä(tt,fl)  =  «(2r,L'— 2J)    und 

iS(ii,iS:'— Ä)  +  'Ä(ti,fl)  =  ^.tt  —  arctangte^sniisncii). 
^  '  -^    '        \   7   /         cnc'a  ®\cnc'«  / 

Die  Formel  (2.)  verwandelt  sich  in  ^ 

5.      ^ .  u  —  C(ti,  K'—  a)  —  'C(u,  ä)  =  S(2  r,  L'~  2  b)  und  es  ist 
'C{u^a)  —  C(u^K' — fl)  =  (Ä''sn'asnc'«)-ti  —  arc  tang  (-^^V^snw  snc  w). 

Die  Formel  (3.)  verwandelt  sich  in 

6.      D{u,K-ä)^'D{ii,a)  =  ^^^!^.2v  +  D{2v,L'^2b) 

1  .  X  iFi/        \        rkf      ETi         \        Acne'«  ,         fkcn'a      ^  \ 

und  es  ist  'Diu.a) — DCu^K' — ü)  =  — j—.u  —  arc  tang  ( — r- sntisncti}. 

In  diesen  Formeln  ist 

sn2ü  =  (H-Ä0snwsncti    und   tn'2*  ==  (l+ÄO-S^  =  l^T^'-^- 

Mau  darf  auch  nach  %.  83.  in  den  Formeln  (1  —  3.)  §.252.  K  mit 
k[  und  7^'  mit  k  vertauschen,  wenn  man  v  statt  u,  also*i  statt  a,  und  \n 
statt  V,  also  ^a  statt  6  setzt«    Hierdurch  verwandeln  sich  jene  Formeln  io 
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^'"("'«^-s-iT^n-H^  =  D'(r,ft)-©'(r,L'-J). 
Setzt  man  in  diesen  Formeln  noch  vi  statt  v  und  ui  statt  fi^  so  giebt  die  erste 

7.      'S(r,ft)  — 'S(r,Z.'— Ä)  =  'Ä(tt,fl)   'für    h<:iL', 
und  die  Formeln  $.206.  geben  für  die  Summe: 

'S(v,  b)  +  '«(r,  /.'—*)  =  arclang  (v^sn'ft  snc'*.  j^)  —  (K'^sn'b  Bn&b).v. 
Die  zweite  Gleichung  giebt 

8.      'C(ü,  L'—  b)  ~  'C(r,  b)  =  '«(tt,  II) , 
und  die  Formeln  $.  206.  geben 

'C(r,  L'— 6)  +  'C(i?, J)  =  arc  tang(K'?sn'J  snc'J.^)  +  (V'sn'*  snc'*).r. 
Ferner  hat  man 

und  die  Formeln  $.206.  geben 

Vertauschen  wir  auch  in  den  Formeln  (4.,  5.,  6.)  §.  252.  K  mit  kf 
und  K'  mit  k^  indem  wir  v  statt  ti,  6  statt  a,  ^u  statt  v  und  |a  statt  b 
setzen,  so  verwandeln  sie  sich  zunächst  in 

«'(r,  L'—b)—  '(B\v,  b)  ==  'e'(ii,  K'—ä), 
%'  (r,  L'  —  6)  —  'G' (t%  b)  =  'S'  (ti,  Ä'—  ä)   und 
'©'(t?,  L'— ft)  —  'D'(t?,  *)  =   'C'(ti,  Ä'— a). 

Setzen  wir  nun  noch  vi  statt  v  und  tit  statt  u^  so  erhalten  Wir 

10-      S{v,L'—b)  —  S{v,b)=^S{u,K'—ä)    für    6<iX', 

und  den  Formeln  §.^06.  gemäfs  ist 

8{v,  V-  b)  +  S{v,  b)  =  -~-^  —  arc  tang  (    ,/      , .  ?^) . 

Ferner  ist 

1 1.      C(r,  JL'~ft)  —  C(r,  J)  =  C(i/,  Ä'— fl), 
und  den  Formeln  $.206.  gemäfs  ist 

C(r,L'— ft)  +  C(t;,6)  =  —  (\'^sn'Äsnc'*).r  +  arc  tang  (—J:--j.i?fV 

*'\sn'Ä8nc'6    dniv 

Endlich  ist  noch 

1«.      D{v,  V^b)  -  Z>(r, *)  =  C(ii,  K!^a), 
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und  den  Fomda  t.8Mu  gemkühat 

Den  Zusammenhang  zwischen  den  Argumenten  u  nnd  v  und  ihren 
Mödhlar- Functionen,  ferner  zwischen  den  M odlüln . und  den  ihnen  zugehö- 
rigen Modular- Quadranten  drücken  die  Formeln  S*  51  —  54.  aus;  der  Zu- 
sammenhang zwischen  a  und  b  aber  ist  so  beschalBen,  dafs  mau  nur  ai  statt 

u  und  bi  statt  v  zu  setzen  hat.     Hiernach  ist  also  tD(ai)  ~  (i+^)^7T^ 

oder  sn'fl  =  (l-f.\)sn'*snc'ft  und  rückwärts  sn(*i)===  V^J±|J.l/J=$^' 

oder  ta'k^f~^,.f^^  oder  auch  /X.tn'*«  ^J=?5^. 
^  1— Ä'    "^  l-|-8uc^a  ^  ^  t-f-snc'a 

Die  Fortfieln  (1  — 12.)  finden  vielfache  An wendtfng  In  der  Geo- 
metrie und  Mechanik. .  Setzt  man  in  den  Formeln  (10; — IS.)  noch  ai  statt 
a  uiid  bi  statt '&^  so  erhält  man  entsprectiende  Relationen  unter  den  Mo- 
dular-Integralen  der  zweiten  und  vierten  Classe,  die  wir  aber  der  Kürze 
wegen  übergehen. 

Achtzehnter    Ab  sc  h  n  i  t  t. 

Ausdruck  der  Modular -Integrale  der  zweiten  Art  durch  Functionen 

der  Amplitude  des  Arguments  und  des  Parameters  in 

convergirenden  Reihen. 

8.   264. 

Reihen  fOr  das  Integral  ^@(u^«). 
Es  sind  bereits  mehrere  allgemeine  Verfahrungs- Arten  der  Berech- 
nung der  Modular -Integrale  der  zweiten  Art  entwickelt  worden.  Es  giebt 
indessen  noch  ein  neues  allgemeines  Verfahren,  gestötzt  auf  die  Entwick- 
lung von  Reihen,  welche  die  Modular- Integrale  durch  cjklische  Functio- 
nen der  Amplitude  des  Arguments  und  der  Amplitude  des  Parameters  aus* 
drücken.  In  den  meisten  Anwendungen  der  genannten  Integrale  sind  das 
Argument  und  der  Parameter  selbst  nicht  gegeben,  sondern  es  sind  sMI- 
derselben  ihre  Amplituden  bekannt,  woraus  jene  Gröfsenund  der  Werth 
des  Integrals  selbst  zu  berechnen  s^iiid.  In  diesen  Fällen  fuhrt  die  Be- 
nutzung der  nm  aai^eiitwickelttden^Rtibeii,  ^blbtae'^lü^  Afl||eiiieuM»  eine*' 

•7 
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hoben  Grad  der  Convergenz  haben,  zienlich  scfanell  flSUrfimMtelung  des 
uameriichen  Werthes  eines  vorgelegten  Modular- Integrals,  mit  eiBem  be- 
liebigen Grade  der  Genauigkeit. 

Wir  beginnen  mit  der  Entwicklung  des  Sinus -Integrals  vierter  Classe. 
Es  ist,  wenn  wir  durchgängig  setzen 

foau  SS  ^: 

13   5   7 
+  ^'    'q'    .^^sin^(P  +  «"*  i^y    so  muls  jedes   Glied  dieser  Reihe   mit 

— ^|! — ?  ^ ^/^  ^  multiplicirt  und  dann  integrirt  werden.  Aus  der  Gleichung 

snc^a  / 

leiten  wir  zunächst  her 

tuta.dxi,  =     ^y,  , 

Ferner  ist  ^^^^^^  =  ?SSll^.^Mea.d(p:  ai*o  erhält  man   durch  In- 

snc* a  snc^a 

tegratiou 


/y.sm  y_  ^_  snc'a.tncfl.N/^ — snc^a.cp. 


0    1 — - 

soc^a 


snc*a  snc'a 

Selflben  wuralso  /■^"  lZI'^  =  snc'''«.*^,  so  verwandelt  sich  die  Kala- 

0     1 — 

vnt*a 

C&         ^  /fr  1.3.5  .,..(2r--l)    A'^(») 

^{r+»)=»Vr  2.4.6.... (2r)     'snc'^o' 

WW>»  wk.die  .i|te«ei(Bbniuif  (g.  99.)  aawendeii.    Hienadi  haben  wir 
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«SJ 


2. 


*«  =  Inca.yp — <P- 


1   A'(») 
"'sin»  a 


1.3  A»(^) 


0j  =  tnca.ri;- <P— iÄi- 
^       '  snc*a 


2.4*8no*a 
"2.4*800*« 


1.3.5  A»(y) 
"a.4.6'suc««'    i 

1.3.8  A»(y) 
■2.4.6'8nc»o 

1.3.5.7    A«(y) 

2.4.6.8'snc*tf 


Hat  man  eine  Tabelle,  aus  welcher  man  die  Werthe  von  V((P), 
^^(^)>  ^.^C?^)>  ^*(^)  n-s«  w.  für  jeden  Werth  von  ^  entnehmen  kann,  so 
ist  die  Berechnung  der  Fanclionen  <Z>i,  02  f  ^39  ^«  etc.  so  einfach,  als  sie 
mrr  gewunsdit  werden  kann. 

Mit  Bezog  auf  die  vorstehenden  Werthe  hiaben  wir  nun  die  schnell 
convergirende  Reihe 

3.     '©  (II,  a)  =  ^  (*.  +  ^k'  snc^  a.  *.  +^A*JS«U5*a.  a>3 

nach  welcher  man  das  Integral  ^&(ti,ä)  schon  sehr  leicht  berechnen  kann. 
Wir  formen  diese  Reihe  noch  nm^  indem  wir  die  Werthe  von  0|,  tf>2f  ^3  etc. 
substituiren.    Der  hyperbolische  Arcus  \^  erhAfc  dann  zum  Coefficienten 

dnca(l+iÄ:*snc'a  +  5^A^snc*fl  +  i^^*«flnc«ii4. 

und  da  die  eingeklamsuerie  Reihe  «  ^^_____  —  ~^  i«t,  so  ist  der 
Coefficient  von  %//  gleich  Eins,  und  die  neue  Reihe  hat  überhaupt  die  Form 

Man  findet  aber 


u.  s.   w. 


•ük.ßfi**  "«'«llylrrf  •.+"••) 


•!     Mf^H^i".  ;••' 


•7»- 
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Die  eingeklammerten  Factoren   lassen  sich  satiimdicfa  snmiBiren,    wodarch 
wir  erhalten: 


^J 


5. 


tnca 


1 
J 

J 

8 
J 


dnca 
tnca  ' 


*'8nc*aVduca         / 

1.3  1     /    1  m'     ,  fo       2  \  dnc« 

2.4  snc^aVdnca  *  /tnca 

1.3.5  1/1  4       ,17  2  1.3 ,.       .   \ 

2.4.6  snc^avduca  *  2.4  / 


dnca 
tnca 


4 


snc'aVdnca  ^  2.4 


1.3.5.7   

2.4.  O.S'snc'a  Vdnca 


iV3.a 

2,4.6 


sDC^a 
Ä^snc'a) 


toca 


U.    S.    W. 


Diese  Ansdröcke  schreiten  nach  einem  einfachen :  Gesetze  feii;  ihre  Be- 
rechnung ist  leicht;  aqch  coayergiren  sie  gegen  die  Grenze  Nall,  und  da 
die  Functionen  K'{(P)j  K\(f))y  K\(f))  etc.  ebenfalls  gegen  die  Grenze  Noli 
convergiren,  so  hat  die  Reihe  (4.)  eine  überaus  rasche  Convergenz;  ihr 
Anfangsglied  \J^  wird  unendlich,  wenn  tang^sstnca  oder  ii-f-a=Ar  ist. 
Ulan  hat  öbrigens  auch 


^i  = 


6. 


■taea' 


J 

snc'a 


1.3 


Äp'*  tnadua 


cn'a 


J  =  i. 


2.4 
1.3.5 


.k\ 


snc'a 


*♦. 


k'^  tnadna 
cn*  a        ' 

k'^  tnadna 


4 
J     = 


snc^a 


2.4.6 
1.3.5.7 


.k^. 


^  =  ^rz:::T-  — 


2.4.6.8 
1.3.5.7.9 


cn*a       \ 

k^^  ina  Ana 
cn*a       ' 

k^*  ina  dna 


t.8 


rcn*  0[ 


8nc*a        2.4.6.8.10  '. 
u.    8.    w. 

l      2      -3      4    ..    ■  \ 

und  hiernach  können,  die  Cogflficienten  J,  J,  Jj  J  etc/auchiiequem  recurrirend 
berechnet  werden.  Hat  maa  keine  Tabelle  fär.die  Wertheder  Functionen 
^\(t>)j  ^\P)y  ?^^^)  etc.,  sö^  ei&alt  man,  wenit  man  die  Werthe  (6.  8. 101.) 
substituirt  und 


A  e  k  t  z  e  h  H  t  e  r    A  h  »  c  h  h  i  t  t.      §.  25ii  68ft 

y  =  J-f//+^-|- //  +  //+  etc. 
setzt,  auch  noch  die  Reihe 

■\'^{J—J—d—J).8in^(Pcos(p  +  ^{J-~J'-J—J—Jy.Bin'(f)coa<p-^.,.. 
Substitoirt  man  aber  die  in  $.100.  gefundenen  Wertbe,  so  erhäJt  man 

,/,_^.(P4.  (|J-j-^J+ |i-j-^^*4.  ^^  + ....). sin2(P 
/2.1  »  ,   3.2  »  ,   4.3  *  ,   5.4  »       \  wniw 

.    /3.2.r«  ,  4.3.2  *  ,   6.4.3  »  ,  6.5.4  •  ,        \  ma6w 

+  V4:o^+6X7^+6:7-.8^^"7:8:9^+—>-3- 

,    ^4.3.2.1  «^  5.4.3.2  »  ,     6.5.4.3    *,     7.6.5.4    ;,         \  Bin8» 
^"\5.6.7.8''T"  6.7.8.9'' "T  7:8.9.10 ''+8.9,l0.tl''  +  ***V*     4 


Es  ist  iojdessen  die  Rechnang  nach  dieser  Reibe  nicht  so  bequem,  als 
nach  den  Reihen  3,  4  und  7;  zumal  dann,  wenn  man  eine  Hülfstabelle  för 
die  Werthe  der  Fanctioneu  A.^(^),  K\(f>),  K\<P)  eto.  bat« 

8.  255. 

Reiben  für  das  Integiil  '(i.(u,a). 

Das  Integral  'C[(fi,tf)  =i/1^5*^. — i|!L—  kann  auf  ähnliche  Art 
»  "^  '    '       J    tuca      .      sin*« 

•  1 5— • 

8uo*a 

entwickelt  werden;  indessen   lassen    sich  die  Reihen   fär   dasselbe  noch 

leichter  ans  den  Reihen  für  ^@(«,  a)  herleiten.    Beachtet  man,  dafs 

ist,  und  nimmt  man  für  «  die  Reihe  <P  +  Jt  **  K'  (®)  +  .U4t  **  "^  (^)  +  — » 
SO  bat  man 

,  1.3.6  j.      A'   t.3.5    A»(y)  j_       \ 

de  h.  mau  murs  in  der  Reihe  (3.  $.  264.)  zu  den  Functionen  cPi,  <P|  ^  ^39^/^11  ^tc. 
der  Beil»  »cl.  dl.  Grtl«.  «,,    i.i^i.    I^.^;  «^».^  „^ 
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Achtzehnter    A  b  $  c  h  ni  t  t.    ,§,  Qpi.  . 


addiren«     Bezeichnen  wir  nach  dieser  Abänderuug  die  Functionen   darch 
*()?  01,  *2,  *3  etc.,  so  haben  wir,  wenn  wir  ans  (p=;; am n  wieder 


tooa 


I.      Son9>^ 
berechnen,  zunächst  ({>o  =  tnca.^/^  und  dann  weiter 


2. 


02  =  tncfl.x^ — ^— i« 


_ffi_x.il^) 


ane^a 


<D  «  tiKifl  xL-Ä-j.  ^!M-L1  ^*(y)      1-3.5  A»(y) 
^  a.    8.   w. 

Mit  BeBiebmig  «uf  diese  Wertiie  erteilten  wir  die  Reike  .  . 

3,    '€(«,  ä)  CS  dnca.v/^ ^?5!^ (^**  snc'«. 0i  + 14 .**8nc«a.  0^ 

Die  Ausdrucke  ^,  02,  4>s  etc.  4iber  «ind  wieder  dieselben,  wie  iu  $.  2ft4. 
-  Werden  sie  substituirt,  so  erhalten  wir  eine  Reihe  von  der  Form 

4.    '<l(u,a)  =  x//— /.(P  — /\*(^)— y.\^((P)— /\^((p)— /^♦((p)-..... 
und  die  Ausdrücke  der  Coöfficienten  in  ihr  sind 

\mca         f    tüca  ' 

2    8D0*a\cuica  '  /    tnoa 

7         1.3        1/1  -       ,  M       -.         €.3  ,4       4   \    dnca 

^  =  öT- — r-V3 1 — iAr'sncn — s-t  "snc*a).; , 

2.4    snc^aXdnca  *  2.4  /    tnca  ' 

»  1.3.5  1/1  .  IM         2  *-37^         « 

^  =  m-«' — j-V:i 1  —  iÄ'snc'a — ^-i*  söc*a 

2.4.6    snc^aVdnca  *  2.4 

l^.^wi       o^\    diica 


5. 


tDCO 


w. 


Sie  sind  verschieden  von  denen  imS^SM»;  indessen  lassen  sich  ihre  Werthe 
eben  so  leicht  beredhnen.    £»  Ist  t 


Aektzehnter    Attckuitt,      §.  256. 
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6. 


4  =  i. 


1*  j^   dnca 


aiio*a   i     2*      *  toca  ' 


3  _   3        J  1*,3*  ^  dnca 


l».3».6«u    dnca 


MC*«       2».4».6*        toca  » 

*  __   -        ^  1«.3*.5*.7«  j^   dnca 

~  **mic«a       2».4».6».8»        tue« 
u.   &   w. 

<l         1         *         s 

Setzen  wir  immer  J=  J-j-J-j-J -^J -{-... .^  so  erhalten  wir  dorch  eine 
neae  Umformting 

+  |||(^-/-y-/).sin*(Poa8^+  |^(^-i-J-i— i).8in'(Pco8^+.... 

S.  256. 

Reihen  ffir  dM  Integral  '2D(u^  a). 

Es  ist    '^(ti,a)  =a  / ^  /,  2^,  wenn  ^ssam« 

J  i_~!L£ 

snc*« 
gesetzt  wird.    Da 

/■(t— *'sin'(p) 

=  l-l*'sin'(p~5l^&»«in*(P-^Ä«sin-(P-i^*»8in''(P- 

ist,  so  müssen  die  Glieder  dieser  Reihe  mit   ""'    .",'  -^  moltiplicirt  und  dann 


1— 


snc*« 


integrirt  werden.  Oadorch  erhält  man,  wenn  wieder  die  Ausdräcke  (8.  8.254.) 
benatzt  werden: 

1.      '©(«,«)  = 

j^--tnadna(iÄ*aaic'«.4>i+2T4^'"»<'*^**2  +  rO*"®"^°***' 

+  2H?g?8*'«°<^«-^*  +  --)- 
Werden  die  Werthe  von  0|,  4>2,  03  etc.  selbst  gesetzt,  so  erhält  man 
eine  Reihe,  in  welcher  \Ij  die  Grölse 

^(l-4*'snc'«-2LA.«.c*«-2^*»snc«a-....)  =  1, 
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A  e  h  i  z  e  h  n  i  e  r    Ah  sc  h  n  i  i  i.      §.  256. 


zum  Coefficienten  hat;  daher  haben  wir  die  Reibe  -  ^ 

uud  far  die  Coefficieotea  in  ihr  die  Aosdröeke 


/  9 


-^  =  (1 — dnca)Aüaina, 

J  =z^. — —(1 — \k^8üc^a-^d}icä).taa^na, 
snc'a  ^         *  '  ^ 


3. 


»       1.3.5       1     /,       ,  . ,       2  *    i.i       4  ' 

2.4.6   sno^a^         *  .2.4 


1.3 


13  '  '    \  '   ' 

-^  g  Ä®  siic^  II  —  duc  0)  .in  a  dn  a , 


'"•'^  "■■'■■  -'     ■'     ■     ...  .._,^^jikrt,^ai,uic«).taad0« 

2.4.0.O  X 

U.    S.    W. 

welche  sich  auch  recnrrireod  berec^jpyeo.  Ja«9eo,;Dach  den  Formeln: 


4. 


0 

J  ~  I  .-^  Jl  J^  A:'. tDfi  da  a, 
T  «oe*«  .2*  r         ' 


A 


1».3 


•   fliie*«    .   2».4*  ' 

»         ,    ^  1».3».6  16  ,        . 


■  ano*a       2».4».o*.o» 


4 


u.  s.  w. 

Darob  eine  neue  Umorduang  verwandelt  sich  die  Reihe  (2.)  iu 
5.      'iD(«,  a)  =  ^//  +  J.(P—{J—J)  8io(P  coa(p—iiJ—J^J)  sin»^  co8(p 
—  |^(//— J-^i— /5)8in*(Pcos(P— 1^  (^— i— J—i— J)sin'p  cos^ 

und  das  Anfangsglied  \^  ist  wieder  bestimmt  durch  die  Formel 


—  \\  '}■ 


AchizehnterAbscknitt.      §.  257.  537 

8.  237. 

Reihe  für  das  Integral  @  (f o  a). 
Wird  immer  amu=z(p  gesetzt,  so  ist 

Ö(««>a;  — y  (i_*2  SU«  ^gin«  y)>r(i«.  jfci  sin»  y)  • 
Es  mu£s  Dun  jedes  Glied  der  Reibe 

^jj  *««nacna^dna»m«<iP.ay  „„nipücirt  ond  in(egrirt  werden.    Setzen  wir 

jetzt 

t.      tangv^  =  dna.tang(P, 

so  findet  sich  5>/;=s.- — .  °";  ^.  ,   ,  also  rückwärts  ^ — j;; — .''''    .  ,      = 
-r    .     1 — **gn»««io*v  i  —  k*Kk*aam*q> 

-r^.    Ferner  ist 
dna 

y  1— ** 8n»a  sin««  Ap»gn*a  V  l— &»«n»«  sin»«)         Ap»8u»oV  *f-''H^- 

Setzen  wir  nun 

0  ' 

so  verwandelt  sich  die  vorige  Relation  in 
und  ihr  gemäfs  findet  man 

O,  =  ^-(p_i(Äsn«)^V((p), 

1.3 


8. 


<«>3  =  j^-(p-*(*8n«)'.\'((p)-^(*sn«)«\»((P), 

*♦  =  J^-<P-i(*sn«)^^*(^)-|^(*8no)^^'((p) 


^•^•*  (Äsna)«.\»((P), 


2.4.6 


-i^(ft8n-)«.\'((p)-  i4;^(Ä»n«)».M(<p) 


u.  s.  w. 
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538  Achtzehnter    A  h  a  c  h  n  i  t  t.      §.  268. 

Mit  Beziehung  auf  diese  Wertbe  babeo  wir  die  Reihe 

«        ^,        .  Anu /^    ,   ,      *,      ,    1.3     03      ,   1.3.5     «. 

,    1.3.5.7      0,     ,  \ 

+  2.4.6.8- "S^^  ■*"•••  V' 

welche,  da  sich  die  GröCsen  0i,  — ~-,  — j^,  — r*-  etc.  rasch  derGreuze 
'  *'   8n*a'    so*«'    8a*j^  ^ 

Null  uäberu,  sehr  schnell  convergirt,  aber  nicht  weiter  auf  ähnliche  Art 

wie  vorhin  umgeformt  werden  kann,    so  lange  der  Parameter  ä  reell  ist, 

weil  die  dabei  sich  ergebenden  unendlichen  Reihen  divergiren  uod^   wenn 

man  sie  summirt,  imaginäre  Summen  gefunden  werden. 

$.  268. 

Reihen  fttr  Ae  Integrale  S(tf/a)  jund  0(fi/a)r  ' 

Aus  der  Reibe  für  ^(u,  a)  läfst  sich  die  Reihe  fur^€(ii^:«)  herleiten, 

da  ^{u,ä)x=-  k'^8aa8nca.U'^®(u,a)j  oder  auch,  wegen  —^  .  j^?^^  == 
Af^snii  sncn^ 

,1.3.5        1     /1.3.6     *»8u»a^,,^AA         1       ä/ 

ist.   Wird  die  vorhin  gefundeue  Reihe  für  <B(u,u)  Mbstituirt,  so  erhält  man, 
wenn  man  zur  Abkürzung 

*  dnn    '    dn*«  ' 


1. 


,    1.3.6     (*8no)«       ,  -^ 


ü.  s.  w. 
setzt,  die  rasch  conveifirende  Reihe 


1     1-3,5.7      0,     ,        N 
^  2.4.6.8*  8n«o^"*V 


Achtzehnter    A6  e  c  h  fhsit  f.     §.  258.  Aa9 

in  welcher  die  Coefficienten  recurrireml  beredinet  iwerden  nach  den  Formeln 

**  **         dn*a    \2.4.6 '^  ^.^''       2,4.6.8'^  "^^v 

a.  s.  w. 

E,  is.  «..  lategrrf  OC.)  =/-!?^^^!!£|/^^^ ,    .1«. 

muTs  DUD  jede«  Glied  der  Reihe  /:(t->%>«in'$)»frl~iA:'äii'^--^A«Bio«^ 

vnd  integrirt  werden,  wodurch  man  die  Reihe 

1,3,5      _04,_^     1.3,5.7  0,  \ 

2.4.6.8/BB»a       "274.6.8.10  •sn»«a~*'"V 

erhält,  in  welcher  dieFnnctionen  cPj^,  ^29  ^)  <^4  etc.  dieselben  sind,  wie  io  Sf*  857* 
Setzt  man  in  d^rJBieibe  (4.)  ka  statt  a,  ku  statt  u  und  -r^  statt  des 

Moduls  A:^  wodurch  sidh  amti=s0   in  am (Aii^ -r-)  =  (P'  verwandelt,  so 
verwandelt  sich  ^{u,ä)  in  €(t^,  a). 

Setzt  man  also  wieder  am«  =s^, 

Isin^'  tt^  k^^np    nnd 
tan«v^'=:x«Jna.tang(P' ^  ^cna.cncu  =  ^/^^^^-, 

ferner 

*         can        ^ ' 


6. 


ona 


*'  =  ^-(P'-isn'«.V((PO-^sn»«.A'((pO, 


u.  a.  w. 
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5-10  Acht  zehnter    A  b  t  e  h  n  H  t.      §.  269. 

ao  ist,  mit  Besiehong  anf  diese  Wertbe: 

1.3.5         0«-         .     1.3.5.7  4>,       .  \ 

~~  2.4.6.8 '(iksno)»       2.4.6.8.10  *  (frsno)'«       ••"/• 

8.  259. 

Reiheii  für  das  Integral  S{Uj  ä). 
Setzen  wir  in  den  Formeln  $•  267.  ai  statt  a,  so  erhalten  wir 
zunächst 

1.      tangr^  =  iJ^B£3L, 

wenn  wieder  aniti  =  (P  gesetzt  wird,  oud  es  liit  j6tfct  also  ^>»(p.    Die 
Grörsen   4>i,  02 9  ^i  ^^c.  werden   nun  abwechselnd  negativ  und  positiv. 
Setzen  wir  daher  fiherhaupt  (— 1)^<I^^  statt  0rj  so  erhalten  wir 
^ — 0^  =  \/y.snc^a — (P, 

+  0,  =  ^^.siic'ii-(P+*.-j^, 


2. 


^^     *  ^  T-   I    1   tnc'*a       2.4.tDc'*a    '    2.4.6     tnc'*«  ' 


2.4.6  8' tnc"« 
u.  s.,w.  ■  . 

und  mit  Beziehung  anr  diese  Wertbe  verwandelt  sieb  die  fieihe  (3.)  in 

Q         iSf*M  n\  -^  —L—Cfb^X     *.    4.1-3      *8     .     1-3.5        «, 

^  2.4.6.8  •tn'«fl^*"V 

Es  läfst  sieb  diese  Reibe  noch  auf  eine  zweckmässige  Weise  umfomeo. 

Setzt  man  die  Wertbe  für  ^^  02,  0,,  0«,  ....,  so  erbält  ^p  den  CoelB- 

cienten 

J_/.      .      1      ,   1.3      1 1.3        l      ,  \ 

n'a  V      **tn'»a"'"2.4*tn'*a        2.4.6 * to"a  "^         ••"/ 


sn 

i  1 

Ä  — 1: 


1.  1  ••       .  V 


"""  /0+.-i^) 


A  t  k  t  z'eAn  f  e  r    A  b  $  e  k  m  i  t  t^  \  ^  2^.  fi41 

daher  erhält  die  umgeformte  Reihe  die  Form 

0       I       s 

Qtid  für  die  darin  OQthaltenea  Coöfficieoten  Jj  4»  ^..•.  haben  wir  natt  die 
Ausdrucke 

so'a  ' 


5. 


tne^a  ^  '    sn'asne'a 


1 
J  = 


1.3  1_^/     .  4J_l    _J_^  1 

2.4'tnc'«aV'"*       'T"**to^/'  sn'asne'a' 
»_        1.3.5         1      /    ,         .   .   ,       1  1.3        1\  1 

"*  —  ~2X6*  tne"a\*"  """*  T"**!!?»^""  2:4*tn'«a/ *  sn'a  snc'a  ' 
♦  1.3.5.7    _1      /     .         .,  i  1.3       1 

2X0  •  tai^^  V""  """*"''*•  ta^  ~*  274  *  i5^ 

,    1.3.5        1    \  1 

"**  2.4.6  •  ta'«a/ •  sn'o  snc'a 
n.  8.  W. 

Ol  t        t 

Setzen  wir  daher  wieider  il^z/-f*^+'^  +  ^  +  ****r  schaben  wir  auch  noch 

04  Ol«  '9   4  ß  «1123' 

—  5^(^-4-2/— ^)8m»^cos(p  —  ~|^(./-z/-./-^-^).8in'(Pco8(P—.... 

S.  860. 

Reihen  für  das  Integral  .C(u^  a). 
Setzen  wir  aach    in   den  sich  anf  @  (ti,  a)  beziehenden  Formeln 
8. 258.  jetzt  ai  statt  a,  so  erhalten  wir  wieder 

1.      tangv/.  =  *-^, 
*^         snc'a  ' 

and  setzen  wir  nun 

'0i  SS  ^//.snc^n — ^.sno^'a, 

*,  SS  ,^.8nc'«-(p  +  i.  ^  ^*(<P), 

<P.  =  ^.snc'a-(p  +  i.^$-l:|.^.^^((P), 

^.  =  ^.snc'«-^+|.^-.i:|.A;M  +  -J5.^.V(^), 


1.3.5.7   snc^a    ^.^/^v 


a.  8.   w. 


542  A  e  ki  z  e  knf  e  r    Ab»ehnitt     §.  2601 

80  haben  wir  die  Reihe 

3.  CiUfd)  = 

m'awe'oV    *      ♦•tn'»a"'"2.4'to'*«      2.4.6* t*'««'*"5XO*tn"<i       '^'"r 
Werden  für  0i,  02?  ^3»  •  •  •  •  die  Aosdrflcke  selbst  sabstituirt,  so  erh&lt  man 

4.  C(«,  a)  « 

,^  +  J.(p+J.  K\P)+J.-K\(P)  +  i.\'((P)  +  i.\«((P)+ i.\*((P)  +  .... 
und  für  die  CoeflGcienten  in  dieser  Beihe  die  Aasdrucke. 

/   0  1         . 

^  =  — (sn'a — cnc"a).— ; — , 

T^  ■   tne^'oV  '   ^    ta'*a  I   sn'itsnc'a'  ■ 

A—       L-3       1      ^„„/^      ...        1  1.3   coo^  1 

" 2.4'tiic'«o\™  "*"*"*" **to^~" 2:4  •TE^^/*  so'asnc'a  * 

i_j_l-3*         *      ^«n/.,       <_Ll        *  1.3        1 

5.     ^''  — +2:4:6  •ü^äV*'"'~'  + **to^'~2T'to^ 

,   1.3.5   cnc^^<t\  t 

■^3!?tf*  tn'«a/*8n'asnc'a' 
l  «^       1.8..5.7  _J_^j,'  /^:     4^1        1      .     1.3        t 
^  ~"       2.4.6.8*tiic'»a\*°  """■    "*"*'ta^"~2:4*5^ 

.  1.3.5       1         1.5.5.7  cnc^«g\    l 

"*"  2.4.6*  tn'«a      2.4.6.8'  tn'*  a  /  *  an' a  snc^ 
u.   s.  w. 

Durch  eine  neue  Umordnung  der  Reihe  (4.)  verwandelt  sich  dieselbe  in 

6.      C{^Uya)  =    •■ 

r^..|-^/.^_(^_^)8in^co&(P  — |(J— j— i).sin'^cos^ 

2.4  *      \     1 

—  3-3  (J—J—J—/I ) .  sin*  ^  cos  (P 

2  4  6  0      12      3 

U  1  2  3 

wenn  wieder  J  ^=s  J-\-J-\^j^j^  etc.  genommen  wird. 

Wir  erhalten  eine  noch  etwas  gleiohmäfsiger  fortschreitende  Reihe 
fflr  C(u,a),  wenn  wir  in  den  Formeln  (5v  6<  und  7.  S.298.)  ebeofalls  «t 
statt  a  setzen.    Berechnen  wir  non  ans  amu  s=  (p 

7.      sin(P'  =s  Äsin®,       tanI^^t'  »  1*5S5^  =  : J^ 

und  noch  die  GrÖCsen 


8. 


Achtzehnter    Ahaehnitt.      §.  260.  348 

—  03  =  r^'.cn'a— (p'-|-itn'*«.\»((pO— y|tn'*«.^'(?5'), 


u.   s.   w. 


? 


»o  erhalteu  wir,  mit  Beziehung  auf  diese  Werfhe,  ssmiicbst  die  Reibe 

9.  C(«,  a)  =  ~^{yl^\cn'a-\An&'a.^,^;^inQ''a.^, 

Werdeji  die  Apsclröcke  (8.)  selbst  sabaUj^uirt,  so  erhält  ^^'  den  Coöflficienteii 
cnc'a.(l+ituc«a-^tiic'*ä+2^(iic'«a— ^^tiic«a  +  --...)=l, 
und  die  Reibe  ffir'C(«,a)  erhält  überhaupt  die  Form 

10.  C(tt,  a)  =  •4^'—J.p'—J.\\(p')—d,K\(P')—kK\P)—d,K\(^') 

Für  die  CoefBcienteu  in  dieser  Reihe  finden  sich  folgende  Werthe: 

j;_.   ,   /_1__A    cnc^o 
"f*  \Cüc'a-.      /*  cn'a  ' 

^--itn»«(^^~l-itnc'^a).^, 
^=+2-4*"'''*(^«-Wt-c'««+Ätnc««).^«, 

+  2X0**"'   ^v'*  cn'a 

U.  8.   W. 

Auch  hat  mau  aooh 

12.      C(M,  <i)  3=  >//'^./.(p<+(^-J)«ii»(P'cp8(p'+l(^-^— //)sin»(p' cos(P' 

+  |^(./-J-^-J)sin*(P'co8(P'  +  |^(^/-i-J-i—i).8in'(P'cos(P'+..., 


11. 


a 


544  Achtzehnter    Abachniti.      §.  261. 

0  12  3 

weuu  zur  Abkürzang  //  =  i/  +  ^  +  ^+^  +  **«*  gesetzt  wird.     lodesseo 
convergiren  die  Reiben  (9.  10. 11.)  nicht  so  rasch  als  die  Reihen  (3«  4.6.> 


8.  261. 

Reihe  für  das  Integral  D{u,  a). 

Da  ^(u,ai):=i.D(u,ä)  ist,  so  erhalt  man,  wenn  man  in  der  Reihe 
(4.  $.268.)  ai  statt  a  setzt,  nnd  aus  amtf  =  (P, 

und  ferner 

( — *i  =  4>.aü&a — (Py 

«P«  _  ^-soca—cp-l-i.j^^,^  — 2.4*  tac'«o +2.4.6*  to^«' 

1.3.5.7       A«(y) 

2.4.6.8*    üMJ^'a 
U.  8.  w. 

berechnet,  die  Reibe 
3-      Diu..)  =  ^>..^.«-i.^-^,.jA-_^^.ji_ 

_    1.3.5         j>^  \ 

2.4.6.8  *  to'«a  ~***V- 

Werden  für  die  Coefficienten  ihre  Ausdrucke  selbst  substitoirt,  so  entsteht 
eine  Reihe,  in  welcher  der  CodfBcieot  von  4^ 

/  A  ,   ,       1 1 1      ,     1.3        1  1.3.5        1      ,  \ 

SU  a^if  *.  j^„^       2.4  •  tB'«a  "*"  2.4.6  *  tn'»«  ~2.4.6.8  *  to^är"* •••^  —  » 

ist  und  welche  also  die  Form 

4.      D(u,a)  = 

^|,-J.(P  —  i.K\(P)^J.K\(p)—J.V(<P)—J.K*i<P)^J.K 
hat.    Die  AusdrOcke  der  Codfficieoten  io  dieser  Reibe  sind 


6.      {      T      '2.4.6-r  toc^.aVstt'o      *      **  tti'»o  "r*  2.4*  tn'*a.     .  ^    .      ,.      , 

1.3  .     1    \     sn'o 

■'""•=•'■  •"-»«":-'■  •■'^■-    •••••■■  - ^^O'-ßw-ss^*  '■'■ 

*  _    ,   1.3.5.7        1/1  1  1       ,1,.. 

,""  "T"  2.4.6.8  ■  tnc'*aV8n'o  **to'»<i ''"  2.4*  tn'«a 

■    '±li.?^  \'  1    .•■.■.■  1-3 -5  ■•     1    N    Bn^g 
2.4.6  *  tn'«  o  T  2.4.6.8  •tn'»a/ *  snc^ 

.'•.   !»£l>i  MI.HB.'«W.'' "'■!i«I'  1    ■         — ,         ■!'••• 

Darcl^,ß^^,  ueiKe/^miordiiaug  verw^delt  .«ich  dief  Beihe  in 


0  •      -t 


6.      D  (u,  a)  =  4j—^,^'\-{J—./I)b\u(P  cos(Zj  +  |:(z/— J^.<rf)Bm»(Pcds^ 

2  4         0     I»  V'      .1     ""jrW-       u  ..1  -^  ^'-j  .  • 

wenn  wieder  J  die  meilrfäch  erwähnte  Bedeutung  hat. 

t."    <.v  ;':!!'  !!    •;::     '•    !  '     ' ')ii:«;.  #V 'i':  /    ;^.!'    '■       ■    i    •  ;  •»•  ■•      ■; 

8.. 26«.      , 

Reihen  für  4m  Integral  ^5(tfj  a). 

Setzt  man  nun  auch  in  d6A*  Formeln  %.  264.  ai  statt  a,  beachtend 
dab  '&(u,ai)  =  iJ8(u,a)  sei,  sg^.erj^ält  man,  wenn  man  zugleich  %//t 
statt  ^/^  setzt, 

BerMlinet-teol^few(er\aus;teii<nB:^)iAö^G^  :1      ü'ji^r.ih 

*^  =  lfc7S^-<P-*dn'^«-^.'(<P)-|:^ 


2.    \ 


-^i:'-  V.  :■     tili/  •     .        >:      ....    iiiil       '       -  ^W 


0o^liä»im?ia4ie  Wihe^.>>*^iii».;;\'        X  •  .  .:  -    ^^,^^^.,   •  ■'  /^>  i 


5. 


5i6  A:e:ht  zeJk.Htser.  JA\i  acJitti4i.     i^  363. 

3.    'Ä(tt,a)=r&'»sa'asiic'a.(a),4-^dnc''a.<ft,+  |^<Inc'*av*, 

Beachtet  Hau  mn,  itta  i+^iK/'a+^ias"^>■^ij^Al<:/^a  + ....  = 
jp — —  ist,  80  läfst  sich  die  vorige  Reihe  auch  also  dacstplleD:  , 

uiid  für  dio  Co^cieoten  Ib  dieser  ueoeu  Reihe  hat  mao  die  Ausdrücke 

J  ^  idn««i(j^-^l).A*'su'a8nc'ii, 

j  =  §;|dü^a(j;^-l-*dnc'»«),*«.«a'«8nc'a, 

^  =  5todü*«4i^--t-^*«hc«a-|^|doc-d)i*««n'« 

— 1^1^  diic'«a).*'»sn'a  suc'a 

Durch  eioe  aeue  Umordnuug  yerwandelt  sieb  die  Reihe  (4.)  in 

6.     'S(u,ä)  =  r^/  — J.(p  +  (^— /)  8ia^oos(p  +  i(^— /— /)  siu'(Pcos^ 
^.±i|(j-_j_j__j)8ln*0cos^+i^(z/— J— J— J— J)siu'pco8<P 

"I*    •  •  •  • 

"     '■  ■      '    '  '%  ««8.  -■'''^-  '■-' 

ReiheD  für  das  Integral  'C{Ußa).  •' 

Setzen  wir  iu  den  Pormelo  S.  1S5S.  tii  statt  a  nnd  ^t  statt  4jj  so 

erhalten  wir  die  sich  auf  de»  Aasdr^ck  von  <C(ii^  ii}i  Imdeliooden* 

Berechnen  wir  aus  (f>=zamu  zunächst  ^  _      >  ^  ^ 

1.      tang\^  =  A;'su^a.tang(p,        ^'  . 

und  dann  weiter  -^ 


*•  =  j7^~<P-ldn«a.\»(<P)-|i|.du'«a.W(<P).--§^«d»/^l».^H<P) 

*"  0.    S,    W.t 


^e  A  #  z.kfttfi  iVr.  j1«  «  e  A  f»*' Yf.     §;'264.  Mf 

so  haben  wir  sofort  die  Reihe 

Die  nächste  Umordnung  der  Glieder  giebt  die  Reibe 

und  die  Coefficienten  in  ihr  sind  ■■  ■'  ."" 

J  =  idn''a.(p^j7^— 1— idnc*<i).*«sft'asnc'a,  ' 
6.     l^  =i^A.''«.(p^-l--idnc«a-||di.c-i,>*«sn'«söc'«, 

—  1^  dnc«  «).*«sn'a  «nc'n, 
u.  s.  w. 
und  eine  weitere  Umordnung  giebt 

6.     .C(u,a)  as  ^^— ^.^+(j^^8in0oo8^  +  f(J— ^— //)sin'^oö6$ 

+ 1^(/*- J-J- J)sin*(p  cos(P+  |^(z/-J-J-J-J)sin'(pcos0+... 

,.«.  ««4.  : ; 

Reihen  für  das  Integral  'D(u,a)» 

Um  die  Reihen  für  das  Integral  'D(u,ä)  za  eriialten,  hat  man  in 

den  Formeln  $.  8Ö€.  ai  statt  a  nnd  >^t  statt  ^^/  za  setzen.    |Iau  berechne 

also  aus  ^c=saffl« 

1.      tangr^  SS  k'sn'a,ttaig(Pi 

ferner  wie  in  f.  Mf.,  die  Gröfsen  ^ 

<P.  =  Tj;^-<P--idn''a./.»(<P)-.i^dn««.^»((f>)--i4^dn««.^»(<P) 

«9* 


S. 


548  A<B:hi  z  e  knt  er.  Ak  te  Ah  »it..    §i.265. 

so  ist  •■  "  :•?.    ■  '■'    '■■  •''■■■  ■  '•>    • 

Diese  Reihe  verwaudelt  0ich  in      '•  :n';  :.   >  :. » 

and  die  Ausdrucke  der  Coefficienten  sind  '  :?      > 

J  =5  (1— Ä'snc'fl). 


6. 


SDc'a  ' 


sn^a 


,    ■..,:■< -2 i.i\ !.Nt    ■,        •■  '•!  I     2.4  ^  Boc'a' 


J  = 


1.3.5 
2.4>6 


/    ea&a 
ti.   a.-.w. 

Die  weitere  Umordnang  giebt 

6.      'D(u,  oj)  =  T^  +  //. ?)—(//-  J*)  8in"(p cös^— |(i/-i-^)sin'?) <^0 


a.4.v.i   .V  i     A.:,f,*^»yrv  :    »•♦.6- 


'  ^  Aumdrkung.  Alle  vorbin  eotwickeften  ifteih^n,  JUit  Ausnahme  der 
Reihen  (9.  10. 12.  %.  860.)  convergiren  desto  rascher,  je  kleiner  der  Modal 
k  ist;  indessen  convergiren  sie  dbch  ffir  jeden  zwischen  den  Grenzen  0 
und  1  enthaltenen  Modul  A:>*  für  jeden  Parametern  und  für  jede  Amplitude 

'-'  "   'bä'iach'iil-lSS.'^^  ^  ^''''^'  '  ''  ''•^•'    '  '''-'  ^^  •^'^•--  •''^  ■•  -•«'•^^  ■•■♦- 

n::  »^fft^PP^PsCK-^) 
ist,  so  lassen  sich  die  Integrale  erster  Ciasse  auf  die  dritter,  und^vninge- 
kehrt  diese  auf  jene  zurückführen;   was  nach  den  Formeln  ^.  120.  ^uch 
noch  leichter  von  Statten  geht.  ^^     'ii  -  c-^.  ..    .v.  ^ 

Andere  Reihen  für  die  Integrale  S(u, a),X(foa),   D(foo). 
i«^t«eii  wir  in  den  Formeln  S.  M2:  IKi^a^att  a^  K—n  üt^tt  u 
und  ^T — yp  statt  \p,  so  erhalten  wir  .^  .m 


9. 


A'i  kt  2te  A  »  #  «V  'A^b  »  e  h  tt  ik  t,     §i^  26i.  54t 

1.       t^£v^  =  r^,     .  ..     ., 

und  , berechnen ..tpric  noch-  ■■■■■  ■■,■■■-  •.,.-:  .•=  >t  -.. •':!'!. '.i  ■  ."' 

i==  i^dnc'««(jp^— 1— f^/?,«).&««n'«  snc'a  ^ 

^'  =  ^  diw'«a(p^--l-.i.dn«a--^dn»<»).Ä«sn'«  sno'«, 

V  :'.  —  ^l^do'« «).*'' sn'aenc'a 

a.  -a..  w., 
so  haben  wir  ininüchift  ■  > 

Ol  2  3 

=  ijr — yf^—J.ameu — J.K^(tmcu) — J.K^(tmcü) — J,K'(taacu)'-^i.,. 
und  also  für  tiv?s=-0-  .   !,i!!    .  .  .;:t.v.       .-  ■'■■-.      '. .    y -.  "/      , 

Da  nun  aber  Dach  S.  im  'iS(i^  iS:'-v4a)-^'iS<£-^^  £<-r<a)  ^  €(«,0)  ist, 

so-ist-  ,-.  .••.,v\  ■•■    ■   .'T ■.■••.      ^       •.. ■....,.;.  ..,j 

^C(u,a)  =  ^|/— i(i5r-^*itocti)— ^(i^— X*(amctt))^  J(^jr— A.»(ainc«)) 

, ,.,— T|.)."^  --•  •  ■■"•■■:  ■.  ^■  ■  :;^;^(|ärill\»(amc«)) ; ..:  oder 


3. 


I 


C(tt>)  i=>^^^Ji  JT -if 'i/.  aiiic  « -f  if '.V(ainc  tt)  +  ^*.  \»  (ame  «) 

^  .•  •):uii)'>;.\.  -    .-i^  '■  •4i.\'(afeött)+J/'.KTaiiictt)+.:!. . 

und  es  l^dnnen  dieiie  Reiben  aaf  die,  bekannte  Weise  noch  umgeordnet 
\irerden.  Die  zweite  Reihe  conveiipTt)  fai  •JEÜlgemeineD  vasbher  aU-die  entM. 
Setzt  man  nott  ^«r^amcti  =  ^,  80  haben  .^Fir •:^- 

^7r—      amc«,=F^»    ^'    .  -,:    .^ .,. 

lar-^TC^Cämc«)  a»  (p+cÖ8(P8in(p,  '   •*   -. 

i«-— V(amc«)  =  i>-|-cos^sin(p  +  |co8'^8iü^,  •  ' 

|a._\J(aiii<<W7  ==■  (P'4..fi08(P  sin?>+|cDs^  8id<P  + 1^-  cd8*(p  sin<p, 

'    |T— k*Camc«)  =  ^+''cos(Psin94.icos'(Psin^4-t4cos*(jlsin^   '^ 


Vi  "'»f.   li    ■  •• 


3.5 
2.4.6 


%'f' 


+  Ofl«<»»'^»'°<^' 


Si^  Achtzehn  t  er    4\^  ^^  ^  ^^.i:*h     .§^  266. 

Die  Wertbe  dieser  auf  einander  folgenden  Aysdräcke  näbern  sich  der 
Grenze  i^;  die  Coefficienteo  X^(anicif);  X^(amcti),  ^'(anicti)  etc.  hinge- 
gen nähern  sich  der  Grenze  NoII,  und  zwar  destli^  rhsöhefr/ je^ 'grdfeer  t^ 
d.  h.  je  kleiner  amcti  ist  •>?!.;. 

Berechnen  wir  aber,  indem  wir  in  den  Formeln  $.  268.  JK"^— -a  statt 
a  und  K^ — u  statt  u  setzen,  nach  einander  die  Oröflien 

i  ==  ^  dnc'*fl  (j-7^— •  1 — Idn^^ii)  .*^  an  V^nc^^^^^ 
4.    |^'=  ^|dnc'^Ä(si7^^1^1dn«a 


1 .  J.5 


|^4nf''«F)-*^.«»'a«»c'« 


2. 
u.   s.   w., 

so  ist    ' 

'C(JC— t»,  Jf'— a)  =  |a-— i//— J.  amctt— ^.\'(amc«)— ^.\»(aBio«)— .... 
and  ■•.■■•■•.■;_. 

•   *C{K,  K'—a)  3»  ^r — /.iT— i/*ir— J.^jr— . ....  =«  iT— J.^t. 
Da  ferner  'C(K,K'—a)—'C(K—u,K'—a)=^D(u,a)  ist,  so  habe»  wir, 
mit  Beziehung  auf  die  Ansdröcke  (4.),  die  Beibe 

[/>(«,  ll)s=^p—//.(i5r—a■^cff)—^.(iT—^.*(amct»))—/(iT—^»(a»c«)) 

— J.(^ — ^'(aiiictt}) — ..*.  oder. 

ft«  *  0  i  -a' 

D(u,a)s:s'4/ — 4^.^a-  +  ^/.aroot»-4-J.7v.*(amc«)+^.A.'(amctf) 

+i.\»(anwi»)4..... 
Sfoe  Reihe  für  8(n,a)  giebt  die  Forael 

welche  sich,  da  'D(u,K'—a)—'C(u^K'-iß)  ^  ^.n  ist,    amformeD 
läfst  in  C 

Hieraus  folgt  «(Ä, «)-«(«, «)  =;^,(iSC—ti)^'C(Ä:-«,JK:'—«).  es 


Setzt  man  daher  .  ..,„  .^ 

2.4  \W%VL*a  *  2.4      *'»8nc''*a  /  •     ' 

2,4.6\.  .W'aii^0v\  -*        \  -.-    -2.4"::  -»» 

••-••'       ■■  .    ■■  ■  ••IC  «i-w.-,'    •■.••■'  "      ''""  *  •    • 
«of  hat  miln  tuatehst  die  IWlIre"    *       '     -      ,.      j    --  < 

Ä(J8;a)— S(«,«)  ■     '    "■ 

=  —  i^r  +*  <p'+  /f  •  amc  ti  +^.\^  (ainc  ii)  +  ^.  \^  (amc  ti)  4- .... 
Setzt  man  btolrhk  ti  ±;t  0/ so  liat  maii '' '  .. 

uiid  wird  biery«m.die  vorige  Reihe  subtrahirt,  so  hat  mau  endlich 

+  ^(ia-— \'(amcw))  +  4<i;;r~A.*;ilai}iq^))  +  .,..    oder 

0  1  ,2 

S(u,ä)  Ä  — v/^  +  z*.iT — ^.amcti— z/.\*(amcti)— i^^/.^'Camctf)*— ... 

-j— //.A^amcu) — ... 


7. 


Anderei  Reihen  für  die:  Integrale  /5(Uj  a)^  '^(«>  a)>  ^A(W^  <<)• 
Setzt  flau  ip  den  Formeln  S.  860.  ÜC'— a  statt  a,  K—u  staU  ii  und 
^Ä'— t//  statt  ^,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  tang\^  =  -^j^  in 

1.      tang\^  rs  ib^su'a.tntr.     .  ^< 

Berechnetijmm  aufnorcki  die  GrSfaeit.i;         v— •  ,.  >        V  ;li 


(j^^  A~:9  h  i  ai:e\K  m.  f>r.  JIJ  ».e.h.n,h\t<i.:  >§»  26«, 


V,    ll< 


2. 


*_        1.3       1.     /      ,         ,    ,    ,        1 1_^    cn^*ft^..!.   M-.ti:    . 

^  ~"  ~"2.4  •  tn'«a  V®"*'  *~  *■*"*•  tnc'*«      .2.4/  tnc'* o/*  sn'a  snc'a  ' 
j  ,1.3.5        1     /       ^^^\MVi^\•^v.■^^     ^l".'^,  - -1  ,     ,.)  -  •    \' 

.\.f "  ■^'"•^'' "''■' .  -  - .■-4.3J>  ;»<«»^.:..i  -1 


,u  -,:  .  ;..'ii. 


so  ist,  $.  260  geinäfs,        .    ,  »     \  .    ,..!.  j 

C{K—u,  K'^a)  =  i'är  *-'i//-i^i:ainbtr+ Af(«rt*rfi5  4^'i'K.»(änictt)  +|. 

Da  feruer  '«(«,«)  =  C(li;K'-a)  —  C(Ä^,f^}Ä:,lfrff),iiat«,|l[O.A?>ben  wir 
die  Reihe 


3.    l 


^^  ...,■■•.■....  -...-^WÄ 


f<SJ(tt^a)  B55.A/y+.^i:^-K^.;vaa}cff*-r,^-ji^K»mc«^^ 
\       ll;>iii  ii  >   iii-.tii    :;:i!    ..^   .  liiM  i.Hi:!-'.   •,!■!•.»?'    -liil-Kv/   bi;<Jij^.7(ailiclr)'-^...;' 
^Ijij^ji^  wir  Jiuph  in.tjeB  Fojripelü  Jjfj^eji.  1^(— a  ji^^Ct;  «^  -^— «  .i^ts^^twjund 
^T — ^  statt  "\//,  80  ist  wieder  tätigt^' =  A'su'a.fiiv.    Berechnen  wir  (fer- 
ner ^  nach  eiuaJiVlet' die  Gröfseh  '' '  .  —  "0^  -■ 

^^Vsuc'o         /*  su'a  '  j 

^*  tn'*a*\snc'o  *'tnc'*a/ '  sn'o  ' 

J ,   IJ       1     /^    1  ._^.  ^1       ,     1 1     \   anc^g 

—  "''  2.4  •  In'« a  Vsnc'a       **"^-'*^W»  a  "*"  2.4  *  toc'*  J '  1^  ♦ 

J  .  '.  --La; 5      .1    y    t  .^' -V-  ■.:r..i|-)lii^l;/!h  Ti.1  :t<. :i;>.^'tni»l)i!/ 

~"        2X6  •  tn'«aV8nc'o  »' tue'»  a  7"  ^ **"*'*  " 


»o  haben  wir  zunächst  .*vij}   m  ».'  A  =-  ^Vi^nt.        .! 


Jic  k  t  ^&h  »  i  »r    Ab  »cA»  it  t.     $.266.  «58 

«•4'lls«''!'-^'     .•.::;•:    .Vi:!'!   i.-    I-,  r  il  .:■    .. 

D»  feriw,,;ip(^«):s=I><Jr,,ÄV4T7;i?(Ä-^M,Ä'-.ii)  iet,  so  ,|iabeii  wir 

■'•     j 
-  ~/t(^ir  —  A.*(ainctt)) — ....    oder 

+(-o^•^J?(-li^^li?^>^•<•""")+•••' 

äetzt  mau  nun  auch  in  der  Reihe  (4^  $.  259l>Äir— ^AsfaHi  a,  X— «  statt  « 
und  ^T — ^  staiU  i/^^  so  erhalt  map,  wenq'^an  . 


6.  J 


d  SS.  — (snc'a — 1).— ; r-»  / 

»_       1.3       1  V      ,        .  ,   -        1'    ■  '    1.3   __i_\   _    1 
i  ,  1,9,5     il     /   •   V        .,   ,        1  1.3      ,1.,. 


,  1.3.5  '  1   \       i;. 

"*"  2.4.6*  tiic'»a/*  su'a  sne*;» 

IWP....W»     .    ■  ./■.:;     .      .«■ 

setzt,  zHnäebst  die  Reibe 

*D{Ktii)'-'.D(u,  a)  »■^•^^//+i'.anictf  »f J.^'Canc«)  -^  J. Kernte  v)'^,,.^ 

also       •■*l>(l^ÄyÄ^»+J.iJr+J.f«-+i/.^«'+...;  a=  ir+J,^r. 
Wird  Ibierm  die  Vorige  Reihe  subträhirt,  so  erhält  man  endlich 

;^^a)c=^  +  !5(J»-amo«)+i^T- V(amc«))  ^ 

■'■■■     4.<rf(^r— \'(aii»«))+J<ir— ^•(amc«)>+....,  oder 

'D(u,a)=iyp-\-J.j^r^.jfBmeu — //.V(aÄCti)— //.Ä.'(amc«) 

3    . 

^— k/.X'(amo«) — .... 
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7. 


564  A  c  h  i  z  e  h  Hf  e^  i?    Ab  s  ch  h  i  i  U     %.  266. 

Die  Reiben  im  $•  265. ,  so  wie  auch  die  so  ebeu  entwickelten  Beiheoy  fcönoen 
leicht  umgeordnet  werden.'  . ßelsßf  man  (P  s^^— <anicif,  uo  hat  man  z.B. 


:/^  |ij  (2r--i-:j- J)tJö«*(f^%m(p+.... 


und  in 


dieser  Reihe  ist  tang  \//  =  sn^  a .  taug  (f) ,  da  tang  (P  =  — —  =  *'  (n  «r  ist 

AnmerJLung.  Setzt  man  in  den  vorstehenden  Reihen  k^  statt  Oy 
Äf'fi  jtattV  unÄ  ^  »tfit^,des  Modöls  *>  ai»o^\^ jrtatt  d^  ^o^gls  Jfc',  oiid 
beachtet,  clafs.  ,     i 


'fe^ 


s  (ä'«,  *'«,  ^)  =  -S(ä;  «r+  S{K^u,  o),       ^ 

ist,  so  erhält  mau  noch  eben  so  viele  neue  Reihen,  welehi»  ebenfalls  desto 
rascher  conver^iren,  je  klejher  der  Modul  k  ht  ^  Es  scbreiten  diQse  Rei- 
hen nach  Functionen  der  Amplituden  ^tt — amen  und  V^'— amti  fort,  da 
sich  jetzt  amti  in  ^;r-^amcfi  und  amcfi  in  ^n' — amti  verwandelt.  .Setzt 
man  endlich  ai  statt  a  und  ui  statt  y,  indem  man  Zugleich  den  Modul  mit 
dem  conjugirten  vertauscht,  so  erhält  man  Reiheu^^  in  liii^elcben  die  Co^- 
cienten  desto  rascher  convergir^n^  j^  gröfsek*  der  Modul  A  Ist«-  -  Die  voll- 
ständige Aufführung  aller  dieser  .file^hen  hat  keine  Scby^iecig^eit,  und  aus 
diesem  Grunde ,  verzichten  wir  hier  darauf.  Weuu  die  s&uletzt  erwähnten 
Reihen  eine  leichte  Anwendbarkeit  haben  sollen,  so  .mufs  die  TabeUe  der 
WeHhe  der  »"unctionen^X^CCP), A'C'I^),  \'((p),  \*($>V..i-  auch  auf  imagi- 
iBäce.  Weithe  von  ^  ausgedehnt  werden.    Seiten  4irir  aber  allgemein 

....        K^ipi^  ='(— ir.ivV((P),v: . 

so  h^ben  wir  4ie  Werthe 


A  e  h.t  z-9  *»-#<Vr    Ak  *  ck  wi  4  t.      §.267.  555 

^((P)  =  (P,  ■•'=    "■"••  '•  ■■■■'■■■  "        ■'         ■■'• 

k'üfPlf^  1^  K^iH^KP  .(5o«(P—  i@in'(p  eo<(p.+  @m(p  €od<P— (p, 

,  ,,,  ,     —  @tn(P€o6(p+(?> 

U.    8.    W. 

oder  aach  ^  . 

•».  »er,-   ■  :    ..     .  . 

AAeo  iir  di«'lategnle  /Mdani«  und  ywdainc.K. 

•■.        ' "  *.■  ...  ° 

Setzen  wir  :zur  Abkürzung    '  ' 

"  —  .*T2»'^^2*.4»*  T2«.4».««'^T2».4«.6*.fi»'*^ 

U.    8.    W., 

1  2IC  t      a      s     4 

80  ist  —  oder  :— ^^  die  Grenze  der  Gtötaen  a,  Of  «>  a^  . ...  und  nach 
8. 107.\t  •^"''  "    •  ■       '    •   "     '••'■■' 

u  :ä  — .amti — ( — — l)sdff  cn«-i-f(ir-<*)»n*«cn« 

2.4/1        »\     s  2.4.6/1       ''\     , 

^ird  :die<H)  .fteihe  .mit  dam«  multiplicirt  und  fotegrirt,  so  erbält.fl|AB 

1.      /udtanu 

•■•III!-.     ■■...-,»/. 

= f,-(»-)'-i!^-<)"'--T-l(i-")'"'"-^o(^-«)™'« 

1    2.4.6/1        »\     •«  1    2.4.6.8  /l        «\     ,„ 
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566  A&Jk  t  z  if  hn^i^  r^  Ai  s'€-h\n,dsi  4. :  ^§4\26X. 

Setzt  imiD  in  dieser  Reibe  K — u  statt  u,  so  erhält  man  ^  . 

8*      /iiöamcii.  .j^ 

0 

Yertauscbt  man  in  der  Kerne  för  ifiie  corijagrrteii'HfödaI,.iQdeiD  inao  zd- 
gleicb  üt  statt  «  setzt,  so  erhält  mau 

1    Q  /l       .\  tau.    2/1        »Ata»'«       2.4/1        *Ata»« 

■   3.6.7\i?'  /com  * 

12  3         4 

und  in  dieser  Reibe  baben  a^,  «>citf>  af,  .  . . .   dieselbe  Bedeatung,    wie 

12        3        4  . 

a,  a,  a,  a,  .•..9  Bor  dafe'  jene  «GfplMa. ablote  vou  ^Mta  Modul  k'  ab- 

1         2K 
hängen,  wie  diese  von  dem  Modul  k;  auch  ist.xi  =  —   und  zugleich  die 

1134 
Grenze,  welcher  sich  die  Gröfsen  a%  a^,  a',  af^  ••«.  iq^fr  mehr  nähern. 

Sollauch  diese  Reihe  mit  dam  11  mulfiplicirt  un4  initegrirt  werden,  so 

haben  wir  zunächst  das  Integral  ...        ^  .\.  -^        -  ^ 

17  s  /famti.^amtr        ,1 

'    0  ■  +■ .  * .  -  +  .  -  •  -  •; 

in  Betracht  zu  ziehen.  .  Bekanvtlidi  49t  .\ 

(p= @m(p  SoöiP— J®in^  iP  €06^  ^|~  ®m^(P^€^^^ 

also 

•' "  '  artj *:—!??* ?il_*  iang».y.^)^^iL4^ka»y<y.Kxi.g,fc&..tiuig^y   >  i.*w 

^"~  CO89)        3*  cosqp     '3.6*  cosy        3.6.7*  CO89)     '         •^••> 
oder  auch 

cn«    .  3    cnw    '  3.6    cn«       3.5.7    cn'«    "^ 
Diese  Glefchiing  tattrs  n^it  f{|in;ir=\flh'i(^9V^tHtipIipMjM  dann  integrirt  wer- 
den, fiü^tstabdf  9!eaili/«k^^^^^iittii'itto'tf=!i€in(£atnir),«s« habet» 


M   ;l    \^  V,  - 


cn«     '  '^     v-  / 

D'  = /@m?amtt.d!?amM — jyl^in^i^amtf.dl^amtf 


€totzf4iMili'^üd(»pKanM;i  wegen  ^    A        '  ,  - 


o: 


Ae  ht  z  e  hnt  er    A  b  Si  a  h  n  i  i  U     §.  2fiZ.  667 

0  4 

«>=-i 1, 

2.4     COM  2      CDU     *    CDU  ' 


2.4*  COM        2*cntt    •  cnu 

iT      2.4*«ii«  "■    2  *  cnw       cna  •      ' 


2.4.6*  CDU 


A        1,3.5.7  taVM^^r^  tp^i#^1.3  tn^M       1   tn^«-. 
2.4.6.8  *cna       SliTB*  cnu  ^2.4'  cdu        2  *  cutr  "*" 


2  *  eau^^CBÜ 
u.  s. 


so  dafs  überhaupt   6  .=  *-3,5..^<2n-l)    t^_^  ^^    ^^  ^3^^^  ^jr 
'^  2.4. 6.... (2n)  cnii  ' 

/(5m  i?amtt.3!?ainti  =  /*-^  3  am II  =»  «^,       .     ,         » 
•/    Gnu 

0  .0 

y@m»fiam«.a«am«  =y^^^a)i0«=;  g. «>,,,, 

y  »/     cnu  3.5      '      • 

•/  ,./    cnw  3.0.7 

U.    8.    W« 

Werden  diese  eihlfacEen  Formelo  benutzt,  so  haben  wir  zunächst 

WM  bnii  ^  die  Reibe 'ftfr"lf  mH  daSku  nraltiplieirt  ond  daini  inte^iif,«»»  er- 
halten wir 

4.  /«aam«  =  o+^(r-^)*«+2i;^(^^^ 

^2».4».6«\*^      ^^3*^      3V6»     /* 
und  es  kann  diese  Reibe  an^ph^e  jfotgt  din-gestellt  werden: 

5./«a ^.ir-^L,).Ä+i!(^-i<).ö-|!;«!(^-i').* 


M8  A  c  M  t  z  e  h  n  t  mr  yAJf  sc  hin  iily^  ^§kx96ft. 

8.  «68. 
Die  FoDction  ü  kann  aof  mehre  andere  Arten  entwicli^elt  werdeu. 
Da  nämlich  £amus=  snu  +  i^n't^-f  i'^Q^^+'f'S'^^^^Tfr««*-  Ol»  «o  babäi  wir 

17=1 — cnii+j.3-(l — cnw — -^bo^ucüu)  '    -^-         .  * 

+ .     ,; . 

Wird  am»  =3^»-  ge9e(sli,  90  h^tmai^.,, 

^  "~  *"*"3-3^'T"3:5*5^"r375T7*7"*"3.ö.7.9*9"^"** 
Maltiplicirt  man  dfe  Reihe'     "     „,    \.  «n:  \ 

j^am«  s=  2(8in  am« — ^8in3jiiD|f(r^isia 5  amu — 4^sin7  amif  -\ ....) 

mit  3 am«,  und  Vntegrirti  sb  erhSIt  W    *  ""*  -  '  "  '"''  ^ . 

r  =  2  [l^-fsös  am«-r>  p..(l--öos3  «bimJ  ^.  ^  (Ir^posd  amf) 

1  "1 

M-  .  .  ,        ■•■••:•.  ^         ',^    :  v.'ijr, /»-.v-. .1..''. '  ' rrv'  •  J 

und  hieraus  folgt  für  am«  =  ^9r  der  Werth 

.        ^.'^  ^\^~3?+6»~,7»,+  9»~';****-7,:         , 

Dieselbe  Reihe  wurde  in  $.  SSO.  gefiindeo,  und  ihr  Werth  ist 

■^      ■''  .        .         |üi  =s  1^3193  lld'Ss  54438t  '■    ''" 

Nac^den^jtdieser  Werth  bekannt ^geworden  ist,  k9iu|;die:Rieiber  förl7  apch 

also  dargestellt  werden:  m.        ,. 

1  1  3/  l    2\ 

1.     £^s=|:t(l— cn«)^,^(|üi— .l)snVcn«— ^|f^— l-^^.jjen*MCO« 

1.3.5/       .12       1    2.4\    „ 
1.3.5.7/        ,       1     2        12^       1    2.4.6\ 


1.3.5.7/        .12        12^       1    2.4.6\     . 

^'' :       ■^5!o:ivM-Tri--;ä'¥~)s^:o~7 -3X7/^ 

1.3.5.7.  9/  12        1    2.4       1    2.4.6 

"^ 2.4.6.8. 10 V*'*~*"^¥^'3'^T-0'^T"  0:7   ''  "     • 
=  ,  1    2.4.6. 6\     .0 


Hiernach.  kalK^  der  Werth  des  Integrals  üssfi^ämu.dmu  oder  U^^/k^.d^ 

-  ■  0  '■*  0 

am  bequemsten  berechnet  werden,  da  diese  Reihe  am  raschesten  convergirt. 


Die  s^weite  Reihe  kana  also  dargestellt  werden:  ^ 

wenn  der  KOrze  wegen  ani  ü  ±=i  p.  gesetzt  wird. 

Da  ■  .   'v  -  .  -•• 

ist,  so  UM  sioli  ^.Integral  I7n9cb^;auf  eiqe  «ödere  Art^jentwickelo.  Sadist 

und  da  ' ' 

ytangfip.ap  ^  log— |-ii  tot,  so  Ist  - 

ytaog»i(p.a(p  '=     tang*i0— log^^    , 

ytang»i<p.a(p  =  itang*i(p-    tangH^P+logjr—j-^.,      o 

yiang'f (p.i<P  i4  Jtaii»i<P'-ltang*i(P+tan(^i(p-log jtr:'^ 


14"  «"'B  7 

Wir  haben  also,  da  j-^_==_-^  =  i +tai,g»j^^^  ist,  die  Reihe 

3.     t^=2[log(l+tangH<P)  +  i(taDg'i®— Iog(l  +  taüg»l(P)) 

+  i(itang«i(p-.fang*K'+»og(l+ta''gH?>)) 

+  |(itang«i(P— ita?g*fp  +  tang»l<p— log(l+tftqg»i(p)) 

+  i(itaog«i^p^itang»i(p  +  itang'i<P-tangH^ 
...  i    ;..-  +logCl+taog'i^j)rf-,...]. 

Durch  Unordnung  erhält  &an  eine  neue  Reibe,  in  welcher  der  CoeiBcient 
von  log(l+tang»i(p),  2(1— i  +  i—|+i....)=2.fT=:iiarish  daher 
haben  wir    ..  ,  -       . 

,4.     r  =  i»-.log(l+tang'i<P)  +  (2— ia-)tang'i(P-i(2-f-ia-)tong*i(P 

'*■  -     +*(^-#+*-*a-)taog'i<P-l(2-|  +  i-^-+a-)tang«i(p 

+  *(2-*^+i-f  +  i-iy)tang'<'i(p-  +  .... 

Anmerkung.    Die  vorstehende  Reihb  hat  den  Vortbeii,  dafs  sie 

{immer  «ehr  raMb^idonvergfrlj  .QB^mag-^  i^dl  oder  imaginär  sein.    Setzen 

wir  .I7aeyi^.f^=s^(^jjj  so  ist  //(|).dp  = —/'((pi),  daher  haben  wir 

•  0 

für  das  si;Jioii  la  S.  8)Kk  behandelt^  ln(^;ral:die  ,B0ib«  -  .~  A    , ,  : 


500  -^ «  ktze'knt»if    J6»»Anitf.     $."266. 

Die  bekannte  Reibe  £^  =  (p  +  |^  +  5.|^  +  61.^  +  ....  gietli'  auf  der 
•Stelle' aiö-RefciEln-r:' -•:.-:     '  ;.i-^;::  1- ";•••■ :.     ^-^i..^;':    , -^-^     " -" 

+  2702765 .  -^  4- 19936(^81  „^  +  ...., 

,+  2702765.-1^  -  199369981.:g-+_...., 
welche,  weun  ^  beträcbtli)^&^l  ist,  rasch  genug  convergiren. 

erbält  man.  wenn  man  ^a=s  ^^  at^2^^  anfl  beachtet,  dafe  /  !''^r"*"*'j  gg 
=  r .  log  -3 a  log  ^1 ^)  ists  zmtfichst 

■-lTlo^(4-^l^  ^|^tog(l-|;)--|a.log(l_S  +  lTlog(l-  ^)-  +... 
«ad  dieser  Aasdruck  ist  einfacher 
/fi(f),d(p  =  <p.«(p~iff[log(l-r')-31og(l~^)+51og(l**-|J)... 

--7log(l--.|;)  +  9Iog(l-|;)--  +  ....] 

//(p.e(P  =J)J(P+l«-[log(l+r^-3i^^^^ 

-7Jog(.l-i4|;)-|N9tog(.t+|J>-H.ww]. 

'Aas  clei'RietllB'l[8.  i$.Sft7.)  erb&lt  man  eine  Heihe  füV  dartnt^gta)  fii^ainc«, 

wenn  man  K^u  Mto^  t('(fotk>r'>Necl|i-4hi(M»«>lBi^  ^eon 


sich  amti  in  |jr — amen  und  amcti  in  ^t — amti  verwäUdelt;  :  •     'iA. 

$.  269.       ,    .; 

Äeihen  für  die  IbVegräle   /elVi'd^ani'if  >4iBd  /elGfi.damfi. 

...     •       ..'.«  *^  ■'•'••''•  •• 

Berechnen  wir  nacn  einander  äie  ^eftetf 

c  —   1  "-^^  ''f  » 

'  _   1        1   it.2        1*3  ^        1%3V5  ^ 

*       »2«  0«  4«  ö>  4*^^^ .       2*  4*  ß»  8* 

\N    :«.;;.  i/      \.    jiK  *-•*-    vi.':!i;     Ti*,*  '^  .       -    ■ 

u.   s.  w., 

i  ••  \  "'»•■'"••"OB 

so  nähern  sidif  dieselben -tifadidMF**Okmi^:if^  wenn  wieder  E  den 

ziim  Modul  If  ^(bhdrigen  elliptischen  Quadranten  bezeichnet. 

Da  nntit  bekanntlich 
elu  =  €.waiu  +  (l—e)8nucnu  +  i(c  —  €)än^u6üu4''^(c— 

+  |^(c-f)sti#cnfi+..;. 

und  ,i'-.^."*  A  '"  -:-    .    :• 


/\ 


eleu  =  Ä  +  Ä^snwsnc^T-^ÄWJM;— '(1 — f)snficnfi-^i^(c— -£)sn'ficnii 

-i -Ä..'  :  i4"  t        '•■.        ?    A    -    . 

—  «VC^ — €)sn*ticni# — .... 

/ .   ''.  ;.■"..-•'.      ...  ..  •.-.'■"      ^'v-..' :      ... 

ist,  so  erhalt  man^  wenn  man. diese  Reiben  mit  d 4m ti  imiltiplicirt  tind  inte- 

grirty  die  neuen  Reihen  v 

'  1    2.4.6 /c—«\..„_i 

and 

.........      ny.vi    M.'   .i-^u.-4ii)V.j,.        S(v4/o-.t.'v-.'.  .     '  ^^ /'c*•*•^r^    "^■'>i. 

welche  für  jeden  Werth  von  anti  und  flit)jfadiii,Jlio|it.iceiWWrgi>Wi<i;)(JJI^ 
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Zusätze  zu  S.,^f|f|.,„^.„  „,,.,..,.;'.:  .•>...,•.  !>. :  ••  >, . 

[3 
ainw+^Ä^(amii — snticnti) 


3*, 5 


.111  o  .  \'-  ). 


tjr^-^  Ä*  (am  u-^  sn  w  cu  w .— *  sn^  t«  cn  ü) 
+  ^^^^(aiiiiiT^siiwcpw— »sA^wcnw 

Wird  diese  Reihe  mit  daniu  maltiplicirt  jhim}  integrirt,  so  entsteht 

3.      /elcM.öftbitf  = 

E.aiBM  —  Ae"  [i(am.u)*+Ä  W(am«)'— f sö'tt) 

■^  •*  .:rr   .<    . 

-*fi-'ö^  «*"«)  +  . ...f. 
.:  .i;u.!.^''^i-*,i.i,;    /;;  ' 

U«    8.   w«9  ■■  '*!    i!'j  ?•>,:     »ir    . 

-  »  2  JE 

leichten  Uniöränung,  der  vorigen  Reibe  die  neue 

4.      /elö'uta'aii'öCs»  iß.amM--iie(amM)'  +  (^— ) sn'«  +  i  (^^)  8n*u 

0  ... 

Es  lassen  .sicb^aueb  leicht  Reihe»  6ir{<4ie  vorstehen^  Integrale  fioden, 
welche  aesto  fesciief  eonvergir^,<|je  grefser  äerModial  m;  womit  wir  uns 
J^JIbcb'fcHWWiefcl  ilil^<<^«aa»ite»i  \  buu  wiar.   lo/  liirjY^   uaiix    .ul  j.  ...y, 
IT 


JtW.htz.9AHt,ifr    4i  »  pM\ns4^  4.     §Ä27(k 


6$» 


Reiheo  zur  Ber^eUbniig'VfiB'k  jodd  i>j  Wenn  aiitis:  ain^i;v3^  ^  geg«beii  tst.i 

Es  kaun  die  Aofgabe  vorgelegt  werde»;*  aus  eifaer' gegeb'tnän  *'^']b- 
plftude,  Welc^iaüf  ^i^Jbehleu  cofajogirten''lMlDtlQr^  ulid  A^  asti  bä^Ieben- ist, 
die  ihnen  eotsprecbenden  Argumente  u  und  d^  iglei«hzeitig  zu^  b6Möbti0i(il 

Wir  setzen-^        A-i-"^--  A-J-^ I      -  '"  ' .  i- *     -      -  ■\-;    \.;    i'0:>V  — » 

amu  =  (P      und        am^v  =7aM(p.,>.:      iü;  Ihm'^  -iiMirt! 
Dann  ist  ^^^  -^  ;^.  '.^ 

Setzen  wir  nun,,  wie  in  $.  4?.^,  .  .,  ,,...., 

^  =  tang^(^    und    >c  =  sind,    also    k[=z  cosd, 

9  ^  /  .       *        . 

Wird  aber  6  mit  i!^  -^'^  yertaufiAAt,)  wodu^b.niif  daid  Yiorsfiejcheu  von  cos 3 9 
abgeändert  wird,  iso  Verwandelt  sich'  u  iü  v  uhd  i?  in  ti.     Setzen  wir 

so  findet  sieb,  io  Anwendang  des  Polynonüaltheörems,  die. einfache  R^atian 

r   ■<  ■:<      (^  ••'■■::     ,  fcll   ,      ,;.  =       ■!.l    rJ-t  .-        .! 

y|ir  %  |4f|^,dertige.»:JÄÖ!t!/W,^fii8ptotv  D»Mr  ija^o;*^^ 
drücke'  li.v  ,f  'J;-^!  rj.icli    V, 

'^  s=  cos^,  ,    ^■'    , 

ö  =i''3W2d-i,'        ■'"   -''  "■ 
J;  ==;..l54ji^l:^().^9)Bos8fl!^, 

©  =  945cos*2e— 4Q5pcqai»,2|flTir2;?5cos;j:ö„,   ,;.,   , 
Jrjl  J5S,  |1,03J(5k}08«2^to141'5 cos*  35  +  4725  ws^  —  225 


iMIU 


..4 


4.    . 


*»    i.?i-!n/ 


u.  s.  w. 


und  im  Allgemeinen  ist  earii;  .^V^^    ffir  4>iiib  cipi^drr  ^iii^.  )<i  : m  ,v| 
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t$4  Aöhtznh  tt'ii^r  ■  ä4  »v  lA'n  i  f  f.  -  %'■  270. 

Setzt  man  6  :=  0,  so  wird -^'     x 

SotBt'-BiaQ  89=-^y.N49i'itrirds   mif     t  -j..i')ii!.:!>n/.  ü^biiuf";'    ••       i-j-.'. 

(1— 2cos29.<'+/*)-»  =  (1+0"'  =  1— <'+/*—/«+/«— +,...: 
Daher  sind  die  Gröftea    '^  'i^:  »i'  vm».; 

.  if-;  .-  2?»    ••■*"      4'.' ;'.'••   ^.\  - 
immer  ächte  Brüche,  wenti  der  Arcus  6  reeil  ist. 

Wird  die  Reihe  (2.)  mit  2dt  multi^Iiciri  ii^iIiiegrir^^&^o  ei^ält^^m 

Wird  nun  ^7 — 9  statt  9  gesetzt,  so  bleiben  d,  6,  6,  ••••  ungeandert,  U»- 
gegen  ^,  6,  d,  ....  ändern,  fi^f;  ihr  yprz^cten^  dahi^r  haben  wir  noch 


Aas  den  vorstehenden  JEleihon  erhält  man  durch  Addition  and  Sabtraction 

»,•;<  "•'  •' '.::  >j''i;-    .-iii'j'i'.ni'.l^ti;!!.;:  .  i  !  ;  •-.  ii,-    «iilil  li;  i   li. .      t^   ■    i.  ■  •••  ■. 

aätf  diese  Refft«»  «OM>«^gir^  ftr  jeden  Mtfdtil'iMd  fiir  j^de  Anj^itade  ^. 
Stetit  «ab  (p'^  i'«-,  'Welcbt6¥#kll  kill'  iii^Mi|giMlto  'ist,  itltt' Wir^  ü  srJJT 
nnd  r  =.K^  daher  haben  wir 

IJiT+Ji:  _  .  ,  .    ^   .   .     O*.    ,      <^Xi^li_ 

Aufser  der  im  $.  112.  angegebenen  indep^bdenten  B^timmuug  von 
©  geben  wir  noch  einige  anderö.  '  Ed'Sst 

Ferner  ist  sin (p  =3  y^  nnd  a^ssj^^,  atao 


A  e  h.f  z.«  h  n  t  e  r    Ab  »eh  »  i.«#  #..    §.  270i.  560 

■' 
uDd  da  (l+<')^'**""=«[— (2a  +  l)5/'^  ist,  90  ist  '     ' 

•■  '"  .-    ■•  '     •■      .^'  -!■■■.„■•  . 
du  =  2.i8[l,— 2]  r-(2a+l)]it*-.2-<*r.af    cond.  (o+3=sy). 

. . :   f.    •'■  ...•-      •  T     '■'  .  ■  . 

Wird  dieser  Aosdrock  mit  ^em  vofrigeu  verglichen,  so  bat  man' 

;■  I      ■'  '      r.     i    '■•.     V.—-'.".     -  v,    '. :   ..,.    .:    ■:  ^     •■   r..'" 

(^1)\®  «*  /Sf|[l,^2|[^(2o+oi*^2-l    oood.  (<*+ß  =  rX 

Es  ist  aber    [— (2a+l)]  =f  (^l>^[2a+l,— ^i    [1,-t-2]  =  [1,-1], 

[2a+  1,-lf  [1,  -13  «  D, -tT%:  (2«+ß)'  i±=  (r + «)'  =>'  [r  +  a], 
daber  baben  wir    . 


«Iso  <— l/i^  s»  6?(^l)«t;»^+<lcotf?^^,  i/^enft  noofa  ^Sr—Q  statt  0  g^ 


setzt  wird;  oder  aach: 


(r+3K*-.f^)(r4-i)(r)(r-iyr--2)  .  efl  , 

'■.         ',  -■  ^(r+8KH^)|r+>Xr)(r-lKr-2)q^,^.  _..,. 

In  S«  272.  wird  noch  eine,  andere  Formel  fär  9  iiergeleitet  werden,  welche 
nach  den  Cosians  der  Yielfaphm  von  29  fortacfareitei 

Zusatz.    Setzt  man  (f)  ss  am2fi,  also  i=  tang^(P=t  tangf  am2ii 
SS  tntidnti  =s  ^^,  so  hat  man 

und  setzt  man  /stang^aa^2ris5j^^9  so  hat  man  auch 


6«6 


daher  ist  uuu 


Acht  z.)e  Sk\n^h'4^-rr.  AM  sxC'^\n  i^i  i.     i§A  271. 


.'  U 


v-^-u  


'i 


'A 


i* 


■rf    _  .    ■•■: 


0  i" 


4  t" 


:.  H- 


:l>    i>i 


2 

V  —  M 


—  '+ 2^'  5  +  4tv9  +  6T«i3+ 8' •17  +  *—    ""<* 


^     P   .    ^     <»^''.    '^'   i"   .    ^'#"  .'^    #'« 


t)  —  W    ___    jw^    _  J_  _    _lt._    _  J»  _     _  _L  _Z.     _  J_ 


Setzt  man  io  dieseu  Reiben  ^s;:  1,  so  ist  «  =  jK — u,  also  «e=^JC,  und 
ebenso  iBi±s:\Kf,kitiA  m^t^  fiä<lei  di^  obigen  illdihen  (95*  wied^;  seist  mau 
aber  -r-  für  /,  so  vertanscht  man  u  mit  jBl — 1u  und  v  mit  K'—v;  daber 
li  weiii  K-i-ff^i' ubd  Jf^»:^'.t^Jgesetfct{wirtJ,  '-       i 


e' 


7+ 2^^f?s'+4^-&F+'%r^iai» +'!-ji  i 

V  ,.         ....      j    ...      -       vj  i      --      .   .       •.- 


15#« 


Diese  Reibeu  coavergireu,  we&n^  ^  oder  die  Bruche  -^^  und  ^°  ^ 


sncM 


X  snc 


_^7;7  gröfoer 
ai»  Bid^>Mnd;dftiMibt>^ti<II>^£.JlM>t7>^^  Dalu^  (md)  nuii  ii'<4.ii: 
und  v'y>\K'.  Indem  mau  aber  t«^  und  v'  berechnet,  ^udet  man  ai^ch  u  und 
V,  da  die  Quadranten  K  und  JST^  als  bekannt  angesehen  werden, 

Anmerkung,  i  Ist  der  IMM^}  A:  ^  siri*|'^V'*o  wird  ©*=«  =  ©.... 
=  0,  daher  i^t  nun  r  ==:  u,  upd  a^t^Wy     .: 

i#  =  2(tengi(p-i.itang^i(t)+-^^ 

wenn  (p^£=^tfiUu  gesetzt  wird«    ßezeichnen  wir  den  zu  dem  Modul  ^  = 
sinl^r  ^ehärenden  Modularquadranten  mit  1,  so  haben  wir 

F   o        A   ±-I-    •     ^'^  ^      ^.O-O     x^    Z     ,1.0.0.7  , 

—   — ***  ■^*¥'*^sri^^'iy'2ro *'i7^^^'?^i^^  wer.,., 

.,  1  =  l,8ä4()7 46773  Ql.  .      .^.. 

Reihen  zur  Berechnung  vqd  el  fi  und  el  v'^  wenp  op  =  am  m  =  am'  v  eeeeben  ist 
Setzen-  wir  wieder.  V^X^w%\(^  «p'tang^amli  f=  tafagf  ittn't;,  so  ist 


Achtzehnter'  A'^b  $  e  l^n^i\t  t^-   ^^27L 

da  nun   elti  =k  /dn^u.du  ist,  so  findet  sich 

el«  =/ ^-^^^ :^    und 


M7 


Wird  die  Reihe 


s..  V:::d 


4 


V(l+2co82ö.<»^<*a-:.*.~l'*  Tj.«  -^3.'  -t^p'  ^5»'     «*«• 
mit  l-j-2coB2fl.<'+<*  maiUpiicirt,  so  erhält  man  für  /^l,+  2eos2ö^<*4-/*) 
zunächst  die  Reihe  ~  _:.—     •-,! 


r        1' 


+  2C(M<d 


4) 


<^— 2cos26.^ 


•.iM- 


**  +  2cQs2e.^ 


,..1 


l 


4^ 


f«— 2cos2fl.^ 


■  I        .1     -  v^ 
r— 2 


^2V 


<"  etc. 


■■•■  '^  ■•■J_r"'  r-  •- 

Da  aber  (2r— l)cofad,'i  ^  « +(1^-1)? (9,;  also- 

r— 1  r  r— 2 

:»•..     ''COS^tF.^^;-^  -.  2r-irr»  +2];^=ri'(r-2r 
ist,  so  erhält  man  durch  die  Benutzung  dieser  Formel 

!■■  ■   :  ,-.::-':-!/^<i4f-«Hi'M"+'*).;.  ;--^. . 


-126  f 


Jedes  Glied  dieser  Reihe  ist  noch  mit  .  ,  zu  multipliciren  und  zu  in- 
tegrireA^,;Um  dl^  .ß^e..(l^rjel|d^u.  erhalten/  ]|latt  £ntfet,-abec -Ißlcht  die 
Relation 

und.  «etzt  ^man  zur  Abkürzuiig  ^Ugemei»  !   .   {  •'    .   <' 

I    ...  ,   ..    ...  j.,'.-.4.  ^     •■  Vi"!. a <?•'"' ""  •      -  ■■ ""' 

so  verwandelt  sich  die  vorige  Relation  in 


^^•^-^^"^   (2»-ll)t2»+l)  •tf<^"^"^<-'- 


566  A  e  h  i  z  e  h  n  t  e  r   Odii  «c  A  n  i  ^i  t     «§«.  271. 

Man  findet  aber 


also 


^J  =  —i  ?'  +  !+?» +  1.^(14./»)' 


1+«»      1.3(1+«»)^  3.6(1+1»)' 


>  «—4.® L____£ll_4 


2<»        i  '      2f»  2r 


l+<»       1.3(1+«»)  T^3.5(l+f»)       6*7(1+1») 

o.   s.  i-«^.  .  ^..  i  ' 

Werden  diese  Wertbe  snbätitnlrt,  so  erhält  man  för  el«  eine  Reihe  von 
der  Form  .:    , 

•     -   -    '      t     i,      2o.#»       .      2ö.f»     j*      2a.f» 


eltt  =  <a.i<p+«.  q:^  t.  i.3(l+e»)  +  3.^(l+f»)  +  öTtöR^)  +  ^«- 
0     12    3  ;^ 

und  die  Cööflficienten  a,  a,  a,  a  etc.  in  ihr  werden  durch  Reihen  ange- 
geben, die  sich  gleichsam  von  sielbst  siuninlten.    Es  ist  - 

I 

1       '  '    4  S  1  2  y  c 

«=l_[o+l  +  ^  +  ^  +  ^+etc.]  +  [^+^  +  ^+^  +  etc] 
,;■'■'  '■'  «  l-rl  =5  a    f-eiv^er 

«%.l  +  [0+l  +  ^4+^  +  |+etc.]-^[i+^  +  |  +  |  +  etc] 

=  1+1=2, 

«•=*  {l+^+i+34+i+etc.]-[i+|+|+i+etc.J 

1  •      ■ 

Ebenso  findet  man 


2  s  3  4  «4  1'  *     i»v.« .«'       ■    •      »3  e  ■    " 

*      ©  I  ©     *  /©  I  ©\     •      ©  .  ©      »  /©  .  ©\ 


A4tht  z  ehnf  er    Absckniih      §.373.  M^ 

Beachtet  man  nun  aufigerdeni)  dafs  ^,^i  s=  8U)(p  ist,  so  entsteht  die  Reihe. 

Wird  nun  der  Modul  Avaüfed  mit  A'cscosS  ivertaascht,  so  erhält  mm 

und  verbindet  man  diese  Reihe  mit  der  vorigen  durch  Addition  und  Sohr 
traction,  so  entstehet 

2        "'"^'^^fLs    2'*3.5T2^-5:7"rv*7::9"'"F*9:n 

0    V*  ,e    <■*      0    «'«    ,       .  1      , 

~6' •  11.13  ■'"F'iSlö'^gF*  1617  ■T"~®**'*J    """ 


2  ■"''♦'•Vl'*1.3       l'*3.5T3'*6.7    r  3« '7.9  Tft^'Ol 

S  7  7 


©      ««»      ,    Ö      <»*  0 


,0       f*  0       <■*      .  .    \ 

*' •11.13"*' 7' 'ISPiß^?^*  15.17"''       ®"'V' 

S^kt.man  iss  tang^(Pss  l ,  eo  Ist  Mich  slntp»  ]  ^!  and  man  eriuUt  in  die^ 
sem  fär  die  Anwendung  der  Reihen  nngdnstigsten  l?alle 

E-^rMf 1_      ©       i  ©       i-  0  1:       0   1    .      ,      . 

8      ~1.3      2' '3.6.7      4' '7.9.11       6' '11.13.16      8' '  16.17.19  t"  ®**'*' 

E—iS?_0       i       ,4       i      ,    0   9._  .    ©    1 .   0         i        _L^ 

8     ~  1'  *  1.3.6  '♦"3'  '6.7.9  "*" 6' '  9.11.13  '•"  7' '  13.16.17T9>  *  17.19.21  +  ®* 

Auch  die  Modular- integrale  »weiter  Art  gestatten  ähnliehe  Entwieklun- 
gen,  womit  wir  uns  jedoch  der  Kürze  wegen  hier  nicht  aufhalten. 

S.  «7«; 

Entwieklooi^  der  Fonetionen  6,  0,  4,  9,  ....  nach  den  Cosinus  der  Vielfschen  von  6. 

.11  .         ■     .  *■■*.'■         ■  ■■  '  !  ... 

Setzen  wir  wieder 

(i-?:cos2fl;<«+(rn=  i+p^>+^.>+^^^^^ 

7« 


6f0  AP:h  t  zß  l^n  t  e  r    A  b  s  a:  h  n  i  i  f.     §.  272» 

so  können  die  Coefficienten  in  dieaer  Reibe  nach  den  Cosinus  der  Viel- 
fachen  von  9  entwickelt  werden,  and  War  auf  folgende  Art.    Es  ist 

Setzen  wir  nun 

ittdem  wlc^ie  nimerisohen  CoefficieAten  in  dieser  Reihe ^r  Künb  wegen 
darch  (0),  (1),  (2),  (3)^  •...  bezeichnen,  so  ist 

■    ^    \,^.    \  =  S^a^.e'^^.f'    nnd 

dalier  ist 

ni-2co,2(».^«+^«)  =  'S'(«)(ß)-  ^'-"'''^^   cond. (a  +  ß  =  7), 
und  da  diese  Reihe  der  obigen  gleich  sein  mufs,  so  ist  auch 

r 

^  =  (S(a)(ß).^^«-Ä*^)  cond.(a  +  0  =  r). 

Vertauschen  wir  cl  mit  ß,  so  erhalten  wnr  einen  dem  vorigen   äknlicbeD 
Aasdruck,  und  das  arithmettsehe  Mittel  beider  ist 

r 

^  =.<«(«)(ß)<JQ*2(a— ß)«)     cood.(a+ß=:r). 

In  die8eü:AafBdnieke  sind  die  ■ftafeeratea  Glieder  und  «ocb  diejenigeli  -jedes- 
mal gleich  grofs,  welöbe  tod  den  Aufsersten  gleich  weit  »bBteben.  Die  Oo6f- 

ficienten  (a)  dnd  (0)  sind  Bräche  nad  es  ist  (a)a=^'f^^-jf"j"*^;  ebense 

ist  (ß)  =  2  4  6      (2^) — ^  •   Setzen  wir  also  der  Kurze  wegen  das  Prodact 
-  der  ungeraden  TSatden 

.,  .•        .  ti.3.5-...(2a--J))(l-3.5....(2ß~l})  «  [a.ß], 

so  ist  :        .     :.  : 

oder  auch 

2\e  =  («M .  [a.ß] cös2 (a— ß)fl)   cond.  (a  +  ß  =  r), 

und  nuu  sind  die  CoefBciejnten  der  cykliscl|en  Cosinus  d^r  Vielfachen  von 
9  in  dem  Aosdrueke  ganze  ZahleiL    Da  cos^(a— ß)  ^  eos2(ß-^a)  ist, 


Ae  ki  ze  kni^r  ^Ab  $  e  kiiitf.     $.273.  ^f 

80  ^Jkö9fiei|iJ|inn^:.«^ei  6Ii<^  welche  ot.  mid  ß.vers^hiedea  find,  als 

gleiche  zu  eioeiii  Gliede  vereinigt  werdeu.    Für  r  =  5  hat  man  z.  B. 

2\e  =  1.3.5.7*^.co»109  +  5.1-3i5.7coÄ6d  +  10,t.3.1.3.5cos2fl 
oder  ;    : 

©  =  ^(63coslOfl-f-35cos6ö  +  30cos2fl)/  ^  ^ 

Hieraus  erhellet  nun  zunächst^  dafs  «ich  die  Functionen  elti^  eVv,  wie 
auch  die  Argumente  u  und  v  selbst,  in  Reihen  entwickeln  fassen, 'welche 
nach  den  Cosinus  des  vervielfachten  Arcus  9  fortschreiteh. 

Nach  der  vorhin  entwickelten :  allgemeinen  S]ormel  findet  man  die 
folgenden  Werthe:  | 

0  =  COS29, 

>     2.Ö  =  3cös4Ö  +  l, 

2\0  =  3(5cps6e  +  3cos2ö),  / 

2^©  =  3(35öOs8«  +  20oos49  +  9),  . 

2\e  =  3.5(63cosl09  +  35cos69  +  30cos2e), 

2^.ö  i=  3.5(693cosl2e  +  378cos8ö  +  315cos46  +  150), 

2^©  ^  3.5.7(t287cosl4fl  +  693coalOfl-|-567cos6fl-t.D25cos29) 
u.  s.  w. 

i  1  s 

1^        o        iä 

Aufeerkttug.  Die  Functionen  jrj  2^5  ^tj**--  sind  noc4i  in 
anderen  Beziehungen  von  Wichtigkeit.  Man  vergleiche  die  Abhandlung: 
„lieber  eine  besondere  Gattung  algebraischer  Functionen,  die  aus  der  Ent- 
wicklung der  Function  (1 — 2afz-^z^y^  entstehen''  von  Jacobi'im  2ten 
Bande  des  Journals  der  Madieuiatik  von  Crelle. 

$.  «73. 

Zweite  Umwandlung  der  Reihen  ^  welche  sor  Bereehoung  von  u  und  v  aus 
fp  s=  tmu  s  mnfv  dieiiea. 

Man  kann  die  Argumente  u  und  v  nach  Cosinus  der  Tielfaeheu 
Arcus  von  9=5arcsin(A)  entwickeln;  aber  auch  nach  Potenzen  von  cos 2 9. 
Diese'^  Entwicklung  hat  den  Vorsug  vor  jeuer,  und  daher  beschränken 
wir nus  kidigMi  hieraofi  JULktk  kann  awei  Wege  eiWoblagoa,:incleii  miab 
entweder  von  den  im  $.  270.  gefundenen  Reihen  ausgebt,  oder  Mek.vvu 

der  ursprünglichen  Uifferentialfornpe^ 

2dt 


=/. 


•  78» 


«7t  4  «  A  fff<A4>|«rJ£«eAM&«f.     §.273. 

Eaiat    l+2cos?fl./»+<»=:2l»(^^^±^  +  coi29),  AbD  fet  ancli 


•"  ^'J--n 


2 


^•/(-fcH+^4 


Setzen  wir  nan 

80   ist,   da   Qb^rbüMpt   £^7?  iog:^ang(^T  +  i$)v  auch  .S(i»'  — <P)  s 

Nimmt  man  die  byperboliscbeu  Functionen,  so  bat  .man 

!ffodv£/  = 1 =  — i— . 
^"^^       co8(i«-9))  8in9>  » 

@in\//  =s  tangC^»* — <P)  =■  cot^, 
San^^^  s  co8(p. 
Da   @in2^//  =  2@inrf'!£oöv^  and   So^2%// =  2|So^'<//— 1  ist,   so  erhal- 
ten wir 

Wollen   wir  v//  durch  /  aasdrucken,  so  haben  wir  aufser  d^  Gleichong 
\p=s  log Y  QO<^h. die  Gleichungen 


{(itiV^^-,      m^  =  *-=^,      Jan9^^  :==  *-*'*' 


4. 


€.«vp  =  i+1'  =  tLfcCl,    ®„2*  »  ^'  =  £3=11   „^ 


Differentiiren  wir  die  Formel   \// =  !?(^t — (P),  so  erhalten  wir  3v// = 
M^-^  oder    - 

6.     av^  =  — -£^«— £!. 

Werden  diese  Werthe  benutzt,  so  verWatfdelt  sieh  das  vorgeltg^'  DiSb- 
reatial  in 

6.       "='/-^^V(6o,2v>  +  co82(j)' 


Da  nun  J^^ 


AtJUxtknfitt^    Ji.»ekHitt,     $.273.  678 

ist,  w)  haben  wir 

1.3.S.7.9      •  soa    /*    a  I    ,/      2 
Setzen  wir  nnn  die  Integrale 

SO  yerwandeU  sieb  die  obige  Aeibä  in. 

-i^c«.a8-^^«o^2e-j;ej;,.(,l^eM'2» 

ond  hierin  sind  die  Fnnetionen  U,  (j,  U,  tf  etc.  unabhängig  von  dem  Modnl 
Arssind.  Vertauschen  wir  9  mit  ^t — d|  so  verwandelt  sich,  da(P  =  amfi 
sam^r  sein  soll,  das  Argument  u  in  v,  bnd  cos 2 9  in  — cos 20:  daher  ist 


7. 


+  5-ri^r^fö'^co*'29  + anii 


2.4.6.8.10.12 


aod  es  bleibeu  nua  nur  noch,  die  Fonctioi^ea  ü,^iJ,  ü,  ü  etc.  der  Aapii- 
(ude^  ftiu  ermittela  öbrig.  BildiM  diese  eiiie  conVei^gifeode^Beibe^  M>  kakta 
die  vorstehenden  ]E(eifaen  tin'e*  ^m  so  gröfsere  Convergenz. 

Anmerkung.     Setzen  wir  9  =  0,  so  wird  ti=;f:<P  pnd  r=si^^: 
daher  haben  wir  noch  die  besonderen  Reihen  ; 


8. 


) 2  <+  2.4  ^+-2.4.6.8     -^2.4.6. 8. 10.12^  +  ---' 

\  gy-y   -_    lA,       9^      Al   ^    3^>        //  .  3». 7«. 11«  y%    , 
2        ~  *  ^  "*"  2.4.6  ^  "*"  2.4.6.8.10  ^  "*"  2.4JB.8.10.12.14  ^  "T  —• 

^  -..  .        ■  ^         A    ■>-••■      • 

•8.  »W;  •-•  ^    " 

Nehmen  wir  nan  die  ^inzelaeii,  nur  von  der  Amplitude  (P  =  amtr 

=  am^9  abhängenden  Integrale  in  Betracht,  so  finden  wir 

d.  h.  es  ist  (p  auch  die  Amplitude  des  Argumentes  Ü  mii  Beziehung  muf 
den  3lodul  kss^^ix^ßini^^.        :    u  i 

Pie  Werthe  Aeses  Integrals  U  kann  man  für  jede  Amplitude  (P 
aus  den  von  fjegefudre  berecfaiiete»^ Tafeln  ^ntoelimen ,,.  «räd  ei  darf  stin 
Wertb  ^sofern  als  bekannt  imgesehen  wenden»  Indessen  wird  es  aiefa 
bald  zeigen,  dafs  man  auch  okue  Vermehrung,  d^r  Arbeit  den  Werth  des 
Integrals  U  durch  dieselbe  Rechnung  findet,  wodurch  man  die  Werthe  von 
u  und  V  ermittelt.  Setzt  man  in  den  ReiUin'(9:>'&tttt|:T,  iö  wird  in  der 
Tbat  11  s  IT  =  17;  was  mit  dem  so  ett^v  gefundenen  Resultate  übereittitimmt. 

Da  dü=>  ^  ■  ,,      ist,   so  erhält  man 

Dieses  Inlegral  hängt  von  einem  Modular- Integrale  der  ersten  Art  ab, 
'welches  den  Modul  sin|T=2/'i  hat    Setzen  wik* 

wähleo  für  den  Modolar-  und  filr  den  eUiptisclion  'Quadranten,  welober  za 
dem  Modul  sin^T  gehört,  die  Zeichen  I  und  G:  setzen  wir  oänilicli,  wie 
in  %.  «7a,    ' 

^  *=/*"  y-(l~^,i,«y)        =  1,85407 46774 ai, .    .  ^ 

ö  =y^*" Ä.<Py^(lo^i^'4>^  *?  1,35^0^^810 48    (nach  Lep^t), 


Aek^t  z.e  hn  t  e  r.  AÜ  s  cA  n  i  i  t.      §.  275.  57S 

und  setMS  i^io  ailsMcni,  mitlBesiebliiif  adf  idea  MoM  «m^r,  di»  Am-^ 
plitode  ^  =  aQiI7,  so  redocirt  sich  das  f  ote^al  (2.)  auf 

ü  =  fcnc'Ü.d  U     für     *  =  sini^r; 
daher  ist  nach  $.  64^ 

l/c= j5 r —  = jrj ; für  A:  =  siiij^^,  oder 

Druckt  man  den  {leriodischen  Tbeil  des  Integrals  U  darch  ^und  \^  ans, 
so  hat  man  die  Aosdräcke 

Setzen  wir,  mit  Bevelwng  a.n(  dif  Aasdrücke  der  übrigen  Integrale,  noch 
amcüss(p'y  so  dafe  ^ 

ist,  so  haben  wir  die  Formel 


/    A. 


Aofserdem  ist  noch  ^  ~ 

Anmerkong.    Werden|(7M9id  17 miQJb  t^otenzen  von  /stangj^(P 
entwickelt,  so  erhalten  wir 

TT—o(f       ^    i^^,Ü3    i^      i.^;5   y^    ,!1.3.5.7   V'        ,        \ 
U  _  ^  V^~2^-y"r«:4^T~2.4.6- 13  "n2. 4.6.8-17  ~  "•'•••7' 
/r  _  M(t^       3     t'   ,   3.5    I"       3;»;7    P^,  [3.5.7.9    P^         ,         \ 
^  ~  *VT~  2  •  7^  ^"p[-n~2.4,6-l5"T^2.4,6.8"  19  "■**'•••/• 

Da  nicht  nor  U,  sondern  andi  T  aus  den  yon, Legendre  für  den  Modul 
sini^^  berechneten  Tafeln  ftir  jeden  Werth  von  (p  entnommen  werden 
können,   so  ist  die  Anwendung  dieser  Reihen  unnöthig. 

«.   «76.   '  • 

1 

Nachdem  nun  die  Anfangsgröfsen  17  und  ,17  in  den  Reihen  (7«  %.  273.) 

ermittelt  worden  Mnd>  lassen  sich  leicht  die  nachfblg^denClröfsen  Uy  U,  17  etc., 
welobt  aii  GofifimDteii» 'lii  4eD»g6lia^  i^M%iMnHieB,  efcenfaihi 


576  Aehtzeknter    A  b  t  e  k  h  ii  1,     §»  275i 

ermittebi.    Man  öbeneiigt  flidi  leicht  von  dw  Richtigkeit -der  fiMatioo 

Setzt  mau  hierin  nsS^  so  erhält  man 

Setzt  man  n  =  5,  so  hat  man  l7  =  l7-^-  |^@m2^^>yg  ^5  2ti;'   ^^  fortfahrend 


erhält  man 


r=^-|@in2^.|/®5^ 


n.  s.  w. 
Da  überhaupt 

■  f    si    J       «  1.5,  9....(4«-r-8)    Ji       j 
.        ^~^^-y60»««+^2V>7  3.7.11....c4a-l)  -^    "°^ 

■  /*    a  1    -/       2         _1 3.7.11.... (4«— 1)  *y^' 
^— o^^.yg^^jj^  —  Ö.9.l3....(4a+1)*  '^ 

zu  setzen  ist,  so  verwandelt  sich  die  obi|^  ^dlgemeine  Belation  in  die 
beiden  folgenden : 

'rT-   fr      3.7.11.... (4a-l)   g>.    »"T"-)  '""2^'   "• 
^-   '^     :-5.9.13w...(4«i+l)-®^»2^-y«»«iH^2v' 

^  =   ^- 3.7,1t  ....(4«~ir®>"^^-y608^-H^2v>- 
Setzen  wir  nun  zu  noch  mehrerer  Abkürzung 

^J  =  ®in2>^.y^, 


1. 


J  =  @i„2^.4^, 


U«  S«   W«) 

so  ist  überhaupt 

2a+l  ^  /  2  2«  /  5 

./    ==  @i„2^^.|/gJ^,,^^     nnd     ^  =  @i„2.^Y6i«^' 
und  also 

»Ä»  _  ff      3.7.11....(4tt-l)    «•+*         '•+»  _  »•='       1.5.9....(4«-3)     »« 
.^^  .^   *^~ö.9.13.."..(4a+l)-''  »  ^-    *^—3.7.U....(4«^ty^- 

pieeeu  Formet  geiMÜs  eiNtQn  wir  ftiWi^ie  feigenden  einftehea  AnMUoke: 


Ai^  h  t  «  Vf 'A>ii>'#^V'rv  A'k  s^h^a^iH  i.    ^§J  27i. 


Sfff 


■vi    ")!•■  •«Xü'yL«  >U^  tiü/    ■jpt.ii;  >-•;   11'.»;;'.) «.- 'Ii    i'sii.i       li(uni;i  »«'io*«'»   il:)iiinf.iiii 


2. 

i'.h...    ■'.'/ 

I 


und 


6  1  3       3  7     & 

u.  s.   w.  .  . 


5    •  r.."/4   ißf'ii 


-^    \ 


1--  * 


J77 


rt*Ä;'4yt.=   "■'     i 


VMV  ii'>!tiHil  üVui'ni  i!.'.»l'    li  Mii,   iir'/     .  ii*f*   ii-jiMihii:i.-/  iiliilr/r  ivt'.tnUviri)  -ifili 

PiQ  firftrseM  4i< ; J ,»i^4i  Jv  '^ >  ^^c>y <  ■■  Mieloheitia  iiMDiiiAa8dmtibdR>  (2L)i ;aodii<8^ 
vorkommen,  lassen  sich  leicht  unmittelbar-.<M8  •.dAn-AwfliÜiieotiPMpdi^! 

berechnen.   Da  nämlich  @in  2.^  ==)^f  «od  Vs;;^  =*  >^(i-iL«y)  '«'' 

sct tüf'^sa ''i;   ■iij3,^'ff'ii|i>^i  ''>-0(ter  äftoft  ■■■'  «•i"»"ir-.-^  !:•:.. 1/:  ,-.!>  «ii!Jii.i->'.  .j: 

^-     •'^=-(^>'^V  '-^  =f^)W^*',>''/'^'t^^)-co^(P' 

u.  s.  w.  allgemein''''""  '"     ■■'■  '      "  •  ^  '    •'••       '     ''' 

\   Bintp   /  ^ 

Die  Gröfsen  J,  ^f,  J,  J  etc.  versah windeo,  für  (p  =  Ö  uo'a  fär  (pis^^, 
und  bilden  im  Vebrigea.  ipiiie  cdnvergfveode  geometrische  Praptsmoüt: 
Anmerkuag«    Da  i 

so  kann  dieses  Integral  in  eüne  taftck  Potenzen"  von  sintp  forlscbreit^ndo 

Reibe  vö»  dtn^^Ji^i^^^  j 

^^;y^(sin"(P+.AtllftÄ^  :i'Hi;.!  .  < 

entwickelt  w^rd^n,  in^fMcÜAr  kein  iOo0iBcMD^iiiieDdlidb^ito,^wenu  mau  n 

7S 


US  AchizeJknter    AfiseAnitt.      §.  27$. 

unendlich  groCs  nimmt  Eben  deswegen  ist.  aber  NuU  die  Grensee  des  In- 
tegrals, wenn  n  unendlich  grofis  genommen  wird«  Hieraus  fo%t  leicbty  daCi 
sich  die  Gröfeen 

U,  ü,  Ü,  ü,  ü  ete. 
im  Fortgange  immer  mehr  der  Grenze  Null  nfthem«    Setseq  wir  aber  io 

den  Formeln  für  U  und  Ü  die  Zeigezahl  asoo,  also  17  s  0  und  17  sO, 
so  erhalten  wir  die  Reihen 

SIT  —  7-L3   >J-l3.7  J  ,   3.7,11   ;  ,  3.7>11.15    »  , 
«/  -  *-^+3:7-'+o:n-'+3.7.ii.i5-'+----' 

welche  aber  nur  so  lange  gelten,  als  (p^^r  ist  Ist  (P  aiffollend  kleiner 
als  j^TT,  so  convergiren  diese  lleihen  sehr  rasch,  und  m»n  wird  dann  17 

und  U  mittelst  derselben  sichneller  berechnen,  als  man  ihr#  WerAe  aus 
den  erwähnten  Tafeln  entnehmen  kann,  weil  die  in  den  beiden  Reihmi  vor- 
kommendeA  GiMbr  sfiäkmtüeh  ohnehin  bei  Anwendung  der  Voriwki  (8.) 
lOid  <8.)  bersobDQt  Werdita  nrtssen« 

,.../'.     .         >  '    ..      '  '-''  f.  97S.     " 
Berechnung  der  Modular- Quadranten  K  ui^d  J?  fia^b  HetheA»  wcä^che  einen  Potfnpw-* 
Fortsehritt  mit  dem  Grondfaetor  cösi'O  ^b^n. 

Sitzen  wir   ih  den  beiden  lUafaen  (7.  S«  87^)  Übt  iC^+n)  und 
^(r — tf)  die  Amplitude  (P  <==  j^^^^  so  wird  uazK  watA  v^K^.    Da  nun 

für  (P 5=  ^T,  J=^  =  ü/  =  i/  =  ...*  =  0  wird ,  so  wird  auch 

2468  3579  1 

IJ^Ü^Ü^Ü^..,,^V    und    DxmD^Ü=^ü=....=D, 

Setzen  wir  nun  noch 

.   "*"  2. 4.«.8.10.12.14.16°***^ '''  +  •— ' 


1. 


I>  =  ico.28  +  2X6r'^!  +  äOT[p«^ 


k 


,  3». 7». 11«        .      ,_«. 

+  2.4.6.8.10.lS'.'i'4'^'g»^- 


80  haben  wSr  JEunäcbst  die  heidbii  AoidriolDel 


Achtzehnter    Abäthnitf^     $•  277.  679 

in  welchen  aber  auch  noch  ü  und  U^  so  zu  besUnmiM  sind ,  dafs  ^  ss  ^^ 
ist.    Wenden  wir  die  Bezeichnung  S*  S74.  an^  so  h^en  wir  jeta^ 

17=  /=  1,85407  46773  Ol,  und  T«  2V^:ü—ain(t)  sintp'  reduciri «ich  auf 

17  =  2e^—i  =  0,84721 30847  95;  daher  U 

!^^  =  (1,854074677301....).«; 
-^  =  (0,84721 30847  95....),Ä 

Man  kann  auch  did  zweite  Coaatante  auf  die  erste  1  zuniokfthreo.  Da 
nämlich  i»  AUgetteinen 

ist,  so  wird,  wenn  der  Arcus  9  des  Moduls  s=  j^T  gesetzt  wird,  K^s^Kf^l 
und  E  SS  E'tszG}  daher  verwandelt  sich  die  Gleichung  ami  in  lO.l^P 
ss^T»    i4S  ist  also  20 — Zs^T.y;  mithin  haben  wir 

3.      — g —  =  S.l    und    — 5 —  =  iT.-j-. 

8.  «77. 

Cmordnung  der  vori|;;m-Reihen  siir  Berechnang  von  u  und  t^  aus  9  =  ^mti  «s  aa^t;. 

Hat  man  die  beiden  Modularquadranten  K  und  K^  nach  den  Fermelti 
f.  876.  berechnet,  so  lassen  sich  sehr  leicht  auch  die  Argumente  u  und  v 
berechnen,  welche  zu  einer  beliebigen  andern  Amplitude  ^  =  am«  =3  vmfv 
gehören«  ^       = 

Subtrahiren  wir  von  der  Summe  jS  nach  einander  die  ersten  Glieder 
derselben  Reihe  8^  und  berechneu  wir  also 
S,  =  S^l, 
«,-«—1—^008^26, 

«^-«-l~Ä^^2ö-5il^cos^2ö^     ' 

«•  =  S-l-^e«P2ll-s^o..'2(l-j;:^;g„««f2», 

U.   s.   w.; 
subtrahiren  wir  ebenso  von  der  Summe  D  nach  einander  die  ersten  Glieder 

derselben  Reihe  1>,  und  berechnen  wir  also 

780 


A^  .4>c  h  t  9  •  h  »  *  «  r  sAb  t  c  h  »  i  t  t.  .  $. 277. 

COS*  2  9 


2X6'^''°-?.4.6.8.10«"''\        _,, 

' 3«.7».ll» 


2.4.6.8.^0.12.14 


C08'29 


a.  s.  w.  ' 


und  snbdtiitaiMiifwhr  tm^^enl^ihen  {7i§j»79.)  für  ^^<^r.if,  .dif^^tii. 
die  in  $.275.  gefundenen  Ausdrucke  (8.)  und  (3.)  idie0ar.ifihrA£9an,  *'>i^  *• 
halten  wir  mit  Anwendung  der  Y9Qbin-44g0gebeo9Q  Bezeichnung  sofort  die 

^i^?\:„  A   /mir.'   !y   -y;:  -■  ■  ..-■-  'i:ü)..i.\      .■^.  -   ■  ■/.  !■.»!).:.  .'y  .j:  //  >  -    •• 
i  ,        .  ~  6.9.13. 17 •^•'' 

welchen  gemäfs  man  aus  cp  =  am«  =:  aih'v  die  Argumente  u  und  v  gleich- 
zeftlg  berebfineh  kann.''  Bei  Ao^endting^  dieser  Reiben   wird   Man   die 

aus  den  Tafeln  Ton  Legendre  entnehmen,  woraus  dann  sofort  V  dsch  4e^ 

l7=  2<F— ü-^sitt^psinCP':  1..^    ,. 


12        3 


$.274.  folgt.     Die  Gröfsen  J^  J,  J  etc.  sind  gemafs  ($.  375.)  ' 

^  =  ^^»       ^  =  ^-cos^iP',      J  =  z/.cös*(P',      J  =  J.cö^<P%  etc. 

und  die  Amplituden  ^  und  <P^  hangen  der  Formel  tang^;tang(P''=: /2 
gemäfs  von  einander  ab.  Die  vorstehenden  Reihen  sind  wej^en  des  hohen 
Grädei^  der  Cenvergenz  heachtungswerlh. 

Anmerkung.    Setzt  man 


A.c  k  i  ze  hn  t  e  r    A^  ^e  k  n  It^U     §i  27a  S64 

(l+jr)(l+Ajr)»       ^  (I+x)(l^fj:)'  -x  2(l+i)  ♦ 

Ä'^  =  cos'ö  =     9(±A^x\   >  SO 'irt,"wie^i^€y«irfr^  gefunden  und  Jacobi  im 

,  1     <■      «.    .  .!i;iii;it)jl  üilH;li:it-  ■li'inii?'.   /.ibi.i  ♦.'• 

8ten  Bande  des  Journals  der  Matiiemtik^OD«/>^iZ0  pag.  415  berichtet  hat, 

Daher  lassen  sich  diese  beiden  Integrale^benfaliiu  unmittelbar  nach  den 
vorhin  entwickelten  Reihen  berechnen..  Lisofernjlie^  vorstehenden  Relatio- 
nen nur  specielle  Formen  yon  allgemeineren^  sind,  ^^welche  von  Jacobi  an 
der  vorhingenannten  Stelje  j[>^.  416  te  gemacht  wurden,  liegen  sie 

schon  jenseits  der  Grenzen  dieäes  Wefrks. 

•li.    5    ;ii;,i-rj     >'.    .I'iiiiii»''iii>^    ••^^**'^ig,/«1BWy*^  "*•>'*     '^     ^i  5    ^''    .:-   m')    u»  ro  ♦/ 
Reihen  zur  Berechnung  von  elu  und  el^t;  aus  9  =  amti^^'1tfJ^'t)-j>  w^6Mhe  mUdv'  ^ 
.UV    '  •  •  P^tengen .  von  cpstt ^  entwickelt  pinfeL 

Nach  $.  «71.  ist  elfi  =^^»1 •    v  TflLfi)« — •    Setze«  wir 

nun  wieder  t^^er^^  so  erbauen  wir,  wenn, wir  den  vorisen  Au^ruck 
zuerst  also  darstellen: 

auf  der  Stelle  die  Formel  "  ,        . 

Durch  Entwicklung. erhalt  man  eija  ^^  '<^ps20vl^^ftbbgngll^  Anfangsglied, 
welches  = /3f)/^(l— ^siu^cp)  =  V  isfV'Die  Reibe  wirp  also,  wenn  wir 

Oberhaupt  y;_^g^^^^^/^;^4,^^=  T.   setzen,,  _^  :- 


18g  At kt 9ek»t*t  A  b äckunu    |. an. 

SetetRi  wir  noo  noch  4m  Integral  >  %  • 

80  findet  sich  die  einfache  Relation 

Die  Integrale  to,  ti,.(iy  (,,  t^  ete»  «ind  in  ^  f 74.  and  «.  S76.  gefanden 
worden,  and  hieraas  laaiBen  aich  äie  Integrale  2*i,  T,,  T, ,  2\  etc.  be- 
rechnen.   Man  hat 

r,  =  /.— r+r. 

Werden  diese  Werthe  in  der  YOifgen  Reihe  rabstitirirt,  so  erhält  V  ab 
Coöfficienten  die  Reihe 

«•  /'(l— coa2$). 
U  erhält  den  Co^fficienten  1— /*(!— co820); 
Vi  den  Co^cienten  1— ico82d— /(l— 00820); 

<j  den  Coefficienten  l-^ico«2fl— jr|008»2d— v^(t— co82ö);  u.8.w.; 

daher  ist  mit  Anwendung  der  Bezeichnang  des  9i  278. 

«.    eltt=F./(l— cos  9)4- r£l^>r(l— 00820)] 
—  Cr[l— ico820— •'(l— COS20)] 
-t-i^[!—^CO820—5^ott8'20  —  /*(l— 00820)] 

~-i^[l-iCOs20  — ^008*20- ji5^CO8»20~/-(l-CO820)] 

+  ^r[l-ico829-,J^cos«20-J^iJo8*20 

-     -2^^20-,r(t-.cos20)] 

+  etc. 

Diese  Reibe  bat  einen  hoben  Grad  der  Convergens,  and  die  Rechnuag  naeh 

ihr  iflit  sehr  beqpaem,  zamal  dann,  wenn  man  daa  Arjftament  u  bereits  nach 

den  Formeln  (7.  $.  273.)  und  qach  den  Formeln  f.  874.  und  S*  275.  berechnet 


4  e  k  *  »  •  h  n  t  0  r  '  Ä  b  $  9  k  n 4  i  t.     i.27B.  Ü6$ 

1         3         S        4 

bat,  weil  dann  schon  die  sänimtlicben  CoöfficfieqteR  V,  Vf  ü,  ü,  ü,  17  ete. 
bekannt  geworden  rind. 

Die  in  dieser  Beifae  vorkonunenden  eingesehlossenen  Factoren  ver- 
treten nun  die  nach  Potensen  von  cos 20  fortschreitenden  Reihen,  darch 
deren  Sammation  sie  entstanden  sind. 

12       3 

Die  BeohnoBg  labt  sieb  aber  anoht  Wenn  die  GröCwa  U,  U,  U,  ü  etc. 
schon  bei  der  Berechnung  von  u  nnd  v  ans  (p  ss  amti  ss  tm'v  bekannt 
sind,  aach  nach  der  Beibe  (1.)  ansfiabren.    Man  bat  dann 

— t;  =  y^tr+i^—i^, 

— /; «  r— i7+^— i^+f z^— If^z^ 

Werden  diese  Wertbe  bennüEt,  so  hat  man 


3.  . 


1.3.6.7.9    .7;,oO*»29  — ...., 


2.4.6.8.10.12 


+  2.4.'*.*8:'l0.i2.l4  ^6.<»s»2ö  +  .... 
Beaehtet  nuu^;  dafs  ytt+t^2(>)±V"(l~co.2^^cos^±gng^^^^^_g^ 
jst^  sp  folgeft  «iiiiir  der  Befte  (fi)  noch  «^  anders,  wbrin  sich  je  zwei 


4. 


~V3.7  5.9      /\        2.4  1,,.;^   „,,j,{Jft^ft.p  .,i„  „oi!«»i. -i-V:  :' >i-»/ 

4- .  •  •  •    und 
elo-el^  =.  (tr_r)sin(is--e)  +  (l5^-ir)(lC082e-^ip(if ^6))         ,,'  .. 

weicht 'Reiben  ^^hiiefiii  hoheü  Orad  dej-  Convergenz  haben. 

N  e  u  n  z  e  b  n  .t  e  r     A  b  s  c  h  n  j  t  t.  ,  i .  |^    :.^ 

i  V    '<;>.    \  ,       —   ;       ■•.I«   ,  \       ,   —  ] 

•.r..r.tg.   279.  J 

Umformung  der  Gleichung  Jr  =s  sikü  in  eine  ähnliche  mit  einem  andern  Argum^te 
iHi4  einem'  anderü  Modul  duro)i  eine'  Sui^stitutio&jdes 'diitten  Gräfes.      1 

,,..  --^  V.  Se^.  njan  >^  —  |^^^  a?  =  su  ti  mit  dem  Modal  k  ond  ferner 

y  =  8nr  mit  4^^1^q44^,  wJ;?;^  beMöniläabj4^fÄ(l>fÄ')^  und  ^  =,^S- 

vorkommt)  ist  vom  zweiten  Grade,  andüft^tidleBettr>e^iilli»liiM^M'd^'>'^id^ 
zen  Substitution,  eigentlich  dem  zu  snbstituirenden  Brache,  der  zweite  Grad 
zugeschrieben. 


Neunzehnter    ^bechnii  <•..    §•  279.  685 

Eine  Sobstittikm  dritten  Grade«  bietet. der  Bruch 

dar,  und  es  fragt  sieb  nun,  ob  durcb  eine  solche  Substitution  die  Gleichung 

_   f  dy 

in  eine  ähnliche 

u  -  /L___^___ 

^  ^jjv^(i— x»)y-(t— *»x*)   ''"'■ 

umgeformt  werden  könne,  vorausgesetzt,  dafs  das  Verhältnifs  der  Argu- 
mente ff  und  V  constant  sein  soll  und  also  in  der  Gleichung 

der  Multiplicator  (i  nur  tön  dem  Modul  k  oder  K  abhängt  '  Da  der  Glei- 
chung V  =  (i.u  gemäls  ful  ti  =  0  auch  v=^0  sein,  ferner  v'  in  — v  über- 
geben mufs,  wenn  - — u  statt  u  gesetzt  wird,  so  mufs  für  ar  s=:  0  auch  y  =  0 
werden  und  y  in  — /  übergeben,  wenn  j?  in  — x  verwandelt  wird.  Diese 
Bedingungen  werden  befriedigt,  wenn  man  setzt 

^  =  0,      C  =  0,      Ä'  a=  0,      D[  =  0. 
Der  zu  substituirende  Bruch  hat  also  die  Form 

y  =     .  ,      ^        oder     snt?  =  — .  ,  ^  ^ , 

wenn  man  die  Modularfunctionen  des  Argumentes  u  auf  den  Modul  Ar,  und 
die  des  Argumentes  v  auf  den  unbekannten  Modul  K  bezieht 

Wir  bezeichnen  die  den  Moduln  K  und  Ä.^s=/^(1 — K^)  zugehörigen 
Modularquadranten  durch  L  und  L\  so  wie  wir  die  zu  den  Moduln  k  und  k' 
gehörigen  Modularquadranten  durch  K  und  K^  bezeichnen.  Soll,  wie  bei  der 
Substitution  zweiten  Grades ,  t;  =  £r  werden  für  ti  ==  ÜC,  so  muCs  y  =  1 
werden  für  x  =  1 :  daher  haben  wir  die  Bedingung 

^^4—  =  1     oder    a  +  b — c — 1  =  0. 
Setzen  wir  bei  der  Substitution  zweiten  Grades  u-^-iK'  statt  ti,    also 
r—  statt  X,   so  bleibt  y  ungeändert;   eine  andere  Bewandtnifs  hat  es  mit 

dem  vorstehenden  Werthe  von  y.  Setzen  wir  da  u-^iK^  statt  u,  also  t^- 
statt  X,  so  verwandelt  sich  derselbe  in 

ckx  +  k^x^^ 
woraus  wir  schliefsen,  dafs  sich  v  in  v+iL'  verwandelt  ^also  y  in  y^j^ 

74  ^ 


566  l^-e  u  H  z  e  h  Ht  e  r^  sA  h»  e  hn  i  t  t,     §.  279. 

wenu  «4-*^^  statt i ti  gMetit  wird.    Setzen  wir  aber 

.80  ist    .T   .:•■    •-.■•  i,"-.  ,:■■•-■. 

und  damit  dieser  Brach  mk  dem  anfäoglicheii  abereiDstimme,  mofo 

ck  acs  ah.Kf      Ä^  =  h'^^Ky      ak^  =i  ftc 
sein.    Diese  Gleiohongen  geUeq  nur  soviel  als  zwei)  weil  aus  zweien  von 
ihnen  die  dritte  folgt.    Die  ermittelten  Bedingungsgleichungen  reichen  also 
zur  Bestimmung  der  Groben  Uy  bp  c  und  K  noch  nicht  hin. 
Aus  den  vorigen  Formeln  leiten  wir  aber  noch  her 
^  .  (l+x)(l-(i-a)x+6x«)  . 

■  ^  _    (t-jr)(l+(l-a)j+tx«) 

1-t-^y  —  b+ah*x*  ' 

1      >,.  —  (l-*^)(**J^'-f-(l-a)tx+t) 

'— ^y *+a*»x« ^' 

ujid  diese  Ausdrücke  mösseu  der  Gleichuug 

V((l+^) {i-y) (1+ Ar) (1-*/))  •"  '*-r((l+x)(l-x)(l+»*)Cl-*x)) 
Genüge  leisten,  also  aacb  der  Gleichung 

a*  ""  '*•  r  (i+x)(i— x)(i+»x)(t-*x)  • 

Da  nun  ^  ein  rationaler  Bruch  ist,  so  moCs  auch  der  Ausdruck 
auf  der  rechten  Seite  rational  sein,  und  diese  Bedingung  wird  erfüllt,  wenn 
1 — (1 — a)x-\-ba^  ein  vollkommenes  Quadrat  ist.    Setzen  wir  aber 

a — 1  SS3  2a      und      b  sas  a*, 
so  ist 

(a  =  l  +  2a, 

«  »  a% 

e  s=s  a'  +  2a, 


1. 


I«  __  «»(«+2) 
'^  —      l+2a    ' 
T,«  -,  («+2)'.«    . 
'^  (l+2o)«  » 


*     ~         2o4-l        ' 

X"  «  (i'^a)'.(i-f«») 
'^  (2«+l)« 


K'^je  «  »  «  t  A  «  «  «  r  0  A  »  «  •  *  »4  «  «.     §.  STB.  687 

Ferner  haben  wir  nun 


..j;   i;t 


3. 


.        1      '  ,  «•-J-(2o+l)«»Bn*«   ' 

il      ^ ^  (l-tBnw)(a~tjn«)«., 

*+(«  +2o)»n««  '  .  . 

'•       ""'^  ~"  a*  +  (a«+l)ik»«D««   ™  "SS+j--     il+(«»+2a)M»«      • 

Die  Fomeln  für  nt»  und  dav  lassen  JMcbaiMMi'blao'dBnkiBlIeB«' 

/  (1—  g»)  cn  w  4-  «*  c*  «* 

,  J^"*'  r    («+l)«-(««+2.)«ii««  '    ;. 

Endlich  bat  man  noch 

fi      #««  —  int    t+2<«-h«'«*«  ^  (H-2<»)to««+(l+«)'tD«« 

Differeotiirt  mao  die  Formel  (2.)^  so  erhält  man 

cnr.dnr.ar  =  -^ (4(a«+2a)«,«T)^  .cniiilnii,aii, 

and  da  anch 

,              2a4-l— 2(a*4-a«-|-a)8n>t<4-tt*(a+2)8n«fi     mu.inu 
CntJ.dnr  = (l+(a»+2a)8n*fi>» •  "^H^r 

18t,  SO  erbalten  wir  dr  =  (2a+l).dfi^  mitbin 

9.      ü  =  (2a  +  l).ti, 

Der  constante  MuUiplicator  (i  ist  biernacb  =  2a4-l*    Aus  den  Formeln 

(8.)  und  (5.)  leiten  wir  ber: 

,  2(a+l)8n4i.(14-a8n*t<)  ^ 

,  2cnt<.(l+a8n^fi) 

cnr  +  cnti  =  j^p^i:g;j^5 

daber  baben  wir  endlieh 

74* 


ft88  Neunzekmttr    A  b  s  €  k  n  ii  t.      §.280. 

mithio  ii:': 

10.      BMV ^=9  -^ünif +  2arctaQg((a+i)tnif). 
Hieraus  folgt  nun,  dafi9,  wctaü  a  jpMitiv  ist  r^ti  und  auch  am  v^  am  ff  seL 

Da  y  =    Vjl  ^  iind^  den  Ajusdrjtcken  filr  A^  und  K^  gemäCs^  die  absolute 

Gröfse  von  a^l  sein  muCs^  so  ist  a  +  2^a  +  3a%  mithin  ist 

K>k,     also    ^'<*'- 

8.  «80. 
Aus  den  Formeln  (t.  8.270.)  erhftlt  man         > 

und  die  Addition  giebt  njan  die  von  d  unabhängige  Gleichung 

nach  welcher  iCHeichung  miMk  au/9  einem  der  beiden  Moduln-den  andern  ara 
berechnen  hat 

Setzt  man  Ars=ssin9  und  X^^i^ioOS  so  ist    ' 

/•(8infl,'s|nflO+/"Ccosfl.cosflO^  1, 
und  diese  Gleichung  läfst  sich  umformen  in 

sin2fl.sin2ö'  =  4.sin*i(fl'— 6). 
Hiernach  läfst  sich  aus  einem  der  Winkel  9  und  0'  ziemlich   schnell  der 
andere  berechnen. 

Ferner  findet  man 

y^  =  a       und      y^  =5raTl- 

Wird  nun  der  Gleichmäfsigkeit  wegen  y -|-  a=  a^  gesetzt ,  so  ist 

o  /  —     «+2 

*•       ^    —    2a  +  l  • 

Hieraus  folgt  2  a' — 1  =  ^    ,  ^  ,  oder  auch 

(2a'— l)(2a  +  l)  =  3, 
und  werden  die  Wertbe  für  a  und  a'  substituirt,  so  bat  man 

^    ('V'(x)+0('}'(t)-')  =  3. 

Man  findet  auch  a'— 1=  ^     .  r»  und  ee  können  mithin  die  Moduln  auch 


Neunzehnter    Abeehnitt.     §.  281.  689. 

abo  aosgedrflckt  werden: 

*»  =  a\a',       k"  =  (a+l)'.(a'— 1), 

Hieraus  folgt  noch 

y^  =  l+a     und    y:*^=:a'— 1, 

und  da  (2a+t)(2a'— 1)=  3  oder  (2(a+l)— l)(2(a'— 1)+1)  —  3  Ist, 
so  haben  wir  auch  noch 

Ferner  bat  man  die  beiden  Gleicbnngen 

Setzt  man  /A:=sm  und  ^K  s=s  n,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (3.) 

in  (^  +  t)(^_l)  =  3  oder  n'—m^+2m'ri'—2mn^0.  Sieht  man 
m  als  bekannt  nnd  n  als  unbekannt  an,  so  ist  die  Gleichung  vom  vierten 
Grade  in  Ansehung  von  n. 

g.  881. 

Die  ergänzende  Sabstitotion  dritten  Grades. 

Ein  Blick  auf  die  vorstehenden  Modulargleichungen  lehrt,  dafs  sie 
ungeändert  bleiben,  wenn  man  gleichzeitig  k  mit  K^  und  k^  mit  K  vertauscht. 
Dabei  vertauscht  man  a  mit  a' — 1  oder  a'  mit  a-f-1* 

Setzen  wir  nun  aufserdem  v  statt  u  und  u^  statt  v,  so  verwandelt  sich 

die  r«m.l  inr  ^  "+'.°^'^r +?+!': "' "  («•  «».)  in 

'»'«'  =  ";+ff-.t.)Cr;''  ».<• » =  p«.+«)«  ■•» «- = (^«'-o». 

Da  aber  v  =  (2a+l)ii  ist,  so  ist  n'  =  (2a'— l)(2a  +  l)ii,  oder  auch 
ti'  =s  3ti^  und  also 

m  JW i+(2a'-a'»)tn'«t;      ' 

und  in  dieser  Formel  beziehen  sich  die  Modularfunctionen  des  Argumentes 
V  auf  den  Modul  K%  so  wie  tn'Stf  auf  den  Modul  k'e  Setzen  wir  nun  tit 
statt  u  und  vi  statt  r^  so  bleibt  die  Gleichung  r  =  (2a+l)ti  ungeändert, 
und  die  vorige  Gleichung  verwandelt  sich  sofort  in 


SM  ^"'^  unxehnier    Ab^thmitt      §.  28fl. 

1— (2a'— a'*j|8ii*t;     V 
und  hierin  bezieht  aioh  wieder  sor  Hof  den  Mpdol  7c  und  sn3fi  oder  snu* 
auf  den  Modul  k. 

Diese  Substitution,  wodurch  man  vom  Modul  \  auf  den  Modul  k 
zurückkommt,  und  ^welche  insofern  als  die  umgekehrte  der  vorigen  anzu- 
aehen  ist,  ist  ebenfolb  vom  dritten  Grade.  Eliminirt  man  aus  der  Glei- 
chung (2.)  $.  279.  und  aus  der  vorigen  snr^  so  erhält  juan  «nS«  durch 
Potenzen  von  snti  ausgedrückt.  Daher  ist  die  eine  Substitution  eine  Er- 
gänzung der  anderen  zur  Verdreifachung  des  Arguments« 

Man  leitet  aus  der  vorigen  Formel  noch  her: 

X.      li-snjt#—     i^.^aa'-a'^jsn't;    '    .      *      snj«  =     l_(2a'— «'«)aD«i;  ' 
Ferner  ist 

o'  1— (2a'— a'»)Bn»»      ""        o'»— (2o'--t)i»80«ü      » 

und  hierans  folgt    ' 

Ferner  ist 

'      o      _    cnt;.(t— g'^sn^t;)    (t  — a'«)cny-|-c^»cn« t; 

~  4— (2a'-a'«J«i*«;    ~  (a'~l)«-h(2a'-a'«)cn*  t;  ' 

j    o^  dpt;.(a'^— A«sn»t;)     _       dn»t;+(a^«— Ijdpu 

a'«— (2a'— I)Jl*«i»i;   ""  (a'— l)«+(2a'~l)dn«t;  » 
t..3«  ^  (2«--t)tn.-.(,^l)Ma^^ 

Aus  den  vorstehenden  Formeln  leitet  man  noch  her: 

snSt« — snt;  ,  ,     ^..  .  , 

5.      am 3 ti  t=s  amv  +  2arctaug((a^ — l)tnr). 
Zusatz.    Aas  den  Gleichangea  sno  =»  (2«+l)Bn«+a«8n««^ 

sn'3«  i^ i^(„/«L:i)gn,,\, folgt»  dafs  p  =  £,  ßr  II  =  JC  ond 

3u=sK'  fär  vs^L'  ist.    Da  nuu  iauner  t>=:(2a+l)ti  ist,  so  ist 

L  «  (2a+l).iP    und    li'  =s  i(2d  +  l).JSC^ 
und  hieraus  folgt  ooch  durch  die  Division 

17.  -^  ^''K.r  ■■      .•■■'-- 


N  e  u  n  t  e  h  Ht  ler    Ji  b  4  e  h  nH  ti.     $.  889.  ftM 

$.  «8«.  -i. 

Uraformung  der  Glmehang  jresaii«  in  «Bine  ihnliehe  durch  eine  SubsUtution 

fSnftan  Orcdes.  ' 

Die  SabsUtudoo  föaftea  Grades  hat  die  Form  y  =» °ilfftj«+^ • 
Setzt  man  hierin  -r—  statt  x  and  gleichzeitig  -j—  statt  y,  so  erhält  man 

oud  soll  dieser  Ansdrnck  mit  deai  vorigeu  zosammeiifalleo,  so  muCi 
1        *  —  «•<^.      *•__««.*•  u_  ^«.       *.«__*«.      !,♦—''* 

seiu.  Aus  demselben  Grande  wie  bei  der  SnbstitatioQ  dritten  Grades  setzen 
wir  OUD 

^"rr  —         i+bx*+dx* 
Hieraus  fo(|^  rückwärts 

_a-{-2a)x-\-(a*+2ß^2a—6)x*+(a*-\-2ß-\-2aß)x*-\-(ß*-\-2aß—d)x*-{-ß*x* 
^""  l+bx*-{-dx*  ' 

und  auch  dieser  Ausdruck  stimmt  mit  dem  vorigen  überein,  wenn 

(a  =    1  +  2«, 

J  =  a'+20  +  2a     =s  (a*  +  ß)  +  (3+2a), 

8.     l  e  =  a*  +  2ß  +  2aß  =  (a*+ß)  +  0(l+2a), 

d  =  ß*+2aß  =  ß(ß  +  2a), 

.  .  =.  ß* 

gesetzt  wird.  Bezieben  wir  nun  die  Hodular- Functionen  des  Arguments  u 

wieder  auf  den  Modul  k  und  die  des  Arguments  v  auf  den  Modul  A.,  so 

haben  wir,  d?  =  sn«  und  ^s=snv  setzend, 

_  {i+2a)Büu-{-(a*+2ß'i-2aß)aa*U'{-ß*m^u 
9.       8017  —       i^(a*-^2ß+2a)aa*u-i-ß{ß+2a)mi*u      ' 

Hieraus  folgt 

,    ,  ^„_ {i+Bnu){i+a»ou+ß aa* u)* 

l-t-sni;  —  i^(„,^2/?+2a)8n»H  +  (/if»+2a/?)8n*M' 

1— snr  =s  (l-sni«)(l-tttoM+/?«n*t«)« 


l+(a»+2/8+2a)«i»«+(/J*+2c/?)«n««  ' 


)fJ-X*n«  (l+*sm«)(/?+a*an«+t*gn«ti)* 

i-r/^sup  «=  ^»(14.(««-|.'2^4.2o)8n»«+(/y«+2o/J)*ii*f»)  ' 

*      '^™'^  ~  /J»<l+(a*+2/»+2a)sn»«+(/?»+2«/J)«i*«  * 


59S  I/ßun»ehHter    Ab  *  c  hn  ii  U     §.283. 

Hieraus  erbalten  wir  nao  leicht 

!__         «nw(t— («*— 2/?)an*«+jy«Mi*<«) 
®"*'  ■"    l+(o»+2/»+2«)  «»■«  +  (/?» +2«/J)8n*«  ' 
.             dim(/?«  — («*— g/g)t«an«M+t«gn««i) 
^  /J»(l  +  (c»+2/?+2«)8n»«+(/J»+2o/»>55^* 

Eodlich  findet  man 

l+(2+2/?-a»)tn««+(0J+l)«— a»)tn«« 
Difierentiireu  wir  die  Formel  (3.),  so  erhalten  wir 

cnv.dnr.dr  ss 

o-f  (3c — aft)sn*«-f-(^g— 3arf-f-5g)aP*w+(3fte--crf)»n*M-f-rfesii*w  ,         - 

-  ~~      (l  +  »8n*«+if8ii«u)*:        "  ~  •  ^*'  an««- «'«• 

Werden  die  vorigen  Ausdrücke  für  cnv  und  dnv  substituirt,  so  erii5ltm«i 

dv  __  a-\-{'ic  —  ah)va*u-\-{bc—Zad+be)sa*u-\-\ibe—ed)Ba*u-\-dem*u 
^«  (l_(o2_2^)'8n»«+/S«8ii««)(l-(o«-2/?).|J«i*«4.^«i*«) 

Dieser  Bruch  reducirt  sich  aber,  wenn  für  a,  b,  c,  d,  e,  /^  und  A^  ihre 
Werthe  substituirt  werden,  auf  5^s=a=:  l-^^ü,  und  hieraus  folgt 

8.      »  =  (l-J-2(x):«. 

$.  283. 

Nach  S-  «8«.  ist  &^=-  und  **  =  — ,  also  ist 

c  a  ^ 

(3  +  2aß)(a'  +  ß  +  2a  +  0)'  =  (2a  +  ß)(a»  +  ß  +  ß+2aß)». 

Diese  Gleichung  reducirt  sich  zunächst  auf 

(a'  +  ß)'=r  (2a  +  ß)(ß  +  2aß). 

Durch  weitere  Entwicklung  finden  wir 

2ß(l+a  +  ß)  =  a'. 

Hiernach  kann  ß  aus  a  berechnet  werden,  und  durch  wirkliebe  Auflösung 

erhalten  wir 

2ß  +  a+l  =  ^((l+a*)(l+2a))  =  ,^((l  +  a)*  +  2a0. 

E«  -^si  ^  =  Af=<^-±|^  und  ^^q^.  Diese  Ausdrücke 
können  noch  in  anderen  Formen  dargestellt  werden.    Es  ist 

2«+/J  -     o«+/J   ' 


;•:».    :ij  ;; 


Subtr^birt  mao  aof  beiden .  Seiten  Eüiq^  so  ba^  van 

Hiernach  erhält  man  yä=ß*.k         ^    oder  auch 

Es  irt  nW^ßÄir((lJf-a^(14:2a>)— l-~rfy'»l^        ^    '   ^  -        ...iv, 
2ß_a=  /(l+:i<t)i(/-(l+a*)— /•(t+2a))V  ^   '"^ 

folglich  ist  /  '-     V »  ,  .,  .       - 

__      «-2.    (>[Wr«!Ki+^a^)MÜ^ 
.,."'  4V"(i+2^)*     yTa+«»)r-y"(i+2«)  :•   ' 

»-*«»»  V-Cl-H«a)-:.W+2«^f'^^l^^'^''  '^'   «0  itdöclrt  Sieh 
der  Ausdruck  nacb  einigen  leicbten  Reduetionen  auf  ^ 

Selzt  man  ft  =  sin 9;  so  ^ist  cos2 tf  s  1  —  2^^^  und  also 
1.      00.29  =  {l  +  «-aVJ||i'; 

2—  a 

Sielzt  oan  tton  taooh  a^s:»|nt-— ,  isoiist  ;    1  i. 

«.  ,v<l+2ai)(14»:2a')  -  5    and 
3.    ,      sin  2  9  =.V(a'a»).     . 

1  +  2« 

"*  7-v*((i+«)»+2«»)-(«+i) ""..-■       a«  "*?:  ?°^^ 

hält  man,  wenn  dieser  Werth  nod  der  yorbiD,för  2i^  gefundene  subslituirt 
wird,  nach  einigen  Redacttonen, 

'^'^  —  *""  (i-f.?«)»  yr+2^*. 

Wird  nun  7). ;»  sip|',  also  A.'=s.eo»(['  gesetzt,  sp  hat  maii 

C0829'  :=  (i-iia-«')/^;^.-^  - ' 


Aber  aos  der  Gleichnng  ({''•^^a)J^'iä'4-t}'s=^^  ^T]^^';'  ferner 

(1+2«)«     -  -Ci+«^-«  )      «nd      j^p^  -  jx2^ . 


daher  ist  "    '    *  '  "^ 


( 


Hieraus  sieht  man,  dafyi.\^cA^Q  m(U.^T,rr^,\  I9kßje  iftif  K' md M  mii  K 
vertauscht,  wenn,  a  wii  af .Ji0rffafscH,W''li4f  ■    •■  \  c 

Wir  erbdllen,üoeh  mp''r^^^(^'^■^^         oder  " 

4.      sin  So'**  /^«;  te>j  ■  rklaS  da  '  «02;«  'a^  /-(a? .  a'O 
iat^^a  ,|q^A|f^D ,im9  4^n  Vti&iü^^knif  iit  feleichuug  (H^ 2 a) (1+^2 oQ ^ 5 
verbandenen  Gonstauten  a  undV  t>ei(lß  Moduln  8  aiid  d*"  berechnet 'wejrdeo. 
Man  findet  aach  rackwarts 

.-!,•> ffw2ö7v  —  !  -     ■<:>  r^m^^i.      ,  .  ■.,:  •.... 

und  bat  also  die  Modu^ryGleichung 

welche  zur  BerechuuDg  des  eiaeü  Modais  aas  dem  anderen  dienen  kann. 

Wir  stellen  die  Modular-Gleictarog  iq  op^k^aadeMoForaieif 
sei  wieder  ^j^  ^  ^   ,^^^  ,    fT^-^jn,    ^ 

so  ist  i/A _ ^  =  J  /?+^«    4^^V2      -  m    Q  twäVts 
so  isi  y  ^  _  ^,  _  ^^(1  .  ;^^x  —  2ß-a  '  *'®^  rucKwans 


-       I  0«Mt<Ll-0>?.iS 


Ferner  ist  «' =  ß*=  ^  =  ?^,  ,aJsp  l3=  ^  und  ßri'^nm^  mithin  ist 

et  —  — „  -  I  .  -  ^   =  —  •  I     • • 


^  ^- 


Fisl*ri^'f  fo^t  aus  der  obigen  Gleichung'  ('» 

— r-ß  =  7 j  o       oder     2a=i f==— -i r« 

Werden  die  beiden  Wertbö  ydn  a  identlficirt.  so.  er^It  man  die  Gleichiing 

6.      n^—'m^^4nfk'^5^in%^^5n'm*—^mn  —  0. 
Da  n«— m«===(f^ifi4«iii^i^^iPU;.iii^  M;  s6  Whit  «ich  die  vorf^  ißlei- 


chung  auch  also  darstellt :     j    x)  ^.  >:^  i « 


4mii(l— 'in^n^. 


it\e  m  H  X  t  A^n H  c r ^^  M  b<a«  Am.«' ><  <.      $. 2M. 

V«rbüUle('.liite'.bieniiia.4iefIdwtitM/   '.   ,..'>::  "i-      >  -  :uii:  .!>•  v/ 

•.'!!:>   |n»^wi*)k4iii«^n''+»i')-«s»  i4Än(litH-»«*>.' -^  ■  i: 
darcb  Addition  und  Subtraction«  so  lerbält  nail  die  Gietcfaangen      '*>  I  ./ 

Hieraus  erhält  man  durcb  4ie  lÜYislon 


Vn+rn'  1+»*'  1 — »* 

/^V^A-V"*V  1-A   1+*' 

Die  MaltiplicatioD  giebt  aber 

.     (n*^p?)«?=16wV(l— ^«Xl— »»')^iüflo(v;^)^vr*)«==^6/(^^^ 
oder      '      .'•„;.   8.     C</K^V'kf^4K'kfir{kK).  '     ""  '' 

Da  man  k  vtit„h.*.  nnd  ^ieicibiKHtig  AI  >m(;>»  yet^wncbe»  daiif ,  s«  ist  >Aaefa 
nocb  (/A;'^v^V)f'i3fc4ib^^(*'V>v>lnd  dividht  inan  die  Toi^e  GUiebohg 
bierdarob,  •»  hat  niaB  .  i  ,  •      .        > 

..       ,.:„..         (^^CI^aXit  nirr^^d^y  aupb 

■■^8.  «84.  •■ ■  •    '■^■• 

,  Die  ergfiiisf;«4e  Substitution  fünften  Grades.       ^'  ^    .  ..,, 

Es  ist  schon  $.  283.  gezeigt  worden,  dafs  man  in  dea.voitdtebeQ- 
den,  sich  ai^die  Sobstitdtien  fönfiten  ^^rades  beeiebenden  Formdu,  ohne 
die  Modnlargleichiing  bü  hndera,  a'  statt  ~a  setzet  darf,  wodurch  k  mit  K' 
ilidd  A'  mit  K  vertauscht  wird.  Werden- iüber  die  beiden  dUl<ch<'d!»Jßle<- 
«liang  (l+2ii^)(t+2a0'<^^  verbtitideiMfn'  <6Hyf8«ti  mit  eiMmder  vi^uMibt, 
wedArch  cficb^'in  ß^'<vervrandelt>  so  fet    •  •  ■     "'    ■ 

i.  a0':(I+«*-f(y)  «  a«  ,0(ter  '2ß'+d6'+l  =s  V'((l-f-a'^)(l+2ö9). 
Setsen  ^fvtr  moW^staUbi  ^»«^Mhirch'i' Jn'W'  tibdrgehennag;  sö<y<erWf(Qdek 
Mb  die  ei^ittbnäg  v'ü^  {i'-^'^äyü  iü^-W-^  (l-f  ^«0«?  4lShet  ikt  u'  = 
(l+2a)(l+2aO«,  oderii'ssSii.  ■•'••  •'""=    '  '    "'=' 

Hiernach  verhandelt  sich  die  OhiScbang  (3.)  $.«8«.  itf 

2.      sn  5«  =  -^^.J^^y  +uß^m^^-^^*'¥^J^'ßi*ti^*-^^ '■  * ' ■''■ "' • 
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AM  ^■*- «  »  X  «  A  »  t^  r    AitekHiti.      §.  284. 

wenn  man  an'v  aaf  den  Modal  Kfy  so  wie.«i'5ti  lUiC. den  Modal  ik'  bestellt. 
Dieser  Gleicbang  gem&fs  ist  fOr  o  =«  ür'  aach  sa'äifss  1  oder  5m  ss  f , 
and  da  immer  OBB(l-f-3a)u«.i8t!^i  sodst  ..  .:  .^  i  :i 

3..  fJ!i'  =  i(l+2.a).Ä:'. 
Der  GleicboDg  (3.)  $.  S88..  gemifs  ist  aber  für  «  s  iC,  v  =  ü,  und  also 

4.      L  =  (l+2a).Ä: 
Wird  diese  Gleicbang  dprcb>«die  vorige'  dividiri,  so  erbält  man  noch 

-«  •  ii  _•     K 

und  dieser  Gleicbang  gemäfsx  ist  der  Modal, A.  merklip^  gröfser  als  der 
Modal  *. 

Aaf  äbniiche  Weise  iirie  die  Gleicbang,(S.)  hergeJeit^  wurde,  findet 

SetKtmaitt  in  dieser  B'oiwel  'gleicb«iitig  vi  statt  0  uüäiti  statt'  u,  so  bleftt 
die  GleichoDg  v=»<14' 2 o^)^'iungeaiidert. and  man \ erbalt 

o.     snaw—  l-(2-}r2^'.-a'«)8n»t;-f((/J'5J-l)«— «'»)sn*r 

Eliminirt  mau  hieraus  milt^lst^  der  Formel  n(SO  S^^S.  die  Function  snr, 
so  erbält  mau  8u5«  durch  su«  aai%edrfickt;>'dab^c.  ergänzen  sieb  die  beiden 
ia  Rede  stebendeu  Substitutionen  zur  Verfänfraobong  des  Arguments. 

Fäbrt  man  in  die  Formel  (6.)  eine  Gröfse  ßi  statt  ß^  ein,  indem 

„..  3  -  -y((.+.-)(.+j.-))-(.+.o,  ^  ß,^  _ß._(,+aT  «<«, 

y>^£l9Wbt  man  ^ßse  Formel),  mit  der.  Formel  (3.)  g.  ^82.^  sp  .9ei|^  esich 
eioe  fp^kwürdige  Uebereiu$liminiiii£  uqd  das  einfi^che  Gesetz ^  Jafs  in.  deo 
Formeln  (3.  bis  7.)  a  statt  a'j  ß  ai^U  ßi9  kßiaU  K^,  \  statt  k^  ti  atett  if 
und  Sti  statt  r  gesetzt  werden  muf^  und  dafs  sie  sich  dadurpli.sainvUich  in 
die  fi^^b  a>af:  die  ergäozendejSSubstitutioq  i^i^.^en<)eRi|i'orin9.1n  ver,waodelo. 
.Zna^ttfi«  v^««»  deo  Formeln  (3.  vund.  6.)  ffir  sni^L.iinA  Clit>  g.  S8S. 
leiten  wir  noch  her:  ^,  .  ii,,; 

8n!;~^H  ^  ^    .  fffny^Dfi        _.     ^.^^:iJtinw^_^j_j^.i  ..';. 

Diese  GleiciwDg  ^/^  ^h^umCt^  1 


N  e  u  n  z  e  k  p^t  e  r    A  b  se  kn  i  t  t.      §•  2S5.  597 

mi  bierin  ist  l+g+ß  =  ^l^'-i^mH-a^Ki+m  ; 

Nach  dem  knrz  vorher  nachgewieseneu  Gesetze  findet  man  nan  noch 
amS«  =.  am,>  +  2arctang(^^^^^";y^^^^,  J, 

und  hierin  i«t  l+«'+ß.  ^  H?'-n^4+«^")(^+g«0). 

Allgemeine  tlmformiing  dei-GIeiöbaiig  x  rs  snti  in  eine  ahn- 
liebe  darch  eine  Snbstitutiotf  nten  Grttdeer,  wenn  n  eine 

ungerade  Zftbl  ist 

.     .  ......  «86. 

Es  sei,  mit  Beziebang  auf  den  Modul  k,  wozu  der  Quadrant  K  und 
als  conjugirter  Quadrant  K^  geboren  mag, 


CO  = -^ 

n 


Ferner  sei  n  eine  ungerade  ganze  Zabl,  a  und  b  bingegen  seien  ebenfalls 
ganze  Zablen,  nur  mit  der  Einiscfiräukung^' dafs  wenigstens  die  eine  dieser 
beiden  Zableu  keinen  Factor  mit  n  gemein  babe,  welcher  gröfser  als  Eins 
wärt.    Bifd6n  wir  ndA'das  Prodtfcft     '  '' 

I— y  =^(1— snii)(l— sn(ii  +  2co))(l— sn(ti  +  4co))(l— sn(ii  +  M^ 

•  ..(1— sn(ii  +  2(ii— l)co)), 
welcbes  aus  n  binomiscben  Factoren  bestebt,  so  bat  dasselbe  die  Eigen- 
scbafi,  dafs  sein  Werth  nicbt  geändert  wird,  wenn  man  das  Argument  u  in 
ibm  um  2 CO  vermebrt  Abgeseben  von  dem  coustanten  Factor  ff,  dessen 
Wertb  wir  nocb  näber  bestimmen  werden,  verwandelt  sich  jeder  Factor, 
in  den  näcl^st  folgenden,  wenn  ti4-2u>^  statt  u  gesetzt  wird,  und  der 
letzte  Factor  verwandelt  sich  wieder  in  den  ersten,  da  sn(ti4-2noü)  s» 
sn(ti  +  4ÄJC+4fttiSC')  =  snii,  al^o  auch  1— sn(ti  +  2nw)  =  1 — snn  ist. 
Setzt  man  in  der  Gleichung  sn(ii-f- 2»  eo)ssnfi^  u  —  2ßeo  statt  u,  sb 
verwandelt  sie  sfich  in 

su(ti  +  2aw)==sn(ii-T20oü),^   für    a  +  ß  =  n. 
Hiernach  kann  ({^.yofrige  Produkt  (Hu^h  i|lsp- dargestellt  werden: 


«98 


(t/  e  u  tkz  e  h  n.  #<  e  r  'A  h  *a  kt^  »  f  ,f«.    §<  985. 


(t— sn(tl^»;2(0))(H— »n.(^^4«))(^— 8B(ti+6w))...\ 
,/  *'    ...(l-snCü+Cn— l)u)))l 

...(1 — 8n(« — {»-7l)cfü))/ 

.  .  ••ii-,v.".!-.i;ii   vi'yntr  v:.  ,•'   i-:--     r-L,'  ., 

Da  nach  §.36.  (l~sn(«  +  2tri))(l  — sD(t«-.2tri))  =^     ^,^^,^^^,J 
'  \      Bnc2i»     jgj^  ig^  erffiilteÄ  wir,  troan,  M^r  *ar  AJbiLarWilig  ; 


1  — *»sn*2«.sn«u 

/p  s=s  (  sn2eo.  8D4eo.  süGoü...«  8u(it — 1)oü)> 
pf  Ä5  (snc 2a)*. 811040)  ^moßw  •> , .  aw)i(i^^li)c#>^ 
y.  SS.  (  cn2wt  cp44)tlOR^tu»f  •:•  CB(ii-^t)«)% 
^^  =  (cuc2a» .  poQ^c«)  ^ÄPß^^^f  ♦:.  cnc(n— l)cü)% 
r  =  (dn26ü.  dn4co.  dn6ot)...«  dn(n — 1)0)^, 
,  r'  =  (dnc2eo.  dQc'46d.dnc6eo  ••  • .  dDC(ii — l)co)* 
^zen:  woratn  leicbt     '         *    '  :  '  .    »: 


i. 


8.      p' 


=  ±. 


J/n^t 


folgt,  die  Umformung 


8oc(n— !)»/> 


i        ;:_  _  /4      rhftV  '         ^-        8»cgw/\    ..Bpc4^:.     ,jV ^ 

Wir  bestimmen  nun  den  Factor^  so,  dafs  ti;=:Q.fC\r,  Xf^^  .wkdL  Setzen 
wir  aber  ti  =  0,  80  erhalten  w^r  1 — y=zag}  also  mufa  y9=:l  sein, 
wenn  y  =  0  sein  soll.    Hieraus  folgt  ^  ==  — ,  and  also 

wenn  wir  zur  Abkürzung  setzen: 

^X  =Ä  sn,«,  _...,!  ...      .  ...,.  :•.,„    ;  :..       ■ 

äS  ^/^ £_Wi-__£-_Ui -y  Y..../i  »y      Y  . 

V        8nc2w/\        8nc4«»/V        8nc6w/'*'\      .  snc^n — 1)«/^ 

H  sä  (i—k sn2w.a?)(l— Ar sn4w'.ir)(l--A;sh6ö)V±)..'..(l— ÄSn(*i—  l)w.^^^ 
/?'s=(l  +  Äsn2w.x)(l  +  &sn4w.a?)(l+Äsn6w.a?).:,,(l+*sn(*t-^i)ö».a'). 
Für  die  WertKe  x^  snew,"  sn<;46i),  snc6«;  ....  snö (li — l)c«)  wird  C  ==  0, 
also  1  —  jK'fe'O',  ibli^Ä''y=ä^4^ll,'''%n«'ta*"'a?s«'l">iWI  y=iiit-i.'    ' 


4.^ 


N'e  u  n  zehn  t  er    Äh  seh  1$  i^t  f.      §.  286.  599 

%.  «86,  ■'^"'    •^-'»  --'   ■•■•^^* 

Ans  dem  Ausdrucke  1— ^  =  ^-^^  fp^  y  ==     j     pp.  - 

Da  nun  DD^  yon  ißv  (p — l)ten  prdnnjo^,  hingegen  (1 — f}*C^  von  der 
fiten  Ordnung  istj  w  ist  der  ZHhl({|f,.^defir  ^pdrpck^.von  j j eine  rationale 
ganze  Function  vpi)  ^,  von  de^  ^|en  Ord^\iug.  ^^i^a  fernei:  y  =  0  für 
a7  =  snti^  =^0  ]>t  u^d  y  a^inen  )yertt)  nlqbt.^pd(^9*^enn  dtj/s  Argument  u 
bßliebi^   oft  um  2(|i)  ,yer;ii,ebr(.  ,^ird^^^^o  b^^  ^\^,y^ßtthß  or  =  0, 

:r=ssn2eo,  xs=^ ßniffi^  snx^btß)^...,.  j?s=  si|,2(^n7-.t)(^  dicf  Qleipbung 

Jene  Wertbe  sind  särfAfriSich  Ferscbiedeto'  von  einander  ui^d  ihre  Anzahl  n 
styQuit  mit^d«tfQ  Gnade:  :deDVfltrstelMnde4i_iSleichun£  uberein.    Daher  ist 

wenn  fi  einen  noch  näher  zu  bestimmenden  conMlwtep  Vaq(9r  fat^WMlw^/ 
Da  9n2aco  =  —  sn2ßeo  ist  fOr  a^t^ßsn^  so  haben  wir  auch 

,,.v  i  -••+.'>•.• /t-^).i£!_yi £!_Yi ^_\    (i £i._S 

Setzt  man  in  diesem  Auedrucke  —risvetf^  x,  so  sieAt  man,  dafs  sich  da- 
durch  y  in, — y  verwandelt.         .     .  .    v  ,t  .    , 

Da  (H-l)w  =  2aÄ+2*tÄ'— w,  («— 2)w  =  2.a,^+24#i^'T-2oa, 
u.(S.  w.  ist,^^.i8t  ..  ^  „    :,^       .,.  .^.  ,,  , 

sn(ii-l)(u«5rXT^**'*<*»  •o(«*^).süc*<r-i)*,an3w;  sa(ii-5)wÄ=(-l)'.sn5c«)  a.s.w., 

also  ---x' 

sn'(i^-*)w«=^eiü,  '^    '  sö'(«-3)£«)=sn'3c«),         8n'(»-5)cüs=8u^5w    u.  s.  w. 

Auf  ähuiicbe  Art  fiudetrnHB.ii  --^   .."    ' 
cn'(ii-l)w=cn'w,         cn'(ii-3)(w=s:cii*3w,         cn'(ii-5)oi)=:cn'5w  11.8.  w.«  and 

ili«nadi*>kaiia.die-V*oriiiet<(li>  atach  >Uä6  ^Hki'gesteUt  wer^^^ 


COO  Neunzehnter    -A  b  sc  h  u  i  t,U      §«  287. 

Ferner  hat  man  auch 

'p=i(^8nw.   8n26ü.  an3u)  ....  sn^(ii— 1)g(|)% 
p^=i  (shceo.snc2^.8nc3a)  .«..racItCti- — l)w^, 
y  =  (  cnw.  cn2a)/ cnSo)  ««.•  ch^(il — l)a))^ 
ijf'=  (cnceo.ciic26t).  cäcSoü  .•••cnc'4^(ii — l)a))*, 
r  =  (  dno).  dd2a).   dn36ü*\..  dni(ii—i)to))V 
,r'  =  (dncG(;.diic26tr .  dncSoü .  •  ..ättbi(h—i)u))\ 
Die  Constante  (i  Jäfet  efich  dadurch  bestimmen,  daib  man  op  s=  I  setzt, 
wodurch  nach  S.286.  auch  y=l'wird.    Hiernach  erhält  maii 

4       i£  —  r— 1^*«^»'  -2-  =  ?— i^"-«'.  /:ii»-  Jai2ii>.  ■nSwi,}..  «.^(h~1)m» 
«.       f*  — V,     ij        .y        V     V  \«io«.8ae2«.#iH53«>....inoi(n— 1)»/ * 

Dil  sich  y  in  -^y  verwaoMt,  weno — x  statt  a;  gesetzt  wird,  so 

verwmddt  sich -die  Former 

6.      1-y  «  (1-*).2S'/     in      1+r  =  (1  +  3^).^,. 
So  wie  ferner  ^'  -^ 

[l—y  =s  |(i-T:?n«)(l— »»(««+2w))(l— sn(«+4«))(l— 8n(i«+6w))... 

.  ...(1— 8n<ii+2(nj-l)(ü))  ist,  so  ist  auch 

•)H.y=i(l+sn«)(l+Sn(«+2w))(t+sn(ii+4«))(l+8n(i«+6w))... 

...(l+sn(fi+2(i»— 1)«)). 
BsistyssO  förorssO,  ±sn(o,  ±sd3oü,  ±sn36ü,  ±sn4w,.^.  ±sn^«-])(tf. 

8.  «87. 

Wir  stellen  die  Formel  (f.)  $.286.  nbch  in  einer  andern  (xestalt 
dar.    Es  ist  zunächst 

V  —  r— n«-'J  ü   snu        »"'«-"»'Z»  gn«M-8B«4w 

y  —  <.     »;         •  p  '^    ■  •4*-.*»M*2«».Bn»«*l-ft*8BM«.Bn«»i  ••• 

sn*tt— wi»(»  —  l)w 

Da  nun  -^ — ^— ^  =  -7  ist,  so  haben  wir  ^ 

Pf» 

!ys=-7sntt.8n(tt  +  2w)8n(tt — 2w)sn(tt+4w)sn(tt— 4w)... 
. . .  sn (tt + (n—  l)w)  sn (11— («—i)«)  .bder  «och 
y  =  -7snii.8n(«+2w)sn(«r|-4w)8n(K+6w)....8n(tt+2(n — l)cu). 


M'e  Mnz9k»4tr  x\4.&  ^^  k  m  itU      §.  287; 

Die  Formel  (2.)  gi886.  läfst  sieb  ganz  ebenso  in.:  . 

y:=^  —r  sü  ti  m  [ti^  ciü)  8^  («— oö^firtfCti^-Soü)  sn  (ii~2co)  sn  (ti+3w)Bm/ii— 3oü)  . . . 

'    '  '  ..Vsn'(i|-+i(^--l)co)sn(i«"i(ii— l)co)t 

verwandeln.    Setzt  man  u  +  iK'  statu;  ti.  also  t—  statt  o?  nnd  bezeicbnet 
den  geänderten  Wertb  von  y  durcb  y^  so  bat  man  auf  der  Stelle    ;:  i 

•^  ~   p'.*^  *  8DU8u(ii-f-2a>)«i(u-f  4w)....sii(ii4-2(n^l)a>)  ' 

dklter^lst;-"''-'*^^  '  •     ^'^v^-^'-^^-      •  ••■'■-'  -'    ^'  •^>^ 

Setzt  man  also  *;v^  ' 

8l      \)sä^  f^^;i!^:as  ^".iXncoüräc2aisae3e«i....8nci^(it---l)Gi>)%       t^ 

80  ist  y'  =  -r- ,  und  es  verwandelt  sich  also  y  in  -r— ,  weM  i  in  ^ 

.  ^y   *'  ,        '    ^y  *jr 

verkHmielt^pitd.^^  .    i  ^      "''^'" 

Hiernach  verwandelt  sich  also 

j^yi{ä»i.(*4L-Wtt)(l  +  »»(«  +  2w)y./.^  in 

Ay  flft"  *  8nw.8u(ii+2a>)sn(ii-|-4^)«--«8n(i«4-2(n— l)io)  ■    > 

'"    i      " "  '  »'         1     '■  ■  '  " ' 
Di^  iiim  4-—^  SS  4»  =S3 .—  ist),>  80  erhält  man» )  wenn  diese  Gleicbung  mit'  der 

'l+\y=s  — (l+*siiii)(l+*8n(t«  +  2«')Ü'(i-i-*8n(ii+4w)).l.. 
'  ,j..(l^kaxx{u-\-2(n — 1)»)),  nud  eben  so 

1— ^y  =  — (1— A8n«)(i— *8n(i»+2«))(l— *»n(ii:f  4w))».. 


8. 


V 


t 


Stellen  wir 'die  erste  .Formel  also  dar: 


..  (1— Asn(t«-|-2(n— pw)). 


C(l +*sn  («  +  2  Cd)) .  (l'4^'*8nC«  +  *«)) .  ..^ 


4w})...^ 
ld,xv »i,ri+Jk«.»^  /  ...(i+*an(ii+(n-l)u,;))( 


onä  1)eacbien,*'&(8  nach  i.  3i. 


(l+Äsn(«  +  2«))(l+*sn(i»— 2«))  =       i-ifcT,B«2«.aa*i« 
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ist,  und  setzen  wir  nocb  —     ^ 

/jB  Ä  (1 — A:80c2u)*ar)(l-*-A9ac4corar)(l--AP8iip6iW.a:)..i 

A.    )  •..(1— Äsqc(n — l)oa.a7X 

iB'=  (l+Ä80c2cop:F)(l+Äsnc4co.a?)(l+A:snc6oa.ir)^.*. 

^  ...(l+*siic(ii — l)(i>.X)j 

so  haben  wir 

6.      1+A.r  =  (1+*^)-;^/    ö"d    t—Ky  «  (t^-kx).-^. 

Zielit  man  ans  dem  Producte  dieser  beiden  Gleichungen  die  Quadratwurael, 
so  erhält  man 

Da  nun  iurarsssl,  ysmsl  ist,  m  eclialt  nmi}  wenninatt  /^l-^\^)s=V 
'setzte  zunächst 

6.     h/^k".  —  ^-^  oder  ^'  =  *'^(d„^dn2iudn3a>...:ArM«— 1) J* 

S.  «88- 
Die  Fittictioii  >*  kauft  m^k  iA  4er  Fora  eines  ngliedrigon  Ausdrocks 
oder  in  der  Fqrm  einer  jg;eschlosseuen  {leihe  dargestellt  vrerdeD.    Nach 

8.287.  ist     .       .  ....  "      . 

Sieht  man  nun  y  als  gegeben,  x  hingegen  als  unbekannt  an,,  so.  bat  mait 
eine  Gleichung  von  der  Form 

aufzulösen.    In  derselben  sind  die  Coefficienlen 
J  =  (— l)»<«-*«.p.*'^^/y  und  ' 

J[  =  — (sn^w4-sn^2cü+sn'3cö4-s'i^4^r---  +  an^K^'^^        oder  Az:s^^s, 
wenn  man  zur  ^kürzung  setzt.: 

I.      #  ;=s  9n^C(a-^sn^2a)+sn^3a)  +  ..^.  +  sn^i^(ii — l)w. 
Die  Wursie^^  der  vorstehenden  Gleichung  ^«i  nbers^o»  bekanat; 
denn*  es^  ist  a^^8fffi..s.choi^  eine  Wurzel  der  f Gleichung,  und  da  y  nicht 
geändert  wird,  wenn  u  beliebig  oft  um  2oü  vermehrt  oder  auch  vermindert 

wird,  so  sifid  die^  Wnczehi  Oberhaupt 

1  «  ■       ,.  3  ■'    ■  -■■  ^  ^  ■■;*       •''  •'  r 

arssntii    a?  =  sn(ii+2cö),    a?  =  sn(ii — ^2w),   ....  a7sssn(tf+(it — 1)oü) 
•  •'"        ^ 
und  ä:  s=  sn(ii — (« — l)co). 


N  e  unzekmier    A  b  9  e  k  n  i  f  U     §i  389« 


Ea8  ist  nun  der  CoefficieBt 

1  1  2  ^   .  n        ' 

und  der  Coelfidient  A  ist  ^^eicb  der  Summe  der  Prodocte  aus  je  zwei  von 
llieseo  WurzeliD.    Es  ist  also  ' 

A"^  =  {x  +  x^x....  +  xf  =  i'  +  x^'^x\...^x'  +  2.A  oder 

1  1  S  n  1  t 

x2^ar^  +  a?^  +  .,..-^ar^  —  A^—^A. 

, .       -•:  .      1.  ■'■■  •  '. 

Wir  vereiofachen  noch  den  Ansdruck  des  Coefficieoteu  A.   JEb  mt 
^«=(-.l)»<-').^,  abo  i=Bfi.^«.*-*.y«Bi^.y.    Daher  ist 

1-jp^.y  =  snti  +  8n(tt+2w)+sn(tt4-4w)+sn(i»  +  6w)  +  ...   ' 
9.     (  ...+8n(tt+(» — l)w) 

+  sn  (ti— 2w)  +  sn(ir--4w)+ 8n(«— 6w) + ... 

. . .  4- «i(«— (n— 1)  w) 
nad  Doeb  äiAerdeM 

((-^y.r'  +  2*  =  «n*«  +  8n'(t«+2w)  +  sii*(«+4w)+8n'(ii  +  6a))... 
3.    /  ...+«ii'(tt  +  (n— l)w) 

+  8n*(t«— 2cu)-Hbii»(ii— 4«)+«ii»(«--.6w)... 
...+ flii*<ii~<n*~l)M). 

Differeotiiren  ^  die  Formel  (2.)  <.  288.,  so  erhalten  wir 

cfftidbii-f  cn(«+2w)dn(«4-2ciiO  +  ....  +  cn(ii+ (« — 1)6ü)  da(if+(fi— !}») 
+cn(«— 2w)du(ti — 2c«;)  +  ....+cn  (»— (n— l)w)  dn(«— (n— l)tt[), 

wonuis  erhellet^  ^^^^'''^  DifferentiaWerhältnifis  j^  nngeäadert  bleibt,  wen« 
d«r  At^jnifiai  «  bcüebig  oft  um  2  m*  vermehrt  oder  anoh  vemiiidert  wird 
Dasaflbe  fdrigt  öbrigen»  aus  der  glachen  Eigetwcbaft  von  y  selbst. 

D» 

cn(i«  +  2w)dn(tr-f-2w)+cn(i«— 2w)dn(tt— 2w) 
acn2<tda2*>.<ni«dnif(l+*»8a*2w.an*y) 
(1— it*sn*2w.8n*«)* 

ist,  so  erbalten  wir  auob  ,: 
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,   2cn4ft>.dD4tt>,(l+i|p>8n*4ft>>A^>  . '       ,  2cn(yt-l)i,dp^i~l>,(l+*»8ii«(n-l)itf,j:«\ 

Der  Factor  cniidui«  =  1^(1— ar^).  1^(1— Ä^ar^  ist.^^ij  für  j^.j«, ±  1.  mid 
für  0?  =  +  ^,  d.  h.  für  ' 

0?  =  ±siiä:    und  för    a?  =  +sn(JK:4-iX0i 
fär  diese  Wertbe  ist  daber  aacb  ^  ==  0.     Da  sich  unn  der  Werth  die- 
äes  l^erbkltiitäiyes  iiicb't  ändert*,  wfedn  das  ArguiteeDt  u  aüi '  Vin '  Vielfaches 
von  2a;  yennehlt'  oder  vermindert  Wird,  sa  ist  aberhaupt  -^^^ssOT"^ 
Wertbe  von  der  Form  ,    •     , 

ar=+^n(ü:±2ac(ü)=,±snc2aw  und  ^  =  ±s^{K+iK'±2aM)  =  :Si^j-^^, 
wenn  a  eine  ganze  ZaJd  bea^icbnet.  Der  eingeklammerte  vielniederige 
Factor  von^-^^^aQH  als  eine  rationale  gebrochene  Function  von  x  dar- 
gestellt werden;  der  Nenner  ist  dann  {DD'f  und  also  eitt0Foim<2il — 2)ken 
Grades.    Bezeichnen  wir  den  Zähler  mit  Xy  so  dafs  ma 

oy    ^^  cnu.dnfi..ar  J 

(  :       a«  ~     jo.ü'»  ,    , 

ist,  so  ist  anch  JT^ine  ratiQnale  ganze  Function  von  x  vom  (2i»-42)ten 

Grade,  weichet  Cur  die  folgendea  Wertbe  von  x  gleich  Null  werden  mols: 

X  =  +snc2co,     +snc4w,     +snc6a),  ....   +snc(n — 1)oü  und 

"~*8üc2a>'    i8Dc4ctf'    ftsncöcu'     ***'.  *snc(w  —  l)w* 

ABe  diese  Wertbe  sind  verscbifedeV  von  'bttiandet',  ^utid^^da  ihre 
Anzahl  =  2n — 2  mit  dem  Grade  der  Qleicbung  ^  =  0  übereinstimmt, 
auch  der  Nenner  (,DD'f  für  keinen  jener  Wertbe  unendlic)i  w^ird^^^^^  sind 
J0nejW^rtbß  die  Wurzek  der  Gleichung  X  5=6.  ,  ,x       .1- 

Die  in  der  ersten  Horizoutalreibe  enthaltenen  Wurzeln  befriedigen  auch 
df6^  Gleichti^g  C.C'^0  und  dl6  in  der  zveeifen  HorizontalretÜö  enAiafteuen 
Wurzeln  l^dfediged  die  Gleichung  Jf:B^=Outid  sibd  did  sSmiMimbIM  Wttt- 
zeln  dieser  Gleichuiyg;  daher  bat  die  GtefdbunjgiX^i»  0  diiMielbbn  WtaraetA  wie 
die  Gleichung  BB'CC  =^0^  und  es  ist  mitbin  für  jeden  Werth  'Von  x, 

X^  g.BB'VOy 
wo  g  eine  noch  zu  ermittelnde  Cönstaute  bezeichnet,  oder  auch 

dy  .  C.r/.B.B' 


N *  1t  n  z  9  h  n  i  •  r  ^A  b  •  •  A  •  1^«  «r  <  f  SMl  Mft 

Da  aber  aus  deii'GliMiiibgeB'(&>)ti'ti6viilir;A(  MaläpMoiilioii    >:       >  >  / 
,r(l—y»)  c=  ci««i ^  folgt  wd  Mct^ »i..M7».v(((r ^V) ^i^^'^% 

^  "      K(i— >'»)Tr(i— Av)*'   ■ 

Da  ferner  flf  u  =*  0,'  y  =^0  l«t',  aö  tdt  " 

^  .,    ^"  -/Y:(i-xUV"(i-*V)''  ■ 
Seteeqwii;  j^tf  SJ0,  aoJat^  der  gßfaodepepCrleiehnng  f^mäfs,  ;|r  derModu- 
lafsioQs  des  Ar|(aineQt8  v,  fär  den  Modul  \.    Beziehen 'wir  also  die  Fane- 
tionen  sqo,  cor,  dnr,  tDv  aaf  d^n  Modul  7^,  also^fa'«,  cn'v,  dn'v,  tn'o 
auf  den  siod'ul  K'  ^  V"(i— X'),  m' ist  "  '^ '      ' 

t\      y'-ä^aiv,  '  /Xl— y')  =  cor,    /(IrTT^V)  =«  dn».       j 

i  :■  ■    ■  » *      '  .  i  .  *,'■   '11*1,     .  ;  H    •      i"*  ■     "■    ■•      >l'^      *^'     '■*  aa      ■   ■ 

Den  constäDten  Facior^  finden  wir  leicbt   Nacb  $^"966.  ist  —  (fär  x^O) 
=- fA;  ferner  Jsft  ^  ==^  ^^' tiäch  d@r  bbkftM^^^  Begel  flit  ti  :^  0  gieich 


sm 

Die  Gleichung  ar  =  8nii  ist  also  in  die  ähnliche  yz=s  snv  mit  einem  andern 

VC  jnodnl  durch  eiue:  Substituliiin. ^^ett'^  G«ädM /Mi^fior^    worden,  uni  es 

haben  die  Argumente  u  und  t?  das  durch  die  Gleichung  (%«)  ausgedräphte 

constante  VerhättiiiÜs'  zu  ernander. 


»jv: 


^    Wir  haben  nun  in-denTorigei  PöhMln  oornoeh  durchgehends  isnr^ 
qiit  Beziehung  auf  den  Modul  \,  statt  y  zu  setzen.    Anfserdem  ist 

ix .  .  *  "        '        '  * " ' 

''^     TF*       "   \"       '  ■ ••■  ■■•••''■••• 

y  =  Vw-   **er;ier  ist  p^:i^lrW^'\hV^i'^    ''         ' 

;,  =  (-l)«'-).(t»y'A.   D»Y«W"-».-e-  «  ^.;f  ist,  so  ist 


cos  Jf^  e  H  »  «  e,  A  «  ft  «  c  <\4.i  «tiiiiAf.   .§»  29ft. 

Werden  auch  liioh4ii»«  W«rfiie(ibeii||(9t^  M  .«rikab^ 

I       ;!siiv  ae  y(^)\«otfaii4i(-f  3«))■l(tf4*4a)js|i(«4»6»).•.' 
...8n(tf+2(l» — !)«), 
l  —  snr  =  y'(^)a— <(tt>()(l--i»n(l»+2«))(l— sn(i«+4eo))... 

'.,.(1— sq(p«  +  2(ii— l)w)), 
l  +  sü»  =  |/(|5|^)(l  +  8p»)(l+80(f«  +  2üt)))(l+sn(t»+4eü))... 

...(l+8ii(iif+2(n— l)w)), 
i  —K  SD  ©  =i  y(^)(li:-*«to  «)(:i— *sii(*+2w))  (1— Ä^aA(t»+4«)) . . . 

V. .  (1— *«ü^+2(n— l)w)), 

l  +  Ä.  SU»  =  y'(|Sj)(l+*8nii)Cl+*sa(«4-2w))  (l+*sn(tt44al)) . .  • 

.,i.    ,       i.  '       .,.0+*8n(ii+2(i»-l)w)), 

CD  »  =  VCeS  *  ®'^**  •  cn(ti.f  2w)  CO  («+4w) . ..  ^«n  (ti4.2(ji-l)a>), 


t. 


2. 


du»  ?=^  y(^  .  di)if*^,dp(ii+?w)dn(ti+4w)....do(ti+2(ii-l)6ü), 
tnv  =s  |/(^)  .  tiv»^<ih(%Th2o^  ta(<«+4(rt>M..  to(t«+2(i>-.l)«). 
Aus  die8en  Formeln  folget'  dOcfii^  cb  8ncv  «=  j—  ist, 
sMt7«M  |^(<^)-eii«i*Mie(iHrai«!)siie(tf+4te>*»..«tc(««f2(ii-~l)w);  «beut 
cuc  V  5=  y  (j^i^)  cnc  u  cnc  (ii+2w)  cnc  C««+4(«») ....  cac  («+2(1»— 1)  w), 
dnc»  =s  /(j^)  dncM  dnc(i»+2w) dnc(ii+4w) .... dnc(tf+2(N — 1) w) , 

tBco«r  y(^  tee«  tac<ff+3(ji>}  iM(««f4<w>.r.,  toc(«-H2(ii'.l)(u), 

woraus  erhellet'  dafs  snv,  cnr^  dnr  ond  tnv  sich  in' sncr^  cnc 9,  dncr 
und  tncv  verwandeln,  wenn  K — u  statt  u  gesetzt  wird^  wemi  wui  nur 
beachtet,  daCs  — co  statt  eo  gesetzt  werden  darf,  ohne  die  Torstehenden 
Formeln  im  mindesten  zu  v^Adem.  Bezeichnen  wir  dei  fcum  Modul  K 
gehörigen  Modularr Quadranten. mit  üj  so  ist  sowohl 

V  =  (A.u,    als  auch    L — t;  ss  (i(K — ti),    und  also 
3.     Xt  c=a  fA«^JSl.      »     . 
Der  Quadrant  L  ist  mithin  reell,  wenn  ju  09  ist,  und  imaginär,   wenn  fi 
imaginär  ist. 

Setzt  man  in  der  Formel  fär  dnr^  u — 1£^  statt- tt,  fl^  i^rwandeU 


N  emn4;  e  knt  ^t    Äb^t%H\l  f.  '  $.  291  607 

nch  dt«  10  ^  imä  nrna  eriiftiti^  #entt  iia»»4eir  geftud^fHCüi  WeHb  ton  t^ 
mit  v^  bezeichnet,  ''''-' 

dnr'  =  ;-— .  ,   . 

Bezeichnet  man  nun  den  a^pm  Blodol  \^  gehörigen  Modiilär- Quadranten  mit 
£^',  so  ist  aoch  dn(r — inX')  =  — ,  qnd«aIso  da r^ t=;:  di| (r — wtL'),  oder 
r'  =  r — ntX.    Wird  also  u — iK^  statt  u  gesetzt,  so  .verwandelt  sich  v 
in  r — fitLV  mithin  verwandelt  arioh  ^ie  Gleicbang 
v=^(AU  iü  V'^niL'^=^ik{,u—iKf)y  ni^d  es  ist  also  nil/ss(ji.i]^\  oder 

4.      n.Zi' =tt.JK'.  . 

Ans  dieser  und  der  vorigien  Gleiiftfaüng  erlitt  'man  endiicli 

Die  Formeln  für  snr^  cnr^  dno.und  tnv  lassen  sich  auch  also  darstellen: 
snp  a=  y(-3^).  80t#.sn(t#+M)  m(fi'—.(/ii)  sn(M  +  2a))  8u(u — 2to>)*«. 

...  SU (ti+i(i» — l)w)sn(u — i(ii«~l)oti>9 
cnr  =y(jQ^.  catf.cn  (tf4-oü),(m(u---a^)cn(u  4*  26tfX^^     — 2oa)«.. 

^  .vöii(tf7hiC^-:-l)co)cn(tf— i(ii--l)a;), 
tBr5;ry(^.  tutf^üi(tf  +  6ü)tn(^-^c»)tn(i^4-2oa>K(«^— 2ot>)... 

•  ..  tn(tf +  4(if^0c^  tnCtf-K»-l)«). 
dnv s=  y (jLTjf)  •  do«*- dn(tf  +  w) dn(M — co) dn(^4-2w) dn(tf — 2«) . . . 

•-•dnCtf+.^{»-tf4)co)da(ö— |(n— l)w). 
Setzt  man  hierin  gleichzeitig  ^ü  statt,  k  und  ir  jstatt  v,   so  bleibt  die 
Gleichiing  r  =s:|üi.«  ungeandert  und  liian  erbSit  dadlbrch 
tnir  dn|r  =1tnlüMiu:tn(lu4^^^  UfaCiti^o)) 

'  X  th  (itf +2a))  dn  (itf  I|^;^co^ 
.• .  ta  (|,i+K|i^t)»)  da<*tf  4-4(i^-l>«)  teC»tf-"4{i*-l)  w)  dn  Chi— i{ii.^l)  co). 

Da  nun  aber  y^j— ^°^  —  tufn^dufi»  jstf  ntfeh  f.  St.,  so  haben  wir 

__  //l— <ftm   1—  ca.Cii+2«X  i—  cn'<ii— 2ia)         l~cnj^tfA(M-l)itf)  1— cn(ti— (»i-t)«^\ 
—^r  Vl+cnu  •l+TO(u+2«)  *•  i^pS^FI^W)  •  t«*-l+^Wlfii-Kii.l)«)  •  l+cn(w-(w.l)«)/' 


4. 


geriogeo  Abänderang,  , ■-.    .vi 

,i(^— cor  r=  i^(^)(l— cnwKl— cn(M  +  2w))(l— cuXif-t4w))... 
2    I  .1.(1 — 0B{u+2(n — l)co))  uod  die  Division  giebt 

1  +  cn»  =  |/(^)(l  +  cnM)(l+cn(u+2w))(l  +  ön<«»+4c«))3... 

li.-,:  |i-»  h  ■i..;-:     ■  .■  :..■...,■  ;•'  :.;...,!);i  '.'.  ;•■;..,;.    ;v..  (l"f  4«(ti-+2(n 1)«)), 

Böäcbtet'niau,  da(8VT^T-^=^^<^^i^'wci^M  l<^t)  so  leitt^t  maii  zonacbst 

o   '!./i—  da  y  _!'  J/i—inu   i—iaiu+iä)   1— dp(tt'+4a>)       '    1— cln(«4-2(w-l)*>)\ 

*•  y  1+d^  —  y  VT+din;  "Iip5twqF55)  "i'jfdi(«.f4to7'"' '« i+dn(tt+2(n-i)-y 
hi^i'^and  da /(it— dntt)/(l-f'<Jtiw)Äi^^^  so  Wbält  matt    ^ 

1-dnr  ==  j/(|^)a-d^^;(,l,^4c«^^^  ■ 

»^     .    -    -      ../(l— dn(M  +  2(»— l)w)), 

1  +  düP  =  |/(j^)(l+dnu)(d+dnV+2cü))Cl+dn(u+4w))... 

'■•    >^  ...(l+dn(ti  +  2(n— l)w)). 

•.••)!i-.-',-.':l>  «!'ij;  il-)iii!  ii'ii-'  li-i-'  •.!  -iiu  '-#»2*"''  •''''      "■■  '"•  '■'  ''"' 

Setet  man  äü<^  ili -^aelr  Fofind^^  t68.'rfit'VMd^\V;ißii^  sno,  so 
bat  riMmu.  |.      >y)ii-ii  ■:  \  -•'  A-;  V.;      ... 

1.      ^s»»  =»'  stt«#  +  8li(«-|i2w)  +  »ri(tt4-4cö) : :  .•;  +  stt(M.«H(«— l)w) 
••;   .      "^  )  "' ;  '-|-sn(W^i2w)  +  8D(ti — 4w)....  +  8n(i»r-(n — l)w). 
Setzt  manin  dieser 'Fötwd'fi-f^' JET'  stkt  ti,  litoddÜdb'snv  in  mit+niL') 
«  j-^  übergd*',' '  Ai  erhäM  man  ^^ ' ' 

2  f*    —     ^      I  ^  I  *  I  * 

;  ^v  ■T;Mit«~«i(#-|*2w)T«i{«+4«)****~8ii(«+(»— !)•) 

^ ^(i#-^;?<»>)  ^  8n(«— 4<*}     ,     ^  »n (a-(i»— 1)«) *, 
j^(etzt  mapt  in  der  FQrmeI.(14  S*  S91.  JC— tc,  «rtatt  ^tf,  9IS0  auch  L—v 
statt  f^aad  differeotiirt  man  dieselbe  Ipgarithmiseb.,  beachtend ,  daCi 

ai«g|/ftg£^«a]t(ir-awc*)«='X;di«»  ,M«6(*log«/l±^"^-^ar 

^T  1 — cneu  ^■-       ^^     '       CDU-      » -^^    ^       ^Tl— '■ene<'       Mi; 

andraadi.i9vs::;:.|&.d«  istyiSO'ieBbiU.'nwn- .  '  .  !  :     ' 

.       ^     JL  —  ——  A.        1  ,      1         V. 1 

*''**cn«;        cn«  "*"  cn(«+2»5T  ^(«+4«)  "*"  •"*'*"  cn(«+(n— !)•) 

/(■■'■''  ■    ','    ^         ■      (    >     .--l-.)!!-     *'  -li-i'J       \.f.i'.        '-U'-'"-j-  .Ij-  '         :       ■■■'■■ 


Neunzehnter    Abeekn^th   '§.  29l  $09 

Setzt  man  in  dieser  Fornel  ti +§  Jf'  statt  m,  alM^t^^^ri/'  statt  i>/  so  ver^ 
wandelt  sich  cnti  in  tj-. «und  cnr  in  -^.4-* •  Setzt  man  daher 

aufserdem  noch  K — u  statt  Uj   also   L^^v  statt  r^   so  erhalt  .man,  da 

f«^*  =  (— l)*^"-*Mst,  '         . 

i( — l)*^'*""*\y|x.cnr  =  cnii  +  cn(ti  +  2a))  +  cn(ii  +  4w)  +  ... 
.i.  +  cn(u  +  (n-r-l)w)  ; 
4-cn(ii  —  2co)  +  cn(ti — 4co)  +  ... 
.••  +  cn(ii — (n — 1)0)). 

»>»  aiog|/l±^^  =  a«(^r-ain(*(K-«),-i))=*'tDtt.a«i8t, 
80  erhält  man,  wenn  man  die  Formel  (3.)  $.  S91.  logarithmisch  differentürt, 
g     j-j^|».b»  =  toii  +  tn(ii  +  2cfü)  +  tn(i«+4w)  +  .,..  +  tn(«+(n---l)w) 
1  +tn(ii— 2w)  +  tn(ii— 4w).rf,,..  +  to(ii— (n-rl)w), 

Setzt  man  in  dieser  Formel  u — iK^  bUM  u,  abo  -jf^'*'^  ^^^>  ^  ▼er- 
wandelt sich  tnv  in  np— .     Wird  anCserdem  noch  K — u  statt  u  gesetzt, 

so  erh&lt  man 

.(^—i-^^-^Kfi.Aüv  to  dnfi  +  dn(u+2w)  +  dn(u4-4co)  +  ... 
l  ..•  +  dn(ti  +  (ii--l)6ü) 

*•    i  +dn(ii— 2«)  +  do(t#~46ü)+... 

l  M«  +  dn(w — («— t)oü). 

Uebrigens  halte  man  aach  alle  diese  Formeln  dqroh  dasselbe  Verfahren  herlen 
ten  kitanen,  dorcb  welches  die  erste  von  ihnen  $,  288.  hergeleitei  wwdm  ist 
Da  sn^(ti  +  (ti— a)oü)  =:sn^(ii — aou)  ist,  so  kami  die  Fonnel  (3.) 
$«288.  auch  also  dargestellt  werden: 

+sn*(ti— w)  +  sn'(ti— 2cw)  +  :.. + sn^  (u— ^<««1>^^ 
für 

*  =  sn^C(ü  +  sn^2oü  +  sn^3w+:,f+»ß'i(» — !)«• 

Nach  Formel  (1.  S.M.)  bat  man.  wenn  assz  i,  issQ,  o^ssO  und 
^'=:  l'cesetzt  wird. 


•iq  ^  •  un:^  ahntet    4i*«^hnitf.     §.  393. 

Gaqz  ebevao.lit  lik JBoieluwg  auf  des  Modal  ^  «neli . 

a    _t_ 


om-'-i'-s  ' 


and  da  nadh  S^  290.  ^  sis  n.^^  ist,  so  ist 

1       d&  »       dil 


Da  Ls^fi.K,  also  -^  ^^T^  ^^^'  ^^  reducirt  sich  die  vorige  Gleichong  auf 

DiflereDtiirt  man  also  die  Moduiargleichung,  d.h.  die  Gleichung  zwi^cbeo 
dem  alten  Modol  k  und  dem  neuen  7^  so  kann  man  auf  diesem  Wege  aus 
ihr  die  Grölse  desi  MoIfipUcators  fi  in  der  Gleichung  v  s  jüi.ti  als  eine 
Function  der  Moduln  K  nioAk,  oder  auch  als  ^ne  Runotk»  eitioa  dieser 
Moduln  herleiten. 

Die  Gleichungen  y-^^ip^  und  V'-zj-sszr  sind  im  Grunde  nur  3^wei 

verschiedene  Fonneu  der  vorMn  erwähnten  Modulafgleichungeu,  wenn  mau 
sich  au  die  $.88^  angegebenen  Bedeutungen  von  p'  und  r  erinnert 

Aufser  der  irorhin  erwähnten  Substitution  nten  Grades  gieb(  es  noch 
eine  Substitutiou  desselben  Grades,  wodurch  man  von  dem  Modul  K  zum 
Modul  A^  aurickgelaugt,  und  welche  insofern  als  die  umgekehrte  der  vert* 
gen  jmsuMheii  ist.  ^  Wird  dJBr  bei  dieser  Substitution  amuweodeode  Milti* 
pliCätor  mit  fi'  bezeichnet,  ho-  ist  auch 

n  _  ^^'^      dk  .       ^ 

Vflrd  diese  Gleichung  mit  der  vorigen  multiplicirt,  so  erhält  mau  (i^.fi^  sz  n\ 
odfer  auch 

Wir  fanden  wirklich  bei  den  Substitutionen  dritten  Grades  fA.fAsS,  und 
bei  den  Substitutionen  fflnften  Grades  die  Formel  (a.(i^=^5. 

Zusatz.  Aus  den  B^orineln  ^.  itdS.  ziehen' wir  noch  einige  be- 
merkeuswerthe  Folgerungen,  iudem  wir  das  Argument  ti  entweder  =  0 
oder  auch  u  =  K  setzen.  .«.;,'  '    \  f-  •    _ 

TT 


M»  u  n  3^*  k  H  i  B  r    Ab  t  •ttmiii.  ■  §.  291.  <|4 

•      Die  Formel  (!.>  4af8lbtt«igiebt,  weo#^  iM^sJE  gowiirf&inihl,  also 
aach  vs=  L:  i  .f 

Xu  "       "'"  •'  ^  '"      '  ■"■ 

1.      x"  =^  l+,2i;nc2cfü-f*2enc4ot>+2aQc6«ü.,...4-28QC(n — 1)m. 

Fe»*Der  ist      '   '  '  ■'''■^  \''"    •'■•  '    '■'■ 

3.  (—1)*^"-".^  =l+2cn2w+2cn4w+2cn6w+.v..+2cil<il^l)«üi 

4.  (—i)«"-«.  ^    ==l+2dn2w+2dn4w+2dQ6w+....+2da(«--l)cfü, 

g.    «94..      *....'•.-;  :-.    ,^'"       .,."' 

Die  umgekehrte  Substitution  nten  Grades,  wenn  n  Mie  in^erade  ganfie  SSlam  jg|t. 

Nach  S.t96.  ist  snr  =  ]/(x)  •  P  {«n(««+27co)}i  weii^.^  Zeichen 

P  eiu  Product  aus  den.  n  Factorea  bezeichnet ,  welche  mau  aus  dem  att« 

gemein  Factor  ra (11  +  27«)  dadordi  bildet,  dafii  man  der  verinderfiaben 

positiven  ganzen  Zahl  7  die  Werthe  0, 1,  2, 3....(ii~l)  beilegt. 

Vermehren  wir  nun  das  Argament  u  mch  bm 

^^   a'K+b'iX' 
n  ' 

SO  muCü,  wenn  die  vorige  Formel  richtig  bleiben  soll,  der  Gleichung  v  =s  jtx.ic 
gemäfs,  das  Argument  v  vermehrt  werden  um 

Da  aber  ff  und  b'  gauze  Zahlen  sind,  so  ist  wegen  derB^iebuog  auf,deii 
Modul  \i 

wi(v-\-^Ij-{-^H'iL')  =.  Bn(r+i^i:r)  und  also 

,„(„+l^z.)  =  y(^)  ;p{sn(«+^^-^^^--^>^-^/^*^.f*-^>^^)}, 

wenn  te  dieser  Fornel  nur  y  als  verMierli<Ae  positive  ganze  Zahl  lie«> 

(fAictitet  wir*.  -  «' 

77» 


CIt  ffJemnztknterAb$ekniit.     §.39«. 

;  SaIsH  wir  iMw  «y+W  S3  a  and  ky^k'i  es  ß,  mwum  rfiek- 
wftrts  folgt 

so  sieht  man,  dafs  alle  vier  Zahlen  a,  ß,  7,  ^  als  ganze  Zahlen  betmditjet 
werden  können,  wenn 

1.      <r*'— lo'  s=  ±1 
ist .  Dann  aber  ist     ; 

jj^     a  =  ±(«ß— *a),    y  =*  ±(*'»— «'ß)»  nnd  rfickwärts 

Die  Gleiobung.j(J.)  läfst  sich  aber  iauner  befriedigen,  wenn  a  nnd  6,  wie 
wir  jetzt  voraussetzen,  Primzahlen  zu  einander  sind. 

Sehen  wir  nun  auch  h  als  verSnderlicb  an,  indem  wir  ihm  der  R^e 
nach  die  Werthe  j'sO,  1,  2,  3,  ....(n— 1)  beilegen,  so  bekommen  a  und 
ß  der  Reihe  nach  dieselben,  auf  alle  mögUche  Arten  mit  einander  zn  ver- 
bindenden Werthe,  ond  es  ist  also 

Statt  in  dem  Aosdi-ncke  mlf  der  reebten  Seite  die  eben  genaimteD  Werthe  vob 
OL  uad  ß  zu  veribUideo^  ktain  man  auch  die  Werthe  a^s^Q^  ±1«  ±39>*«* 
...  +i(n— 1)  mit  0=*O;  ±1,  +2,  ±3,  ....  +i(n— 1)  verbindeiu  Be- 
rflcksichtigt  man  anfserdem  die  Formet  (I.)  S-  160.,  so  bat  man  endlich 

(-l)«-).sD(»ii)  ^  /(^).snrsn(r  +  i^)  sn  («'  +  ^)  ... 

Setzt  man  non 

2afL 
n 

ond  vergleicht  die  gefundene  Fprmel  mit  der  Formel  für  snv  $.  290.,  so 

sehen  wir  einen  hohen  Grad  der  UebereinstimmuDg,  welcher  es  möglich 

macht,  aüb  den  Formeln  g.  290.  fiberhaupt  auf  die  umgekehrten  Formeln  zu 

schliefsen.  Man  mufs  in  den  dortigen  Formeln  K  statt  k,  K'  statt  k'j  k  statt  X, 

k'  statt  KU  ^  statt  n,  a  statt  hy  also  m  statt  o»,  t^  statt  u  nnd  nti  statt  r 

setzen ;  dann  verwandeln  sie  sich  dadurch  in  die  umgekehrten  Formeln,  wenn 

man  aufserdem  ( — l)^^''~^)sn(nir)  statt  snr^  cn(itfi)  statt  cur^  dn(iiti)  statt  chiv 

nnd  (— 1)^^"-')tn(»ti)  statt  tnr  setzt.    Zu  demselben  Besultate  fuhrt  aoch 

die  Betrachtung  der  übrigen  Modnlarfunctionen  f  nur  tritt  in  Beziehang  anf 


Neunzehnter    AieeknitUi.  29t.  tlt 

den  MultiiriiMtor  ß'  bei  dieaer  Denen  Snbstitntion  ein  bemerkenswert  her 
Umstand  ein^  nämlich,  dafs,  wenn  man  v  äfaf  iSte  gegebene  nnd  nu 
als  das  daraus  hergeleitete  Argument  ansieht ,  und  also  'nii  es  fi\v  setzt, 
nicht  fA^  sondern  ( — l)^^^^Kfif  aus  dem  MuHiplicator  (jl  durch  die  an- 
gegebene Uebertragung  wird.  Aus  diesem  Grunde  verwandelt  sich  snv 
in  (— l)*^'^*>.sn(nii),  tnr  in  (— 1)*^"7*^ tu (nii),  aber  cur  in  cn(iitf)  nnd 
dnr  in  dn(iiii)»    Werden  die  Gleichungen 

nu  =  fA^.t    nnd    r  =s  (a.u 
mit  einander  verbunden,  so  erhalt  man 

(Ä.fA'  =  n; 
wie  schon  in  g.  893.  auf  einem  andern  Wege  gefunden  worden  ist  Hier- 
nach können  nun  nicht  blofs  aus  den  Formeln  S.t90.,  soiidern  adeh  aus 
denen  $.  291.  und  892.  ebensoviele  neue  Formeln  auf  die  einfachste  Weiflfc 
hergeleitet  werden,  und  es  mffssen  diese  neuen  Formeln  als  die  Umkeh- 
rungen der  frfiheren  angesehen  werden«. 

Ein  bemerkenswerther  besonderer  Fall  ist  der,  wenn  man  in  dem 

Ausdrucke 

2aK+2biK' 

Oü  =s   -^ 

n 

as=0  und  6=1  setzt;  dann  reducirt  sich  die  Gleichung  (1.)  auf — ba* 

s= — 1  oder  a^sssi.    Die  beiden  Substitutionen  nten  Grades  heifsen  ein^ 

fache  Substitutionen  dieses  Grades,  und  es  wird  der  Mflhe  werih  sein,  die 

sich  darauf  begehenden  Formeln  in  einiger  Vollstaadigkeit  auizustellen. 

S-  295. 

Die  erste  cAifkehe  Substitution  htes  Grades  for  6in  nngendes  n. 

Es  seien  K,  Kf,  JL,  L^  wieder  die  zu  den  Modidn  k,  kfy  X,  V 
gehörigen  Modularquadranten.    Ferner  sei  zur  Abkirzung 

1.       a  =  — ; 

...» 

alsdann  ist  in  den  Formeln  S.  290  —  298i.  ea  —  2at  zu  setzen.    Hiernach 
erhalten  wir  in  imaginären  Formen: 

_  /     4\ktw^i\(   »P2ai.sn4ai>sn6ai.*..8n(»t— l)ai  y 
'^         '        ^  \8iic2aj.8nc4at.8nc6at....8nc(n — l)ai/  * 

K  =5  A:"(snc2at.snc4at.snc6iii....snc(n— l)aty,^ 


K'  = 


(dii2ai.dn4aj.dn6ai.»««dn(ir— l>ai) 


4t 


St4  N  e  u  n:t  t  ^n^  vr-  JA  b  4  c  h  n  ii  i.      §.  295. 

f*  ""  ..      HKB4«i  T  «»pSo»,  •    »"«I2ai ^  «M,2{n— l)a«  '  /  .  . 

'  (—l)«-«^  =f  i-i:2dn4aiHT2dn8ff+2dal2ai..M+2dD2^    — l>««i 

^ -i^  l8iio4«ra*H^.2ano8^t-H28Dcl2at....  +  2«io2(n-^l)«i 

(— 1)«--').^  «  l+2cB4«t4^^2,(m8at  +  2onl2ai..»  +  2cn2(n— l)«i, 
^>  _  4  ■       2       ■       2;     |,       a  , 


t'    "~  *^  ctt4oi  ^  «08411  ^  <nl2at  "•'^  en2(n— l)aj  ' 

(-_l)i(»-o.^=  1+       2      ^      2      ^       2^  ^^^^^_2^^ 
^       '  ik'  '    da4ai    '    du8ot    '    dnl2ot  '   dn2(n — i)at 

Läfst  mau  die  imaginäre  Form  fanen,  so  erhält  man  in  reeller  Form  die  Formeln 

a  /  gu'2a.  gn*4o.  gn^fea....  8n^(»-t).o\*      /gii^2asu^4o gn^6a.... Bn*{n-i)ä\* 

^**VgniB'.2«.«iic'4a.*wfe'<Ja'.!    ilüc'(»-t)o/  *"V»n'a  gn^Sagn'Öa.    .8n'(n-l)a/  ' 

]^    '     • 

'^  **  C<lii'2«t.dii'4«.dD'«a.. ..  dn'Cn—l)  a})«  ' 

4.  V"=5  *'(8uc'2a snc'4a snc'G«  ..*. WK»'<n— l)o)* 
aA^Csn'tfsn'aasB'Stf.^wSn'CM — 2)«)*; 

(i  SS  l-|-2dn'4a-|-2dn'8a  +  2dn'12a....  +  2dn'2(»— 1)«, 

(—l)«"-!).^  _:  1^  __  4-  ^^j-g^  +  ^^J2i  •  •  •  •  +  8ne'2(»— l)a  ' 
Xfi  '         2  '       2  2  2 

T  "^  ^+  dä^T  +  In^ a"  +  IGMi?^  •**•+   dn'2(«— l)a   ♦ 

^     i;        -A    —  ^T  en/44,  +  w:8«  +  en'12« ^   en'2(n~l)a  ' 

^^  =:  l+2cn'4«  +  2cn'8a  +  2cn'12« |-2cn'2(»-.l)a, 

(-l)«-!).^  «.  i+2ano'4a4.2iMic^aa+2«oc'12«.«..,+2sijc'2(ii^l)a. 

Der  Formel  (80  «enäb  lat  ft  >  1 ,  nbdder  Formel  (4.)  gemäb  X'<  Ar'"/  um 

so  mehr  ist  K'<Zk'  und  lüso  K'^k*     . 

Die  sechs  letzten  Formeln  lassen  sich  noch   einfacher  darstellen. 

Es  ist  8n'(2Ä'— tt)  =  sn'«,  cn'(2K'— «)  =  —  cn'fi,  und  dn'(2iC'— 11) 

ssdtt'if.    Da  non  '2nassi2K'  ist,  so  tiaben  wir 
sn'(2(n— a)«)  = +sn'2aa  und  snc'(2(»— a)a)  =ss — snc'3aass— 8n'(n--2a)«. 
cn'(2(n— a)a)  ä  — cn'2aa    -    cnc'(2(n— a»  s=  +  cnc'2aa  «  4. cn'(n-2a)a, 
dn'(2(n— a)a)  =  +  dn'2aa    -    dnc'(2(«— «)«)  =  + dnc' 2 aa= +du'(n-2a>i. 

Benutzen  wir  diese  Formeln  und  setzen  aufserdem  zur  Abkürzung 


.»   . 


Jf  e  u  n  z  e  h  H-i  c  r    Ab.»  As^h  n  ii  i.      $.  2d5. 


<I5 


80  verwandeln  sich  die  erwähnten  sechs  Formen  in 

5.         ^  «SS  14-2dn'2arf  2dn'4a-f  2da'6a+....+2du'(n--l)aj 


6. 
7. 

8. 

9. 

10. 


tt  = 


va'a 


4-, 


*  •••  •  "j" 


— 2v 


8ii'3a  ^  8n'6a       8o'7a     *   ^  Bn'{«--2)« 

X  —  *  "•"  dn'2s  T  iaf^  "*■  d«'6«  ^••*  "^  dn<(M-l)c ' 

ijit  2  2,2  .         — 2v 

i  809'a 


+  v, 


••••  +  ; 


+", 


sae'Sc  ^  fflBC'ö«  ""  '  en6'(n — 2)b 
1— 2cn'2fl  +  2cn'4a--2cn'6a....  +  2vcn'(ii--l)«, 

2sn'a^2«n'3a+2sii'*«..«.— 2Rsn'(n— .2)a-hv. 
Die  AusdrftolEe  der  Modularqnadnuiten  sind>  wie  vprher, 
L  s:  fi.it,      £r'  SS  ^K',  also 

11. 


n 
K 


27  «••y 

Ndinien  wir  femer  ein  Ar^neot  »  =b  jte.«  nnd  besinn  alle  Modalar- 
fanctionen  dieses  Argumenta  auf  den  Modo!  K,  alle  flbrigen  Modolarfanctio- 
nen  hing^en  auf  den  kleineren  Modal  A  nnd  also  anf  denlüfodal  A;',  wenn 
der  conjngirte  za  oebnen  ist»  so  haben  wir  in  itaagiaieen  Formen: 

*"*'-yVT;-''""V«n(tt~2«<).en(t»-4«i)....8n(ti-(»-l)«iV' 

«„«-i/^^'*"\  ^..«  /on(««H-2«t).«a(«+4.at)....cn<:i«+(n— 1)«0V 
<'"''-yVljF"7*'"«*Vca(«-2a«).cn(tt-.4at)....cn(fi— (»-l)aO/ 
rf««*-i/^iL\  Jn«  /<to(«»+2flf).4ln(i»  +  4flt),...dn(ti+(n— l)at)\ 
"■*'-yV*'»;-"'»«*\do(i»— 2fli).d'»(»-'*«»)M..dn(tt-(n-l)a0y' 
.      _,//*'"^  /tn(u  +  2ai).tn(M+4a»)....tn(t«+<»— 1)«»)\. 


IS. 


Da 


sn(a4-^*)  fin(a — öt) 


:r-- 


l+ik»8n«atii'»ft' 
dn(a  +  ftOdn(«~*l)-^l?^jSV*  «-f 


13. 


CK  N  £  u  n  t  e  h  M\i  e  r    A  b  t  <  k  n  i  t  t,      §.295. 

ist,  80  haben  wir  in  reeller  Form  ' 
—  i/f!£.\  («>'«-ftB*«2o)(M««i+tiK*4a)....(»D«ti+tB*«(l>— l)a) 

•""  ~  y  V  A  /*"**•  (l+*Hn'»2a8n»«)(l+*»to'»4a8n»«)...(l+»»to'»(»»— i)«Mi*i«)  * 

_    f/k'k-'\  (cu«t«+|^cn"a)(cn»«  +  ^cn^'3a)-.(«"*«H-pr<"'^MH-2).) 

Cn  »  —  \\jpil)  et»  M  •         (i-.cii'»a6o.««){l-cn'»»a.cn»«)....(l— Ctt'*(»— 2)aeBi.) 


"°*'  — yW"/"""'      (1— «i'»2adn»«)(l— 8n'»4adii»«)....(l--«n'«(n— l)odn»»i)    ' 

tnr  — iZ/'i^^tn«  (tn*  t«+8ii^*2a)(tn*«i+8n^Ma)  ....(to«  w+«n'«  (»-t)g) 

,        —  y  V  iy*"»*(i^jty.gn/i2atn« «)(!+*'* sn'Mo  tu« «)..„(!+*'* •n'»(»i—l)«  tu««)' 

Weiter  haben  wir  io  iotaginärer  Form  die  Formel 

1     nu«-.Jr^\i     .„«^  /(l-TW(i»+4«))(ir-aii(t»+8ai))...(l-«.C««+2(ii-l)«m 
*''''"*^-yu*'-/'^'-®"''^\(l-sn(tt— 4«i))(l-an(u-8«i))...(l-snCM— 2(n-l)«i))/ 

Da  aber  aa(u±2iK')  ^  aüu,   en(u±2iK')  =^ —cau,  dn(i»±2fÄ0  = 
—  dnti,  tü(u±2iK')ts —Uku,  uIbo  anch 

aa(u-\-2(n — a)ai)  «  8n(u — 2««),    cn(ii+2<ii — a)«t)as  —  cn(w — ^2a«), 

cU)(|f  +  2(ii — a)«0  ^— do(i»— !-2a«0, 

«ttCn — ^2 (« — «)«•)  =3  •n(a(4*2a«),    cn(i» — 2(n-^m)  t=s — od (u  +2aai), 

do(tf-^(fi>— a)at)  BS  — dn(u-f  2aat), 
und  endlich 

tn(«  +  2(n— a)at)  SS— tn(tf— 2aat)   ond  tn(ti— 2(fi— a)aOss — tn(«4-2a(ii) 

ist,  80  lä£st  sich  die  vorige  Formel  also  darstellen: 

14.  1 — snp  ^ 

i/r*'*"Vl _«,«^  /(l— 8n(K+2iii))(l^sn(«+4«;)....(t— 8nCu+(«-l)«))\ 
yVjp:;^'     »"«^^Ql^snCK— 2at)>(l— sn(K-4«))....(l— 8nCu-(«-l>B))/ 
Ebenso  ist 

15.  l-f-ano  = 

T/r*'*"Vl4^«n«^  /'a  +  8u(ti  +  2«))(l+8n(ii+4«))....(l+sn(t«+(«— 1)«-))\ 
rvIF^>'^*T"''""^-V(l+Bn(ii--2«))Cl+8n(i#— 4«))....(14.sn(«-(n--l)at))j' 

16.  1  — \8np  s=s 

l/rÄri-Äsnii)  /(l-*sn(M+2<ii))a— *sn(««+4«))  ....(l~*sn(i«+(ii_i)4B))\ 
r  V*^/  '^  ^*  V(l— *sn(w— 2flt))  (1— *sn(t*-4«i)) ....  (l--*sn(i«— (n— l)«*))/ 

17.  i  +  A-MO  SS 

T/rilVi4.*,o«)  Al+*sn(t»+2«))(l+*sn(ii+4«))....(l+*8nC«  +  (Ji— l>ri))\ 
rVF^'^  T  ^•Va+*M»(t»-2nO)(l+*8ii(«-4fli))....(l+*sB(f«— («— l>B))j' 


18.  .1  — C»V  = 

l/r^Vl    cn«V  /'(^+Ca(u+2«))(l--OBOi.rh4«))....(l-vw(M+.(»c-l)«0)\ 
'  ^  */  \(1  rh  oa<M^2«)>(4--  CD  (u-e4i|i)),.>.(l— voo  («—  (n-l)aO)y ' 

19.  1+CD»   = 

rVi  J\  ^       ''■  V(l— ob(ii-^«))(1  +  cii(u— 4ai))....(l+vcn(t«— (n— 1)«))^ ' 


•;1;- 


«0.        ,;1 dnV.   ?rT!.-.:  i-^ 


}/\k^A  ^\(l+dn(ii—2«i))M— du(«»r-4«))-'--(l— ydnCtt-Ci!--!)«))/* 

!:  81l    .:     l  +  dfl»   C=     .;....     , 

rVW^  -r       >'-\^(i_dn(u— 2a»))(l+dn(ii— 4«i))....(l+vdn(t«-(«-Tl)^-))y' 

«2.  '  ^aAV  ämi u ^ 9n(u  +2a<)4- sir(«  +4at') »u;.  -f. sn (li ^'(n—l)aiy 
i^Bn(u—;-^a!i^,'\(Sn(u — 4at)«'**  +  8D(M — (n — l)ät), 
23        j*_  __     1    _■  t  t  1         ...,J 1 

l'  t    .■->  /.•'      1      ••     '     ■■..       •       •  1  ■• 

"^  8n(tt— 2«)  "^  8n(M— 4«)  ••••■^  8n(i«— («— l)ai)  ' 

24      i>    J <  '  *  I     '     '<^'       "      I         1 

•         4'   '  ca.?  ~";  cn«       qi(tt-f2ai>  T  cn(H+44^)„     T:rT  cü(i«+(n— 1)«»)  ' 

11  •.  » 

~  cn(u+2ai)  '^*  cn(«— 4«)'^  +LV^;,H- ^^^--^---jpj— ,. 

26.    v.-c-env  —  cum — cn(u+2ai)r|-c»(u+4«i) |-...4-vcn(ti-|<(ft — 1)«) 

:   —  od(i«— 2<ii)-f-cn(a— 4«) )-...  +  vcn(tf-r-(fi — 1)«), 

26.     v,|«dorÄ.dii|i7-.dn(f«+2«)+.dn(«+4<w> |-...».'|-v.dfi0i4-(fi — l)at) 

t:-^(«— 2at)-{*dD(i«4-4a}) {-••••Hr,¥.dfi;(tf— X»— li)oO) 

«7.  ^tn»=s  tnw— tn(tf+2«)  +  en(i«+4«)~  +  -..  +  vto(i»+(n— Orfi)  '' 
—  tu(i#-T2aO  +  tn(u— 4«i)  — +,...+i>toC»— (n— l)«i), 

28.    (^Jsn'pss  8D»«  +  8n»(tt+2«0+«n»(«+4«t)M,.+w'(i«+(iirml)»> 

für    f  =  lD'*2a  +  tii"4«  +  tD''6«....  +  tn«(n— 1)0. 

Dividirt  maD  (16.)  dovch  (14)  and  oiwait  :fMif  bfi^en:,Seitea  di^;  iHUficr 
liehen. IjtqgaritliiBe«,  .119  luU  niao  ,  ! 


«fS  N  e  u  H  »>«  h  Ht  er    AI  »  e  k'H  v^t  t,      $.29«. 

tt.'     itmv^ 

oder  auch  :  > 

/((■'v    )^aiiit>scs3.£ain«4'2!^MC^a(dn'9a99M)  +  2.f«cwo(dn'4a8nw)... 
■  KV  ■■■>■  •    (  :'        .  .»*  +  2iP«rc»in(^n'(n— t)«.sa«X 

du 

Maltiplicirt  man  die  Gleichung  (24.)  mit  ^^=  Bu  and  integrirt  dieselbe, 

j'^'lsö  erhält  man  '•  '^^' 

■^•■(••••^  ■■'    •■  ■    36.    -v-anit« 

ainw — am(M4-2a«)  +  ani(ti4-4*f)  — ani(W+6a»)....  +  vam(t«+(tt — l)«t) 
— ain(w'-^2at)  +  »'«'(^*-^««)^*^»'"(« — 6«t>..4-;+»irtp(«-rr-(n — l)ai) 
'••  lödir-        ->■      ■•  ■.■}):•.. 

,^amr  =  amM,--2»rctng(^)+2arc»og(-J5^)-2arcUng(,^ 

oder  auch    ' 

amr  =  2arctang(^^)-2arc  tDg^ö^^ 

• 2vai:ctaDg(^^,^^^^ 

Es  bedarf  der  Erinnerang  nieht,  dafs  auch  die  Formeln  (14.  bisr  28.)  leicht 
in  reellen  Formen  darg^tellt  werden  können. 

gi;  296. 
- '  '^'    Di<&  Weil^  emfache  und  uilig^ehrtef' Shifistitation  nihn  Grades  für  ein  ungerades  n. 

/v.  (-  M   |S^^^e  durch  die  Formeln  $.295.  die^odularfonctioneh  des  Argii- 

'^^'ilienf^t^V^iiiitd&m  'Modul  K  auf  Modülariltnctionen  des  Argumentes  u  mit 

de^  kleii\er.9n  Modul  k  zurQckgeftfhrt  werden,  ßf>  lassen  ,9ich  umgekehit, 

ohne  das  Verfaältiyfs .  t?  = /A .  ti  2u  änderfi,  die  auf  den  Modul  k  bezogenen 

Moduiarfunclionen  des  Arguments  nu  durch  Modularfunctionen  von  v   mit 

.  .  .döM  Modid  X^  äu^drtteken. 

^'  *  Setzen  wfr  zur  AbkArzimg' 

••I.       '•■frf  ^=r   -^ 
n  ' 

so  baberi^  Wit^,'  w^enn  #ir  atich  alle  ModülarAindtionen  derYielfaefaeti  von^ 
b  auf  den  Modul  K  beziehen,  nach  $.294.  «tff  &fk  StelKfe  «e  FAMrtelii 


ür  e  M  M  a  e  » 4»  «  e  r    Ab  4<*hH  t,     §.296.  (J9 

!  '         3.      .   *,==  ^?(8nisi^3Ssn^*..,^?n(ii— 2)*)*,       ).     :  • 

/'  (dn26dn46dii6^.:..dii(»— 1)5)«  * 

Werden  dii^se  Forindh  mit  den  ^örmeiu  (1.  bii^'40  $.2^5.  verglicbeu,  qo 
siebt  iiiian,  d^rs  no6h'eiiie  andere' Ueberti'ägäiiig  nöglicib  ist,  wobei  man  K 
mit  A^,  V  mit  k,  also  a  mit  6  nnd  ft  mit'  |u'  vertadscht.  Aieruaeh  ver- 
wandet sich  die  Fo^iireln  (6.  bis  11.)  g.  W5.,  wenn  wieder  j;  ^  (^l)«—') 
gesetzt  wird,  In 

ö.  |üi'  =  l  +  2dn2*  +  2dn4*+'2dn6*....  +  2dn(»— 1)*, 

^*  '*'  ~  iSÄ~iE3?"^i^65~^^  •••*""  an  (»^2)6+"* 

7         *>1  —  1x2.2.2,  ,  ■        2 

e         *>   -I       2        '       2'    "•  '. '      2  _,  2»  ,  .. 

9.       -^  —  l—2cn2Ä+2cn4»—2en6* +  —  .... +2i»cn(«—l)*, 
10.      -^  =  28nft-T»8ft3*  +  2s<i5*-*^  +  .*..— 2v«ft(n— 2)J-|-v, 


11.        K'==ß'.L%      K^^.L,      J^=n.^: 
Aufserdem  haben  wir 

1«.    sn(n«)=  y(,T;-«"«'\s„(2*-r).(sn(4*-r)....sn((n~l)Ä-r.)J' 
13     cnr«iiWi/r*'*"^  ßn»  /cn(2*+i»).cn(4*+r)....cn((n-l)*+*)\ 

13.  cn(««)--y(^W-c»«'-(^^„(2*-r).cn(4*--r)....cn((»--l)*--r)j' 

«>.     ^/\        //ft\  j       /dn(2*  +  t7).dn(4ft  +  »)....dn((n— l)*+p)\ 

14,  dn(ntt)=  v(3^).dn».(  ,  ,^.       '    ,  ,. .       \      ,  ))      ^(.       M» 

^     '       rU'V  \dn(26 — »).dn(4ft— »)....dn((»— -1)*— »)/V 

ifi      #„^«-^_,/r^'"^    *n«  /'tn(2*  +  «')-tn(4*  +  »)....tn((n-l)i4-»)\ 

Statt  der  Formeln  (14.  bis  19.)  $.296.  haben  wir  nnn 

16.      1 — v.«u(ny)  ^tss 
_//*a-N  /(l+sn(»+2*))(l— sn(»+46)).."Cl— V8n(p+(a-l)*))\ 

yUW*^^~^"*'^\(H.sn(r— 2*))(1— sn(»-4ft)),.,.jCl— V8n(e-<»-i)*))/ 

.17.       l+v.snCn«)  = 
i//^*'*"^  /1-L.     -%  /(l-8n(»+2*))(l+»n(«'+4*)).-.(l  +  J'sn(p+(ii-i)4))\ 
rV07;?>Ai-t-«»»^»^(l^g„(,^2*))(i4-»n(t>-4*))....(l+v8n(p— (it-l)J))/ 


6M  N  e  u  n  A  t  k  n<t  *  r  ^'' Ä  b  »  e  %  n  i  t  t.     $.  296. 

18.  1-^01^(11«}  rs 

Jr^  fi     n„«^  /(l+cn(p+2*))(f-;cii(fc+W)) .... (:i-vcD(p+(»-l)*))\ 
r  V*>^*— '^"*'^\^(l+cn(p-2ft))(l^öti'(p— 4*)) ....  (t- VCD  (»— (♦*-!)  *»y' 

19,  l  +  cn(iiti)  = 

..      .;.,.,!■•■•        .-^O.  ,    l-v.dp(it«)  ==.-. 
j^y^,;.(,i      «»«'^\^(l_du(„__2J))(|_d„(p__4Ä))....(l_dll(»— (Jl— l)*))y' 

i/rh.\  Ma.H.«^  /(i+*'(«'+2*))(l+du(r+4*))....(l+dn(r+(i»-l)*))\ 

22.       1— vjt;sn(«t«)  ==  , 

i/r*''!  n-K«««^  /a+\8u(r+2*)Xl-\M(»+4*))..:.a-v\8n(r+(n-l)*»\ 

i/r*'^  nxx«..«^  /(l-\8n(p4-2*))(l+\8n(p+4*))....(l+vÄ.8ii(»+(i^-l)*))\ 
rVl^>''^*T'^     ^\(l~\8u(»^2*)Xt4'\so(^--4*))..*.(l+i'A.»u('^»^-l)*))/ 
Ferner  erhalten  wir  noch 

t4.   -f- . SU  (nu)  SS  8n  V — sn  (»+2*)  +  sn  (o+4J) h  •  •  •  • + vaa{V'^^n-l)b) 

— sn(«>— 2*)-|*Bn(t»— 4*)— »4'"«'  +  >'*n(*' — ("-l)*)» 

e«        _^ L  _        ^        4.         t        _  .         ".  "  » 

*"•         8ii(»M)^8n«,      «i(«+26)T.»9,(f  +  *4)       T*""^8n(r+(«— 1)6) 


ao(v-2b)^sa(,v—Ab)       ^        ^  ^  8n(»— (»—!)*)  > 
***•     A''*'cn(n«)""cn«;      cn(i;+26)'*'cn(v  +  4ft)       **"*•••  + cn(t;+(n— 1)6) 

'  ■  •  ■•     1   '     ':■■  '  t  "       .,. .       ,    ,        V 

cn(t;-^26)"'"cn(t;  — 46)  =  '"*'""'^<!ü(r— (n— 1)6)» 

«7.  ji»'.  cn  (n  tt)  5=  cn  p  —  ch  (»  +26)  +  co  (»+4ft) — 4-  •  •  •  •  +  v  cb  (e + (» — 1 )  *) 

— cn(t>— 25)+cn(*— 4*) 1- |-vcn(»— (n— 1)*), 

28.    ^|«'.tn(»tt)srr  tn»  +  tn(*  +  2*)+ln(r+4ft)  + 1- tB(p+(n— 1)6) 

+  tn(t>— 26)  +  tn(t?— 46) -f  .; . .  +  tn(t>— (n— 1)6), 
89.    ,|»'.du(ntt)  =  dnt>+dn(»  +  26)  +  dn(t?4-46)+....  +  dn(i>  +  (»— 1)6) 


/ 


;  V  v. 


il. 


+  dn(ö^26)+d5(f--46)  +  ....+4p(»^(ii-.l)«), 


•:»!  <     !■ 


N9»Hxekmt0r    Abtehnitt,      §.297.  6SI 

'    •• '         ^    30.     ;(^g)*sö»Cnti)    • 

=  sn'p+sn»(t)-|-2*)  +  sn'(P-f4*)  +  ....  +  sn»(t)+(n— 1)4)_ 
'     -|-8n*(e— 2*)  + 8u»(»1^4;jl) +'.... +  sn»(»—(n-l)*) 
far  •  •♦  aa  «ii»2*+bM»46+8ir'©6  4- .... -|-sn'(n— 1)*. 

DividJrt  ipan  die  Gleichaog  (tl)  därbh  (16.),  zieht'  auf  beiden  Seifen  die 
Qäadralwdrze)  tiuäi  and  nimmt  diiö  nätdiiicben  Logarithmen  auf  beiden  Sei- 
ten,  so  erhält  man '  ' 

^  ?amfc-^?am(»  +  2*)  +  ?aW(i>4-45>— +  ....  +  v:£am(t»  +  (ii— 1)*) 

'    — ?am(»^2*)  +  ?am(rs-4») H....  +  v.!?am(»— (n— 1)*), 

oder 

?am(nti)  =  2iearcain(^-^.2ffafC8ia(^^+ — ... 

Mnltipliciri  man 'die  Gleichung  (29.)  mit  ^^  =s  dr  und  integrirt  sie,  so 
erhält  man 

8«.      am(nti)=rain&  +  ain(r4-!26)-f  aiii(r+46)-)-....4-am(t;+(it — 1)6) 
+  aiii(r — 34)  +  nm(v-^U)  -[-,.,,-[-  aiii(f — (n — l)ft), 
oder 

ain(nfi)  =  aiiiv  +  2arotang(dn26.tnti)-|-2arcbiog(do4i.lnfi)+ ... 

...  +  2BrcUng(dn(n-'i)bAnu). 

S.  «»7. 

Die  Formeln  $•  896.  stehen  im  engsten  Zosammenhange  mit  den 
Formeln  $.  895. ,  Jene  drucken  Functionen  des  Arguments  nu  mit  dem  Mo- 
dul k  aus  durch  Functionen  des  Arguments  r  mit  dem  gröberen  Modul  A.; 
diese  hingegen  drucken  die  Functionen  des  Arguments  v  mit  demselben 
Modul  K  aas  dbrdi  Functionen  des  Arguments  u.  Insofern  erscheinen  die 
ünen  als  die  umgekehrten  der  anderen. 

Eliminirt  man  die  Functionen  des  Arguments  r^  so  erhält  man  For- 
meln, welche  die  Functionen  dies  Arguments  nu  mit  dem  Modul  k  aus- 
dräcken  durch  Functionen  des  Arguments  n  mit  demselben  Modul  k;  daher 
erscheint  auch. die  eine  Substitution  als  eine  Ergänzung  der  andern  zur 
Vervielfältigung  des  Arguments.  Insofern  sind  die  Formeln  §.  295.  und 
S.  896.  als  zu  einem  Systeme  gehörig  anzusehen. 


622  Neunzehnter    A  b  ei  e  k  n  i  it.    ^§.  297. 

Man  erhält  aber  noch  leicht  ein  ft weites,  solches  System  vou  ebeu 
so  vielen  Formeln,  wenn  man  statt  der  Grandgröfsen 

HS—  und  6  =£  —  die  Grundgröüsien  a  =  —  -.und  (  =:  —  nimiiit, 

w^elcbes  darauf  hinausläuft,  dafis  .iQBUi.die  Moduh^  k  und  K-nna  mit  K  undk 
bezeichnet,  zugleich  aber  die  ZeicbQ^  .fi  und  r  niit  einander  vertayscifL 
Es  versteht  sich  von  selbst,  daCi.^ipic|i2^itig  K  mit  ü  und  JBC^.  mit>L^  ver- 
tauscht  werden  müssen;  die  Zeichen  der  Multiplicator^u,  (x  und  (jtf  s=z — 
können  beibehalten  werden.  Nehmen  wir  aber  an,  dafs  u,  k,  k%  K  und 
K'  dieselben  Bedeutungen  haben,  wie  vorhin,  so  haben  \,  V,  JL,  L/,  fi,  (l' 
und  V  andere  Bedeutungen  als  in  den  Formeln  des  vorigen.  Systems.  Es 
ist  nun 

1.     11=:  (i.vss-^.v,  wena  Wieder  ji.fi^zxn  ge^öttt  wird; 


Btk  —  .sn — .80 —  ....  sn 1/ 

^  i        H  n  n  n 

*•    **  =    — IT W — 517 ^ü^TT 

I  aik  aw\ an  k  an  __^-__    m  .' 
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n  n  H 


pit  dem  Modul  h/^ 


2K 

4K 

6K 

w  — 

i 

K 

sn 

.sn 

n  ' 

sn 

•  «■ 

i^an 

—— 

n 

n 

n 

k 

3K 

bK 

n— 

-2 

K 

sn 

— 

.sn 

1 

sn 

« 

•  • 

.  sn 

— 

n 

n 

n 

n 

/ 

3.     (üi'  =  I  — ^    .    o*j^ Tx — """ — Z3 —    Pi'  ^®"  Modul  Ar; 


4.  Ä'  =  \'"(sn — .sn — •sn-T-...,sn^^^ — L']  mit  dem  Modul  K'; 

5.  k  ^  j-^jj-j^j—^ ^_^  „it  dem  Modul  Ä.'; 

Idn  —  an  —  an ....an U\ 

\       n         n         n  »        /  .  t:      j  ; 

6.  K^  =s  ^ — -~ — ~-p — -— 1- — -—  mit.äem  Modul  Üb; 

(doHdnMdnM....dn?!^jr)  ' 

^       n  n  H  n        y 

7.  ^  =^Ä»(8n^8n^sn^....8n'^=^Äy  mit  dÄÄ  Moda*. 

^       2  2  M  n         y 

Dieser  letzten  Gleichung  gemäfs  ist  K<^k%  und  es  nähert  sich  also  K  desto 
mehr  der  Grenze  Null,  je  gröfser  die  ganze  Zahl  genommen  wird. 

Nehmen  wir  die  angezeigte  Veränderung,  mit  den  Formeln  (18.) 
S.S95.  vor  und  beachten,  dafs  nun  K^a.L  und  K't:=if^.  also  — 
=  —  ist,  so  erhalten  wir  Formeln,  welche  sich  leicht  also  darstellen  lassen: 


JT«  41  HX  m  Am  '«  to  r  '  Ü  A  «  <c  A  n  f  i  #.      §.  297. 


«93 


1  M 

cntis-^.  cn  — 


dnti  =  -jr^ .  do  — 

iV  /4 


•n' 


''"\^~^^^j^m^'^^' 


wenn  man  Kur  AbkOrzong'  setzt:' 

AT  =  (l-T^'^sn'  ^i^  sn»  p^Cl— ^'sn'  Ü^  sn»  p)  . .. 

oder 
oder  aacb 


M. 


Whrd  nun  i»  anendUrh  gntfs  geBommen^  wodurch  der  Modal  \s=?0,  alsa 
L  =  ^T  wird,  so  wird  der  Gleichung  Jf  =  jüiZ/  getnäfs  —  =  ^  =  ij, 
sn— =  sini)ii,    cn— =  co8ijti,    dn— =1,    sn ss  sin(ai}fJK.')  = 

t®irt(B»lKO,  •*nc^'=S=:cn^'f^  =i  co8(ai)iJfO  =  €oö(aijJCO;  daher 
haben  wir  i  ■     :...;.i  ;  '■• 

1      .        /.  ,      8in*i;M   NA  •      •in*'?«    NA  i      sin*  17«    \ 

^^^^     ■/>;  ;      sin«»«  y.,    >  bV»«;«   W.  ■      sin«i?,7-N ' 

.i;  ;_.,,        .VT,®in»«jBC'/V"^ein»3i;i:VV"«"®ln»5i;JC'/**** 


COS 


6S4  N  e.u  n  z  e  h  n  i  e  r    d.  b  0  c  ^^ni 4  .h^^  Vv296. 

Diese  unendlichen  Prodnete,  stimmen  aber  mit  den  Formeln  (6,  7, 8.)  $.  IM. 


II' 


TöUig  ubCfrein. 

AnF  ähnliche  Weise  lassen  sich  die  ModoUurfbnctiön^h  als  dnendlicbe 
Reihen  darstellen,  indem  man  sie  auf  Modularfunctionen  mit  dem  Modal 
Null,  d.,h.  auf  Potensialfuikctionen  zuröckfuhrt, 

.     8.  Ä98:;  ■/  /  '■ 

Umformung  der  Moduiar- Integrale  von  der  ersten. Art  di|re|iJ8ii|>fetitutioi|  i^i^a  Giadoi; 
wenn  n  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist. 

Multiplicirt  man   die  Gleichung  (88.)  §;  896.  mit  k^  und   sabtrabirt 
dann  jede  Seite  von  n,  so  erhält  man 

n — K^fi^an'^v  =  n — (üi^+jüi'dn^r  = 

dn^M  +  dn^(«i  +  H^')  +  dn^(w  +  ^)-../+dii'j[w 

und  hierin  ist   l'  =  ta''  ^  +  to«  M^  +  tn^^  +  . . . .  +  tn'*  ^  K. 

Diese  GleicboDg  kann  noch  einfacher  darges^Ilt..  werden.':  Den  FormelB 
(18.)  $.  895.  gemäfs  ist  dnr  =:  0  för  dnt«  =6.  Da  non  dn(JK;+tlC')  =  0 
und  dn(t<  +  •'^+*-'^0  ^  *A^tntf  ist,  so  erhalten  wir,  #«in  wir  u  =s  M-{i-iK' 
setzen,  die  Gleichung 

wenn  wir  zur  Abknrzang  )> 

1.      ,/=:sn«^  +  sn«l^  +  sn'^^;..,  +  sn'»^JC'   (mod.  *') 
setzen;  folglich  redacirt  sich  die  vorige  Gleichung  auf 

-'2*'V+dn'tt  +  dn'(ti  +  ^)  +  dn»(u  +  i^)....+dn'(i,+Ö!z:^) 
+  dn^(«-'2-^)  +  dn'(.-i^)...+dn'(«-(=4^> 

Wii^d  diese  Gleichung  mit  --^  s=:  dti   multiplicirt  und  iotegrirt,    ao   er- 
giebt  sich 


IfemmzeknterAbachuHU     §.  298.  6S6 

-2*-^.«+el,  +  e<«+=^)+''el(.+l^)  +  ....  +  el(»  +  'it^:l^^ 

Hierdurch  ist  bereits  die  Faoetion  elv  mit  dem  Modul  K  auf  Functiooen 
mit  dem  kleinereu  Modul  k  zurückgeführt«  Es  sei  elv  =:P,  wenn  v^s^L 
genommen  wird,  so  wie  elu  =:  £7  fär  i«  «=  jK.  Werden  die  Moduln  mit  den 
eonjugirten  vertauscht,  so  verwandeln  sich  F  in  P'  und  E  in  E\  Setzen 
wir  nun  u^i^K,  also  r  s=  L,  und  beachten  die  Formel 

el(K+w)  +  el(J5:— w)  =  2E, 
so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (8.)  in 

3.      fA.F  =  -^2k'\8\K+n.E. 

Da  aufaerdem  v=^ß.u  und  L^=^u..K,  also  x  ^^  IT  '^'  ^^  verwandelt 
sich  die  vorige  Gleichung,  wenn  sie  hiermit  multiplicirt  wird,  In 

F  E 

und  wird  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  (8.)  subtrahirt,  so  entsteht 

4.      (i(e\v  —  -^r)  = 
^,.|«  +  el,+el(-+2^)  +  el(«+^)....  +  el(»+i!ir:iH£) 

+  el(t« —)  +  e\u —)...,+e\{u^'      J      ). 

Da  el(a+*)  +  el(a— 6)ss2ela— Ä*8nasB4(sn(a  +  *) — sn(a— 4))  ist,  so 
kann  die  vorige  Gleichaog  aacb  also  dargestellt  werden: 

5.      ii(elv--j^v)^ 


n(eltf — j^tf) +3A*snti  cntidnti 


sn'* sn'* 

n  ,  n 


1 — sn'* dn*  u         1— sn'* dn»  u 


sn 


/s 


n 
n— t 


...+ 


Wir  stellen  denselben  Ansdmck  noch  auf  eine  andere  Ar(  dar.    Es  ist 

zunächst 

7f 


(|£6  BfeunzeknlerAb^tknitt.      §.  29& 

]|ps  gßi  .2 — ^  ja  an' 


fi(elt^ — ^ti)— Ssoficntiini« 


n  n 

n— 1  . 

...  +  — 


,  ilJ »*  t 


E8  ist  aber  ksnt^m'^  ••..,...  '^_t.  ^  Aji'^^  ^  "•  '^• 
Hiernach  haben  wir  .    , 

sn'u  —  sn' 8n*w  —  sn«  

'  j^    29m4cnMdnu  |^       28Ducnf#4iii« 

■  ....■■'*        *|*^  "  ' — r^ — '  'Ä*  *'tf^    t^t.<T7    "f    ■■■nini     tfu    ■■'»■% 

8n*a  —  811* 8n*u  — SU* iKf 

»  n 

Aus  der  Gleichung  (3.)  leiten  wir  eine  Gleichung  her,  welche  die  coa- 
jugirten  Quadranten  betrifft.  Multiplicireu  wir  dieselbe  mit  n  —  =  K'^  so 
erhalten  wir  zunächst 

ÜH  aber  nach  tegmär^s  Satze  EK' +E'K'-~KK'  i=:  FV  +  F^L-^LL' 
=7  {ff»  alM  auch 

uFL'-^-nFL  —  nLL' =:  nEK'+nE'K—nKK' 

Ist,  so  erhalten  wii'  durch  Sabtractiou 

nL(L*—F')^(—'ik'^a'-\-A')KJS*^nE*K," 

und  wird  diese  Gleichung  diorcb  L  ssfi.JC  dividirt,  so  entsteht 

,      7.      (1(1/— F')  «=  —  ^*^"''  K'+K—E', 

Nach  $.  899.  ist  für  K  s  iK'  das  Argiv«ent  »  m  fkilt\  ai««(  ist  «94^ 
för  ur=iik',   t>t=ZniL\ 

Setzen  wir  nun  in  der  Formel  (2.)  wirklich  u  =  2iK*,  also 
v'r=2niL'i  und  beachten,  dafs  el(2iK')=s2i(K'—E'),  el{2nilj')  = 
2 #1  (!;<'— /P),  ferner  el(2tliC'+«)  +  el(2iJiC'— «)  =  4i(K'— JB')  ist,  so  ist 

y..2ni{L'^F')  =  —2k^8'.2iK'-\'2ni{K'—E'), 
und  wird  dlbse  Öleichung  durch  2  nj  dividirt,  so 'erhalte  <«rfr  ^lefori^h 


.ll» 


Wollen  wir  noo  Formeln  herleiten ^  welche. die  umgelLehrt^n  sind 
im  Vergleiche  mit  denen  %.  298.,  so  mössen  wir  yon  der  ti^ormel  (dO.)  %.  296. 
ausgehen.  MultipUcireu  wir  dieselbe  mit  7^}  und  f  nbtlahiren  sie  dann  von  n, 
so  erhalten  wir  ,         .,, ;  .  , -  ,; 

»— jt4^+fA''dn'(nti)  = 

dn^r  +  dn^(r  +  ^)  +  du^(^  +  ^)....  +  dn^^(^^^  . 

+  dn^(r-^)  +  dn^(.-^)....^ 

wenn  wieder  gesetzt  wird  s  =  sn^ 1- sn^ (- sn^  —  ••  ••  +  sn^ ^*~   JL. 

Da  nach  Formel  (14.)  $.296.  dn(nti)  =  0  für  Antf  —  O  ist^  so  setze«  wir 
r  =  !;+•£';  wodörch  wir,  da  dn(w  +  Jr4.fiC0  :sä  lÄ'tnt«  =r -J-  Ist, 
erhalten: 

wenn  wir  setzen: 

10» .__        .  |||B |||i ,—  In» r  1 

n  n  n  n 

und  der  vorige  Ausdi^bck  reducirt  sich  alisio  auf  ' '  '  '*' 

lüi'Mn^(fiu)  =  2i  +  dn^r  +  dn'(r  +  ^)  +  dn*(t^  +  ^^^ 

+  dn'(r--^)+dn^(r-^)...  +  dn^(;,_?^^ 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  —-^  s=sdv,  und  integrirt,  so  entsteht 

9.      |»'.el(ft«)  =s 

+  el(.-^)  +  el(r-i^)....  +  el(r-^i.), 

und  hierdurch  ist  die  Function  el(nti)  mit  deim  Modul  k  auf  ähnliche  Func- 
tionen mit  dem  gröfseren  Modul  K  zuräcftgeftihrt,  welche  sämmtlicb  reell 
sind.    Da  für  vd^L,  u^Kist^  aUo  ^l(nu)s=intt,  so  erhalten  wir 


(i'.n.E  s  2t.L^n.F,   oder  auch 

79* 


r.i    •! 


3-    f^'-ß.^T-^f^'i    ■■■.-■■•  .-...    .W 


698  ileunzeknier    Abaekniti,     §.299. 

Da  fttf  sfx'.v  and  nK  —  fi'.L,  also  7  =  -7-  i^?   »o  erhät  man,  wenn 

diQse  Gleichung  mit  der  yorigen  multiplicirt  wird, 

B  F 

and  wird  diese  Gleichung  von  (9.)  subtrahirt,  so  entsteht 

4.     (»'(el(ii«)— Jnii)  = 

-ii.^.r+elp  +  el(r+^)  +  el(»+^)....+'el(f+^i>) 
+  el(.-^)  +  ei(.-^)....  +  el(t,-^JD). 
Da  ^.nu=^^+fjL.j^  and  nach  «.  298.  jüi.^.ü^— 2*'^yu  +  ^  .im 
iat,  80  ist  -4^=:  2A:'^«'u9  und  da  v^^fi.u  ist,  so  ist  eodlioh 

Zusatz.  Nach  $.  294.  können  ans  den  Formeln  g.  898.  nnd  899. 
noch  ebensoviele  neue  Formeln  hergeleitet  werden,  wenn  man  Ar  mit  \, 
k'  mit  K\  K  mit  L  und  K'  mit  L^  vertauscbt,  wobei  übrigens  nicht  die 
Gröfsen  selbst,  sondern  im  Grunde  nur  ihre  Zeichen  vertauscht  werden. 
Hierdurch  verwandelt  sich. die  Formel  (6.)  $.898.  in 

fx.(elii  —  ^u)  s= 


I  -i_  '7  an #»n  — —  nn ■ .l. 


el -r  •— )  +  2»n^cn— dn  — I r^  H 

'^  "^  '^       '^        *^  Isn* an* —       sn* sn* 

\        (A  II  fi 

^  1  \  • 


sn* sn* 


Wird  nun  die  Zahl  n  vergröfsert,  also  der  Modul  K  der  Grenze  Null  nahe 
gebracht,   so  nähert  sich  —  der  Grenze  ));   ferner  wird  F  z=:  L  =z  ^r, 


f* 


1,-;  =  -  =  ))«^.  sn-  =  sin))ii,   cn-  =  cos))w,   dD-  =  l,  sn(-^) 
=i:i®m(i)aJäCO,  n(el-— ^.-)  =  0;  daher  haben  wir 

£    ^^  _L.  ^lysiuiyn  cosiyn     ,     2178101711  GOSfjf«^^    2i78ini7U  cosi^u 


IT  •  •*  "T"  8iu*i7u+em*i7iSr'  ^  8iii»i7M4.6in»3j7Ä^  ■*"  siD»J7w+@in*öi7Ji?  +"* 

was  mit  dem  Ausdrucke   ein  ^=z  —u  +  B{u)  übereinstimmt,    wenn  man 
fär  H{u)  den  unter  (4.)  g.  800.  angegebenen   Werth  nimmt  und    be- 
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achtet,  dafs 

sinacosa  8in2a  .  . 

ist. 


g.  300. 

Umrormuug  der  Modalarlogarithmen  und  der  damit  im  Zusammenhango  stehenden 
Hüifefuuctioneu  durch  die  obigen  Substitutionen  nten  Grades. 

Wird  die  Gleichung  (4.)  «.  998.  noch  mit  —z=du  moltiplicirt  und 
integrirt,  so  erhält  man  sofort 

Imv  —  j-.^t)^  = 

+  l„(«_?^)+l„(«>_!^)....  +  l„,(„_^iK/) 

Da  ferner  lmt<  =  jf  »i^^  +  ^^g(v^)  ""^  ebenso  \mv  ==  x*^*^^  +*®s(y^) 
ist,  so  ist 

-"•tJ'+M TIS ) 

|„.(2^)™^)....„.(»_^..,-)\ 
+  Ä(«'+(«+^)'+("-^)+-+(-+=^''-«')'+(«-^''Jf')* 

Diese  Formel  reducirt  sich  aber  auf 

jh,(.,h,(«+?^)»(.-?^)b.(.+i^)h,(.-m:)...i 

^      I  ...m(»+— »jr')m(M-'^iJs:') 

Setzen  wir  also  zur  Abkflrzung 


Aid 


fiSO  N  e  u  n  z\e  k  n  t  e  r    Ab$ckniit.'    §.  300. 

80  Imbeii  wir  den  eiofacberen  Ausdruck 

wenn  mui  der  Zahl  a  die  Weitbe  0,  ±1,  ±2,  i;3i  .•••■  ±i(» — 1)  giebt^ 
inid  P  das  Zeichen  des  aus  dem  allgemeinen  Factor  01^«+-^^^ — ^  Uer- 
nacli  zu  bildenden  Productes  ist. 

Da  Hl(fi  +  ^^^)  a=  ;jij .     y*    2J*j^;(  nod  ebenso  auch  Hl(»)  = 
r7*7  • — -^  ist,  SO  erhaUeu  wir  zunächst 

Aufserdem  ist  snr  =  y(y).  P  {so(ti  +  — ~)|,  und  winl  die  vorige  Glei- 
chung hiermit  multiplicirt,  so  erhalten  wir 

3.        AI(r)  =  ^l/(|-).p{A.(.+  2fÜ£)). 

Benutzt  man  auf  ähnliche  Art,  wie  vorhin  die  Sinus,  noch  die  Cosiuas  und 
Differenten,  so  entstehen  ' 

Nach  $.185.  ist  Hltis  «~«^'.ä3('»,  und  ebenso  ist 

Da  aber  LL'  =  i^  .  KK'  und  »'  =  |»'.ti',  also  ;^  =  ^  ist,  ao  ist 

Hlr  =  r*^'.a3l'r. 
Werden  diese  Werthe  benutzt,  und  hiernach  alle  in  der  Formel  (9.)  eot- 
halteneu  cyklischen  Hulfsfunctionen  in  byp^rbplis^jie  iiüt  dem  GanjugUten 


Weunzekni9r    AbschnHi.      §.  300.  631 

Modal  Qtigesetzt,  m  erbalt  man  nach  einigen  leichten  Reductiouen,  wenn 
^  '    man  znr  Abkflrxong 

j^  :^  m'(^^.^v(tif).mi^)...,^v(^iK')  oder 

setzt,   die  Formel 

Beachtet  man  nun,  dafs  naeh  «.  19«.  «Bl'ii  =s  ;jij.^  s=  |^(^).|^s=: 
^k*4'T~^  ist,  so  erhält  maa  noch 

Nach  $.  Iftl.  ist 

Hl(a+ft).HI(o~ft)  /HlaV  /.      M.„J«„a»x 

Ferner  ist  Hl(a±*)  =  v^.^|^\  also  ist 

- 8n*fr 

,   ,     8n(a4*A)*8n(a — fi)                     sn^ii         .  .  .  . 

und  da  ^  -4 — ^ ^  =  i — r; — ; rE  '8*5   80  ist 

SMzt  man  i^  diesen  Focwehi  noch  K—a  statt  a^  so  verwandeln  sie  sich  in 

«M^^t^a  „  (^)-.(,_*.»'»..c'.)  ..d 

Bl(o+ft).Bl(o— &)  __   /Bla\»  /.        sn'ftN 
HI»  6  ""   Vy'ft'/  'V      8iic»a/* 

Hjemach  könnea  die  Formelo  (Sl.  bia  6.)  auch  also  dargestellt  werden: 


uJ 


uc« 


an» iff 

n 

,11— l.-j 

H 


8IIC*I 
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'-wjl'-^jl'— =^J"l'-^ 
N«>h  s.  ««3.  M  «''"■+^i;»''"-^'  =  (|^.(i-y«.'»«.-<).  „Hl  d. 

ferner  SBl't.  =  X.1Ü=  ,/^.$£ü= /-*'.|!lü  i^,  so  W  «ach 
%l(a+b).ZV{a—b)    __  /'Äl^V  /"t      »»**N 

Hiernach  köniieo  die  Formeln  (7.  bis  10.)  auf  ähnliche  Art  umgeformt  wer- 
den, wie  die  Formeln  (l.bis5.)  umgeformt  worden  sind.  Man  gelangt  aber 
zu  denselben  Resultaten  noch  einfacher.   Es  ist,  wie  schon  gezeigt  wurde, 


7r»u« 


Hl»  =  «  ***'.q3l'»    und  auch    (Hl«)  =  «"♦"*". (931'«)». 
daher  habea  wir  die  Gleichung: 

Hit;  16V  V 

(HIm)»  (f&Vu)"' 

Ebenso  findet  man  die  drei  Formeln 

A\v     _    TlVv  Bit)    _  J^_^         A      _Glt» ®l'v     . 

(AlM)»   ~(Wm;»'       (Blw)-  "~(^l'«)"      "  (GIm)"  ""(©l'«)«» 

und  ihnen  gemäfs  darf  man  in  den  Formeln  (11.)  statt  HIr,  Alv^  Glr,  Blv 
der  Reihe  nach  setzen  f&Vv,  iAVv,  ®Vv  und  J^Cv,  wenn  man  gleichzeitig 
statt  Hlti,  AI«,  Gl«  und  Bl«  der  Reihe  nach  die  Functionen  fl^Vu,  ^V«, 
&Vu  und  S^Vu  setzt. 

S.  301. 
Durch   die  vorhergehenden  Formeln  werden  die  Modular-Logantb- 
nen  und  cyklischen  Hülfs  -  Functionen  mit  dem  Modul  K  zurückgeführt  auf 
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gleiche  Funcüoneo  mit  dem  Modul  A,  (die  hyperbolischen  Hülfs^Faiictioqeb 
mit  dem  Modul  V  auf  gleiche  Functionen  mit  dem  Modul  k'}.  Wollen  wir 
Formeln  herleiten,  welche  in  Bezug  auf  die  vorstehenden  die  umgekehrten 
scheinen,  so  müssen  wir  von  den  Formeln  g.  899.  ausgehen.     Multipli- 

ciren  wir  zu  dem  Ende  die  Formel  (4.  S.  899.)  mit  ^J^  =  dv,  so  er- 
halten  wir 

=  -n.^.lr'  +  lair  +  lin(r  +  ^)  +  ln,(r+^)....+lm(r  +  ?i=iL) 

+  lm(r-^)  +  lm(r-^)....  +  la.(r~^L) 
-(2Im^  +  2lm^....+2lm^L). 

Da  nun  Im(nti)— ^.'-y^  =  log  y^^/,  ferner  Imr  =  -|;.it?^+log^  ist, 
so  reducirt  sich  die  Formel^  wenn  man  zur  Abkürzung 

,  =  Hl(^).HI©.  HlO . . . .  H|(ü=1l)  .der  1 

».     ,  =  G.©.G.O.G.©....G.(!Lpa^)         (<"»'^> 

setzt,  auf  die  einfachere: 

3.    m(.HU)  =  i,.^(^.Hlv.B\(^  +  v).Bl(^+v)....Bl{^L+^) 

•<t-')-»(t-')--«(^^-')- 

Hieraas  folgt  nan  aber  auf  äbolicbe  Art,  wie  in  S*  300.  gezeigt  worden  ist, 

•^•(~«')-Al(^-.')....Al(^I^-.), 
6.    Bl(nti)=.l.|/(^).Blr.Bl(^  +  r).Bl(^  +  r)....Bl(^Ii  +  r) 

6.    Gl(ni»)  =  l./(*l).Glt,.Gi^  +  r).Gl(^+r)....Gl(^L  +  r) 

.GI^-r).6l(^-r)....Gl(?i=il.-r). 

80 


CM 
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7. 


Hierdardi  sind  nao  schon  die  Modular-Logiirithaen  und  die  cjklieebei 
Hülfs- Functionen  des  Argonents  nti  mit  dem  Modnl  k  auf  fthnlicbe  Vuno* 
tionen  mit  dem  gröberen  Modal  K  zaraokgefilhrt  worden. 

Es  können  die  Torigen  Formeln  auch  also  dargestellt  werden: 

f»J»!S=(Wl)-(l-*'-'^«.'»)(l-*>»'a!..V)....(l-«'«,'ü=ll,.«A) 

Bi(n«)_/Bi«Yfj  !!:l]L'!:f|  t  '""'^^] 

,?^  =  (^)Xl--*'em'^snc'rXl-*'«»'^8nc'r)....(l~Ä*8n''^l..sDcV) 


Ea  ist  K'=2ft,'.L'  and  X  =  ^.i>,  also  KK'^^.LL',  und  da  (««)' 

SS  fi".«'  ist,  so  ist 

(»«)*      ___    »V* 
KK'      "    LL  ' 

«(im)*  nut 

Da  DQD  Hl(n«)  =  r^".»t'(nti)  aod  Hit;»«  ^^. «!'(»)  ist,  so  fin- 
det man 

Hl(»ti)    _   JßHHu)         .    .  M{nu)    _   ZV(HU)  Bl(»«)  _  4,V{nu) 

(HKw))»  ~    (»l'r)"  '  """  ''"*'"^°  lÄHÖ^:  (Wt;)"  '        "^T^  —   (^l'p)- 


nnil    'CK»«)    _  ®1^(»«) 
"°"       (Gl«)-    —    (©l'»)»  • 


Demnach  darf  man  in  den  Formeln  (7.)  statt  Hl(nff),  Al(ii«),  BI(»ii)  und 
Gl(nti)  der  Reibe  nach  setzen  9l'(nti),  ^V(nu),  SpV(nu)  and  @t'(ff«), 
wenn  man  gleiobzeitig  statt  Hlr,  Alv,  Ble  und  Glo  der  Beibe  nach  ^I'r, 
^Vv,  S^Vv  and  &Vv  setst 

Zasatz.  Nach  S.  297.  können  nun  auch  die  so  eben  entwickelten 
Formeln  ihrer  Zahl  nach  veidoppelt  werden.  Die  Formeln  (11.  $.  300.) 
verwandeln  sich  in 
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■nc»— II'         snc*— ^         (  snc»—    'j 


sn 

' Iff  an> \  ff  Än*^ 1 


sn» jl        sn» 1         f         sn» 

snc.^j(         «nc»-^)         [ 


(mod.  K). 


Auch  in  diesen  Formeln  wollen  wir  n  unendlich  nehmen ,  wodurch  be- 
kanntlich der  Modul  ^  =  0  wird. 

Hl(-)  (-Y 

Es  ist  log--;^J:|p^  Wird   nun   der  Modul 

A^ssO,  also  —  =  Yj  gesetzt,  so  wird  lm(— )  =  ^^^;  ferner  wird  F  a» 


m-o 


Hl  — 


Ir  s  ^;r  und  (— )  =  (fjufj   also  wird  log  ly^j  =  0  und  also-y=^  =  l. 
Hiernach  verwandelt  sich  die  erste  der  vorstehenden  vier  Formein  in 

Da  nun  aber   Alti  =  ^k.snu.Blu,   Bin  =  y-r^cnu.Blu  und  Glu  = 

Hn  u   Hl  u 

— ^ip—  ist,  80  erhalten  wir,  wenn  die  in  §.  297.  für  suti^  cnn  und  dnti 

gefundenen  Producte  substituirt  werden,  die  Formeln 

A         AI  V^(h1sf)    .      ^,lii     8in*i?M  \/.  ,      sin'i^fi  \ /^  ,      8in*i?«  \ 

A         DI  r^i.  --    tt        sm'iyw  \V-         8in>i7«i\/.         8111*1711  \ 

4.       Wll  —  V^— So«« lyicJ V^~ Soft»  3>^iCV  \^—  «o»>  6i?ä7  V^—«o»*7i7^'/  '  *  *  * ' 
welche  mit  den  im  $.  186.  gefundenen  äbereinstimmen. 

S.  308. 

UnforaiaDg  der  Modular*  Integrale  der  sweiten  Art  dureh  Substitutionen  Uten  Grades, 
wenn  n  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist 

Wählen  wir  au£ser  den  durch  die  Gleichung  r=sfi.if  mit  einander 
verbundenen  Argumenten  u  und  v  noch  die  Argumente  u'  und  v^  so,  dala 
audi  v^  ssfjL.u^  ist,  so  ist  ebensowohl 

r+r'  5Ä  fi(u'+u)j    als    r— r'  s»  ii(u^u*)^ 

80* 
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mithin  dürfen  wir  in  den  sich  auf  die  früheren  Umformungen  beziehenden 
Gleichungen  durchweg  u±uf  statt  u  setzen,  wenn  gleichzeitig  v±t/  statt  r 
gesetzt  wird. 

Hiernach  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  (2.  $.300.)  sofort 

2aiK" 


(a.)      log 


f        /hi(«+«'+^^^)) 


wenn  in  dem  Summen -Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  a  die  Werthe  0^ 
±1>  ±2,  ±3,  ....  ±i(n— 1)  erhält. 

Da  aber  dv'  =  (i.Su%  also  ^  =  ^^  =  — - — "^^.^     ist,  so  ist 


auch 

aiog 


l  y'+—n-)      } 

Aus  diesen  beiden  GleichaDgen  erhalten  wir  zusammen  durch  Subtraction: 


oder  auch 


Nach  Formel  (1.  S-  S02.)  kann  aber  diese  Gleichung  einfacher  also  dar- 
gestellt werden: 

Differentiirt  mau  die  Formelu  (5.  und  4.  S.  300.)  logarithmisch,  nachdem 
zuvor  v'  statt  v  und  u'  statt  u  gesetzt  worden  ist,  und  multiplicirt  die 
neue  Gleichung  mit  —  =  u^  so  erhält  man 

Werden  diese  Gleichungen  mit  (a.)  verbunden,  so  erhält  man,  den  For- 
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mein  (2.  and  3.  8.  802.)  gemäfs, 

8,     D(r,t;')  =  Ä{!D(ii,t«'+^)}. 

Setzt  man  hierin  noch  u^i  statt  u'  nnd  v'i  statt  v%  so  verwandeln  9ich 
die  drei  vorigen  Gleichungen  in 

und  die  Gleichungen  v=:(a.u  und  t?'=fA.ii^  gelten  auch  nun  wieder.  Ohne 
das  Summations- Zeichen  sind  diese  Gleichungen 

+  S(«,«'-^)+S(«,«'-^y...+  Ä(«,u'-?L^J8:'), 

C(r,rO=C(t«,tiO  +  C(«.ti'+^')+C(t«,ti'+^>...+  C(ti,  «'+??=*  Ä') 
+  c(«,«'-^')+ C(«,«'-.^)....+ C(«,«'-?t=*Jf'), 

z>(r,«o  =  zi(«,«o+z>(«,«'+  ^')  +/>(«,  ti'-i-  ^')  ....+/>  («,ti'+  ?i=*Ä') 

Ans  Formel  (4.  8. 300.)  folgt 

AuCsierdem  erhält  man  die  Gleichungen 

Ä(r0.r=s{jl(«'+^).«}, 

und  daraus,  den  Formeln  (1.  $,  803.)  gemfifs, 


Jogi 
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@(t«,«0+'@(«,t»'+~)+'@(«»««'+^).-.+'@(«>«''+~i«') 
+'@(«,«'-?^')+'@(.i,M'-^f^)....+'®(u,u'-^^iÄ'), 

D(«,u')+'I>(u,«'+^')+'5D(u,i*'+^')....+'©(ti,«'+'i=i.-K') 
+'t)(«,«'-?^)+'©(u,u'-*^)....+'a>(«,tt'-?=i.-J!r'). 
Setzt  man  auch  in  diesen  Formeln  u'i  statt  u'  und  r't  statt  v',  so  erhält  man 

'Ä(«,i«0+'Ä(«,«'+^)+'<«,«'+^)*...+'Ä(«,«'+'i=:*Jf'), 

'C(r,r')  = 
+  'C(u,u'-?^')  +  'C(«,u'-^)....+'C(«,«'~!^«JC'), 

+  '/>(i*,„'-^)+'/>(«,«'-^).:..+^/>(«,«'-'i=lif'). 

Durch  die  vorsleheuden  Formeln  sind  die  Modular- Integrale  mit  dem  Mo- 
dnl  K  zurückgeführt  auf  ähnliche  Integrale  mit  dem  Modul  k,  welcher  klei- 
ner als  K  ist.  Die  umgekehrten  Formeln  haben  dieselbe  Form.  Man  hat 
in  den  vorstehenden  Formeln  nur  v  statt  u,  v'  statt  u',   nu  statt  v,  nu' 

statt  v',  K  statt  k,  k  statt  \,   ^  statt  —  oder  —  statt  —  zu  setzen. 
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S-  303. 

Differenzial-GIetchaiigen  für  den  Zähler  und  Nenner  der  Substitution  nien  Grades, 
wenn  n  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist« 

Setzen  wir  x:=z^k.8nu  und  -¥=/X.snr  für  r  =  fA.ff,  so  ver- 
wandelt sich,  wie  oben  gezeigt  worden  ist,  snr  in  j —  oder  ^  in  -^, 

wenn  sieb  snti  in  ^ oder  x  in  —  verwandelt. 

Ksnu  X 

Auf  ähnliefae  Art  ,wie  in  S.  164.  findet  sieh,  dafs  man  setzen  könne: 
oder  2 191  +  1  «==  ^^  oder  auch  Xesz  -y^  wenn  man  setzt: 

m 

Aach  findet  man  leicht  den  Coefficienten  o.  Es  ist  nämlich  -^^  =  fh  und 
also  rflckwärts 

1.     ii  =  ^yy. 

Setzt  man  wirklich  —  statt  o:^  so  verwandelt  sich 

U  m   —   QDd   V  in    ~. 
Ads  der  Gleicboog  xv=:^k.anu  folgt 

nnd  aus  der  Gleichung  X=^K.mv  folgt  ebenso 

daher  ist  f*]/4-y(l-2t^«+x«)  =  T^lIl2M«+-r«)  '  <»^®'  »"<''' 

ä^  —  '*  r  *  *  r  i-2ox»+jr*  • 

Der  ersten  voo  den  Formeln  (18.  t.  295.)  gemäfis  ist 
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/    •            •SiJJT'N/    ,            •4iJ!l'\        /    ,            .n—i.^\ 
V^t"  sn  H  { Bii*  u  —  SD* )  (  sn*  m  —  sn* )  •  • .  •  (  sn*  u — en* ia'^ 


X=^ 


und  wird  dieser  Ausdruck  mit  den  vorigen  verglichen,  so  hat  man 

U=:  /ft".8nM(sn'«— sn' ~^)  (sn'«  — sn' ^) ....  (sn'ti— an'^^üf'), 

Der  Aasdruck  V  kommt  aacb  in  der  ersteu  der  Formela  (11.  S«300.)  vor; 
daher  haben  wir  einfacher: 

i.gK  =  i.g(«^)-»i,g(|!^). 

Da  ferner  nach  S- 171-  -^=  /A..snf?  =  jj~  =  -^^r  ist,  so  haben  wir 
S.      P  =  (^)  =  {^y  «der  .acb  log  ü  =  l.g($!^)-».I«g  (1^). 

Nach  $.  183.  ist  Imr—  ^.^r^  =  log  {—)  und  Imw  -  ^.^ü"  =  log  (^); 
daher  haben  wir 

logF  =  lmv  —  j^.iv^—n(lmu—^.^ü'). 

F  E 

In  S.  298.  wurde  ix.j-.v=^ — 2k'^.s\U'\-n.-^.u  gefunden;   wird  diese 

Gleichung  noch  mit  y-  =  \u  multiplicirl,  so  erhält  man  y-  •  ^t?^  =  —k'^s^.^u^ 

E 
+  n.-^.iu\  und  es  reducirt  sich  also  die  vorige  Gleichung  auf 

logF=  Imt? — nlmu  +  k'^8\u\ 
Differenziirt  man  diese  Gleichung  zweimal  nach  einander  nach  u^   so  er- 
hält man 

und  da  nach  $.  298.  (j.^^n-{-2k"8*  s=  ikW  ist,  so  reducirt  sich  die  vorige 
Gleichung  noch  auf 
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•••■•       8{^^)  '■      '■  ''■■'■ 

worin  /'  :=  tn'»  ?^  +  tu«  ^V  tn«  ^'  • .  •  •  +  tn«  ^  Ä'.     Setzen  wir 
_       1        ,        1        ,       1        .         ,  t 

ta" —       to'* tn'*-—  tn'»- JT' 

rt  n  »  "       n       • 

80  liaben  wir  auch 

Wie  in  $.  164.  findet  man  aber 
/_ÖIogF\ 

^Vaii  /  _  t(i— 2«jf*+jc«)   a»F 

+ p .-^^ pr- —'K^)' 

Wird  dieser  Werth  mit  F^multiplicirt  und  beachtet,  dafs  F'.JTs  {/'  iat, 
80  erhält  man 

-3  2t, V^—ft^KÜ'  +  nkx'V* 
pdßr  aach 

=  (2&«'  +  «^')»'*--T^-^'- 

1  1 

Setzt  man  in  der  obigen  Gleichong  v  4-t£^  statt  n,  alsa  ^  rtatt  x  nnd  -^ 

statt  ^^  80  bleibt  du  nngeändert,  aber  F  verwaadelt  sieb  in  -j^j  also  logF 
in  log  17 — nlogd?^  daber  erhalten  wir  .     ,  . 

Da  aber         g"       =  kx^^j^  ist,  so  erhält  man 

5.     (,_2...+..)(p|5^-|2.|£)-(a^-.^.^-> 

=  (2*^+na?')  TP—  i^  Fl 

81 
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Wird  diese  Gleicbong  mit  der  vorigen  verglicheä;  so  zei^t  sich,  daCs  sich 
die  eine  Gleichung  in  die  andere  verwandelt,  wenn  .man  ü  mit  V  vertauscht 
Substiluirt  man  in  einer  von  diesen  Gleichungen  die  Polynome 

so  kann  man  dadurch  eine  Recursionsformet  herleiten,  welcher  gemäfs  man 

1       2       S  m 

dann  die  Coefficienten  a,  a^  a  ....  a  recurrirend  berechnen  kann.  Die  Aus- 
drucke dieser  Coefficienten  werden  aber  ziemlich  zusammengesetzt,  und 
da  ihre  Anwendung  überflüssig  is^,  so  übergeben  wir  die  Angabe  der  Aus- 
drücke der  ersten  von  ihnen.  •:  i  ; 

Schlufsbemerkung.  Die  Gleichung  :r  s=s  snu  läfst  sich  auch 
durch  eine  Substitution  nten  Grades  unter  der  Voraussetzung,  dab  n  eine 
gerade  Zahl  ist,  in  eine  ähnlich6  Gleichung  mit  einem  andern  Modal  um- 
formen^ wobfli  das  Argument  u  wieder  mit  einem  constanten  Factor  jx 
multiplicirt  wird.  %s  bietet  die^e  Umformung  wenige  Schwierigkeiten  dar; 
sie  scheint  aber  wenig  interessant,  und  daher  übergehen  wir  die  Aus- 
führung, derselben ,  zumal  jda^  der  in  Ansehung^  seiner  Anwendungen  aHeia 
wichf^lgB  besondere  Fall  für'^  =  2  schon  in  S.  51.  bisr  $.'54.,  ferner  in 
$.S8.  und  83.  und  in  $.851.  bis -§.  853.  umstfindlich  behandelt  worden  ist. 

Verbindet  man  die  Formeln  für  ein  ungerades  n  mit  den  so  eben 
genannten  für  ii«2,  so  ^befsiebt  man  sogleich,  welche  Formen  die  za 
substituirenden  Ausdrücke  \\ßbm  werden,  wenn  der  Grad  der  Substitution 
durch  eine  beliebige  andere  gerade  Zabl  ausgedrückt  wird. 

Der. folgende  !zweite.::Theil  wird  die, Behandlung  der  ebenen  uud 
sphärischen  Modularcurven^  der  Rectlfication  und  Quadratur  der  sphärischen 
Kegielschnitte  und  hauptsächlich  eine  Theoi-ie  der  sphärischen  Kettenlinien 
enthalten.  Die  Untersuchung  dieser  s/ä^ischdn  Curven,  in  ihren  verschiede- 
nen Formen,  erfordert  die  ausgedehntesten  Anwendungen  der  Theorie  der 
Modularfunctionen  uud  der 'Modular- Integrale,  wodurch  allein  die  merkwür- 
digen Gesetze  dieser  uud  auch  der  reciproken  Curven  ermittelt  werden 
konnten. 
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